2.2 Functii compuse

Fie E o multime de numere reale si fie u = (o(x) o functie definitd pe £. Notam
cu E; multimea de valori a functiei u pentru x € £. Mai mult, fie y= f (u) o functie
definitd pe E;. Atunci, la fiecare x € E 1i corespunde un u € E|, care la randul sdu este
asociat cu o valoare y = f (u) Astfel, valoarea y este o functie de x si este definita pe E.
Spunem ca y este o functie compusa de x si scriem

v = flox)] (10)
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Figura 2.2
Exemple:

u=sinx i y=e" atunci y=e

sin x

este o functie compusa de x.

u=10x si y=sinu atunci y=sin(10x) este o functic compusa de x.

Teorema 1: Dacd u = ¢(x) are lim ¢(x)= A si dacd y = f(u) este o functie continui in
punctul u = 4, atunci functia compusa y = f [(o(x)] are limita f (A) in punctul xy, adica

lim flp(x)]= 1(4)

X=X

sau echivalent:

lim flp(x)]= /] tim p(x)| (an

X=X, X=X,

Observatie: Aceastd ultima relatie indica regula de calcul a limitei unei functii compuse.

Exemplu:
lim In(l + x)

X—0 x

=1



1 1
Intr-adevir, y =In(1+x)x este o functie compusa din y =Inu si u = (1+x)~. Deoarece
1

lim(1+x)x =e si y=1Inu este continud in u = e, teorema 1 implica
x—0

LU TR ln[lim(l ; x)i} —lne=1

xX—0 X x—0 x—0

Teorema 2: Fie u = ¢(x) o functie continud in xy si fie y = f(u) o functie continud in
u, = ¢(x, ). Atunci, functia compusi y = f[g(x)] este continua in x,.

2.3 Puncte de discontinuitate

Fie f (x) o functie definitd pe o vecindtate a punctului xy. Dacd f (x) este
continua n x,, atunci:

lim f(x)= £(x,)

X—>Xg
sau 1n termeni de limite laterale

lim f(x)= lim f(x)=f(x)

)C—)XO,X<XO X—)XO ,X>Xo

Definitie: O functie f(x) are o discontinuitate in punctul x, daca f(x) nu este continua
in xy $i xy se numeste punct de discontinuitate.

Observatie: Functia poate sa nu fie definita In punctul de discontinuitate.
Clasificarea punctelor de discontinuitate

Definitie: Punctul x este punct de discontinuitate care poate fi inlaturata pentru functia
f (x) daca functia are limite laterale egale in x, dar diferite de f (x0 ) , adica

lim f(x)= lim f(x)# f(x,)

X—>X(,X<X X—>X(,X>X,

Figura 2.3



Observatie: Este suficient s modificam functia doar in punctul x, astfel incat functia sa
devina continua in punctul x; .
Daca f (x) are Tn punctul xy o discontinuitate care poate fi inlaturata, atunci functia:

f(x), X#X,
F(x)= lim f(x), x=x,

numitd prelungita prin continuitate a functiei f (x) in xy, este continud in punctul x.
Discontinuitatea din x, a fost inlaturatda modificand valoarea lui f (x) in punctul x.

Exemplu: f(x) _ {|x ,Xx#0
Lx=0
Fiéu;a 2.4

i, 7=t 7()=0.#1= /0

= x =0 este discontinuitate care poate fi inlaturatd. Dacd modificam functia in x =0,
considerand £(0)=0, atunci F(x)= |x| este continud in x =0.

Definitie: Daca limitele laterale ale lui f (x) in x, sunt finite si diferite, adica

lim f(x)= lim f(x)

X—>X(,X<X X—>X(,X>X,

Atunci punctul xy este o discontinuitate in care functia are un salt. Saltul functiei in
punctul xg este: f(x, +0)— f(x, —0).

Exemplu: f(x)=ﬁ,x¢0 si. f£(0)=1

Aceasta functie are salt in x = 0 deoarece:

lim f(x)=2 si lim f(x)=0

x—0,x<0 x—0,x>0



Figura 2.5

Punctele de discontinuitate care pot fi Inlaturate si punctele in care functia are
salt se numesc puncte de discontinuitate de speta I. Toate celelalte sunt puncte de
discontinuitate de speta I1. In punctele de discontinuitate de speta I limitele laterale exista
si sunt finite. In punctele de discontinuitate de speta II, limita la stanga si (sau) limita la
dreapta fie nu exista fie sunt infinite.

Exemple: 1. f(x) -1 , x#0 punctul x=0 este o discontinuitate de speta II, limitele
X

laterale in x =0 sunt infinite.

lim f(x) =—o0 si lim f(x) = +00

x—0,x>0

2. f(x)=sin (lj , x#0 punctul x=0 este o discontinuitate de speta II, limitele laterale

=

nuexistitn x=0.



Figura 2.7 f(x)=sin(l/x)

3. Pentru functia Dirichlet, toate punctele reale sunt discontinuitati de speta II.

Continuitate laterala
Definitie: Spunem ca functia f(x) este continud la stinga in x,, daca

lim £ (x)=f(x,)

X—>X(,X<X

si este continud la dreapta in xy, daci  lim  f(x)= f(x,)

X—>X(,X>X

Proprietate: f (x) este continud inxy) < f (x) este continua la stanga si la dreapta n xy.

Exercitii:
O Sa se studieze continuitatea functiilor:
1
—_—, X#-2
0, x=-2

Cum 1in orice punct x #—2 functia este continud, ne rdmane sa verificim continuitatea
functiei in x=-2.
. 1 . 1
lim ———=1 lim ———=0
x—>-2,x<-2 x—>-2,x>-2

1+2%+2 1+2%+2
Limitele laterale fiind diferite, rezultd ca functia nu are limitd In x =-2 si deci nu poate

fi continui. Insi f (—2+0)= f (—2), deci functia este continua la dreapta in x=-2.

Punctul x =-2 este o discontinuitate de speta I, discontinuitate cu salt.



1

2. f(x)= e, x#0
1, x=0

Cum in orice punct x #0 functia este continud, ne ramane sa verificdim continuitatea

functieiin x=0.
1

lim e’ =0%1= £(0) = functia nu este continua in x=0.
X—>

Punctul x =0 este o discontinuitate de speta I, discontinuitate ce poate fi Inlaturata.

V4
arctg , X#2

3. f(x)= 2-x

Cum 1in orice punct x #2 functia este continud, ne ramane sd verificdim continuitatea
functieiin x=2.
V4 V4 V4

) /4 )
lim arctg =— lim arctg =——
x—2,x<2 2—x 2 x—2,x>2 2—x 2

Limitele laterale fiind diferite, rezulta ca functia nu are limitd in x =2 si deci nu poate fi
continud. Punctul x =2 este o discontinuitate de speta I, discontinuitate cu salt.

sin x
_—, x#0
4. f(x)=1 |
1, x=0
Este necesar sd studiem continuitatea functiei numai in origine.
. sinx . sinx
lim ——= lim ——=-1
x—0,x<0 |X| x—0,x<0 —x
. sinx . sinx
lim ——= lim ——=1
x—0,x>0 |x| x—0,x>0  x

Limitele laterale fiind diferite, rezulta ca functia nu are limita In x =0 si deci nu poate fi
continud. Este o discontinuitate de speta I, discontinuitate cu salt.

O Fie f(x)= x+1,  xe[0,1]
fe f0= 3ax+3, xe(1,2]

Sa se determine constanta a, astfel Tncat functia s fie continud pe segmentul [0, 2]. Sa se

reprezinte grafic functia obtinuta.

Pe intervalele [0,1) s (1,2] functia este continud. Impunem conditia de continuitate in
x=1.

lim f(x)= lim f(x)=/(1)

x—1,x<1 x—1,x>1



Calculam cele doua limite laterale:
lim f(x) = lim (x+1) =2

x—1,x<1 x—1,x<1
xkgxf(x) = ng>l(3ax + 3) =3a+3

Cum f (1) =2, pentru continuitate avem 3a+3=2 a= —%

2.4 Continuitate pe un interval inchis

O functie f(x) este continui pe un interval deschis (a,b) daci f(x) este
continud in fiecare punct al intervalului. Notdm multimea tuturor functiilor continue pe
un interval deschis (a,5) cu C(a,b).

O functie f(x) este continud pe un interval inchis [a,b] daci f(x) este
continu pe un interval deschis (a,b) si daca functia este continui la stanga in b si la
dreapta in a. Notdm multimea tuturor functiilor continue pe un interval inchis [a,b] cu
Cla,b].

Teorema 1: Fie f(x) o functie continud pe un interval inchis [a,b] si fie f(a) si f(b)
doud numere cu semne diferite. Atunci exista cel putin un punct c € (a,b) astfel Incat

flc)=0.

Interpretare geometrica: Daca f(a)f(h)< 0, atunci punctele (a, f(a)) si (b, f(b)) sunt
in semiplane diferite relativ la axa x si graficul functiei continue f (x) intersecteazd axa x
in cel putin un punct.

y (b £(b))

ﬂi/ Ib X
I

(a.f(a))

Figura 2.8

Aplicatie: Consideram o ecuatie polinomiald de grad impar cu coeficienti reali.

2n+1

P

_ 2n _
il (x) =a,x +ax"+...+a,, =0

Presupunem a, > 0.

hm P2n+l ('x) =+ hm ])2n+1 (x) =—0

X—>+0 X—>—00



Deoarece functia polinomiald este continua pe R, polinomul P, (x) se anuleaza in cel

putin un punct. In concluzie, polinomul de grad impar cu coeficienti reali are cel putin o
radacina reala.

Observatie: Teorema 1 poate fi folositd pentru a determina daca un polinom sau o
functie are radacini reale, iar In caz afirmativ sa determinam valorile aproximative ale
acestora.

Exemplu:
P, (x) =x"+x-1

Polinomul are grad impar, deci are cel putin o radacina reala.
P(0)=-1<0 P(1)=+1>0

Teoremal

La capetele intervalului [0,1] polinomul P,(x) ia valori cu semne opuse = polinomul

are o radicina reala in (0,1).
.. . . 1 . 1 3
Mijlocul intervalului este &, = ) st P, > = -3 <0 P (l) =1>0

< 1= « < . 1
= radacina cautata este in intervalul 5,1

Mijlocul acestui nou interval este &, = % si P, (3] = é—i >0 P (lj = —% <0

< yx . . 13
= radacina cautata este in intervalul >

Procesul poate continua si obtinem un sir de intervale deschise cu lungimi din ce in ce
mai mici. Cu fiecare pas eroarea absoluta in stabilirea radacinii scade.

Exercitii: S se arate cd ecuatiile de mai jos au cel putin o solutie pe intervalul indicat.

a) x' +3x+1=0 pe [-1,0]
Consideram f (x)=x"+3x+1 continua pe [-1,0]. Cum f(-1)=—-1si f(0)=1.

Atunci, cu teorema 1 f(x) se anuleazi cel putin o data pe [-1,0].

b) e* +x=0 pe [-11]
Consideram f(x)=e"+x continua pe [-11]. Cum f(-1)=e'-1<0 si

f(l) =e+1>0. Atunci, cu teorema 1 f(x) se anuleaza cel putin o data pe [—1, 1] .



c) sinx+cosx—1=0 pe —E,E
4 4

Consideram f (x)=sinx+cosx—1 continua pe {—%,%} . Cum f(—%j =—1si

f(%} =2 1. Atunci, cu teorema 1 f (x) se anuleaza cel putin o data pe {—%,—} -

d) In(1+x")+x-1=0 pe [0,1]
Consideram [ (x)= ln(1+x2)+x—1 continua pe [0,1]. Cum f(0)=-1 si
f(1)=In2>0. Atunci, cu teorema 1 f(x) se anuleaza cel putin o datd pe [0,1].

Teorema 2 (a valorilor intermediare):

Fie f(x) o functie continui pe un interval inchis [a,b] si fie f(a)=4 si f(b)=B.
Daca C este orice numar dintre 4 si B, atunci existd cel putin un punct o € (a,b) astfel
incat f(a)=C. Cualte cuvinte, daci f(x) este continui pe [a,b] atunci ia toate valorile

intermediare dintre f (a) st f (b) , adica functia are proprietatea lui Darboux.

Demonstratie:
Considerdm functia ¢(x)= f(x)-C si fixim 4<B si A<C <B. Functia ¢(x) este
continua pe [a,b] si

pla)=fla)-C=4-C<0

p(b)= f(b)-C=B-C>0

Teoremal

= 3Jae(a,b) atfelincat p(a)= f(a)-C=0 = f(a)=C

Interpretare geometrica: Este evidentiata in figura de mai jos.

a o b X

Figura 2.9



Teorema 3 Daca f (x) este o functie continud pe un interval inchis [a,b], atunci f (x)
este mirginita pe intervalul inchis [a,b], adica existd un numir K >0 astfel incat

|f(x)|SK, Vxe[a,b]

Observatie: Ipoteza de continuitate pe interval inchis este foarte importantd in enuntul

acestei teoreme. De exemplu, functia f (x)zl, x€(0,1] este continua pe (0,1] dar nu
X

este marginita pe (0,1].

Teorema 4 Daci f(x) este o functie continud pe un interval inchis [a,b], atunci f(x) isi
atinge infimum §i supremum pe [a,b], adica 3&,n e[a,b] astfel incat:

f(f) = inf f(x)

xela,b]

S ()= sup f (x)
In aceasti situatie f (&)< f(x)<f(n), Vxe[a,b].
Exemplu:
1. f(x)=x, xe(-L1)
f(x)= x continu pe (~1,1)

Nu-si atinge supremum sup x =1, adicd nu existi x, € (~1,1) astfel incat f(x,)=1.
xe(-1,1)

Analog, nu-si atinge infimum inf x=-1.

xe(-1,1

2.5 Continuitate uniforma (optional)

Functiile continue pe un interval inchis au proprietatea de continuitate uniforma.

Fie f(x) o functie continui pe intervalul (a,b). Atunci, pentru orice x, € (a,b) si
pentru orice & >0 existd un numdr o >0 astfel incat | f (x)— f (x0)|<5 pentru
Vx € (a,b) cu |x—x0| <J.

Valoarea lui 6 poate depinde atat de ¢ cat si de xy, adica o = 5(g,x0). Se poate

ca pentru un & > 0 dat, & sa fie diferit pentru diferiti x, € (a,b) si si nu existe un 5 care

10



sa fie valabil pentru toti x, € (a,b). Cerinta de existentd a unui 6 = 5(8) >0 pentru toti

X, € (a,b) este mai puternica decat cerinta de continuitate punctuald pentru f° (x) pe

(a,b).

Definitie: O functie f(x) este uniform continui pe (a,b) daci pentru Ve >0 exista
5 =06(¢)> 0 astfel incat

)= s )<z (14)
<0.

x! _ x”

pentru Vx',x" e (a,b) cu
Cu simboluri logice definitia precedenta se rescrie:

14

<o

£(x) uniform continua pe (a,h) < Ve >0, 35 =5(g)>0, Vx',x" € (a,b), |x'—x

= |f(x)-s(") <&

Exemplu: f(x)=x este uniform continui pe R .
Intr-adevar, Ve >0, 36 =¢, Vx',x" e (a,b),

<8 =|fl)-r(") <&

x! _ x”

Observatie: Daci o functie f(x) este uniform continui pe (a,b), atunci aceasta este
continud §i punctual pe (a,b). Reciproca nu este adevarata.

Exemple:

1. f(x)=x" este continud pe R dar nu este uniform continui pe R .
Pentru a ardta ca f nu este uniform continud pe R, va trebui sd aratam ca existd £ >0
astfel incat V5 (&)> 0, existd x',x" € R cu proprietitile:

x'=x"l<6 si ‘f(x')—f(x”) >&
Fie ¢ =% si 0 >0 oarecare. Consideram:
x'=n+1 si x"=+/n
n+l-n | 1

=[N+ 1| =

|xr _x!!

Jasl+n| Jnel+dn

Aceastd distanta, prin alegerea lui n, poate fi fadcuta mai mica ca orice o > 0.

11



()= 1 (x")

— ‘XIZ _ x”Z

:|n+1—n|:1>8:l, Vn
2

- ) 1 .
In concluzie, pentru ¢ = 5 s

V6>0, 3 =n+1, x"=n cu

' "
X —X

> &

<& si |f(x)-f(x")

si f(x)=x"nu este uniform continua pe R,

Figura 2.10 f(x)= sin(z)
X

Aceasa functie este continud pe (0,1) , dar nu este uniform continuad pe (0, 1) .

Intr-adevar, fie x/ _1 si x) = 2 :
n 2n+1
, ot 2| 1
X —xl|=l-- =
n 2n+1l n(2n+1)

Prin alegerea lui n, aceasta diferentd poate fi facutd mai micd decat orice 6 > 0. Dar

£ ()= £ (x)

sinnﬁ—sin%(2n+l) =1>¢, pentru Ve <1

12



A . 1 . . - ! 4 2 A

In concluzie, pentruu & =3 si V&>0 existd punctele x),x’e(0,1) astfel incat

: ' " e . T . .

<J si ‘f(x )-f(x )‘ >¢. Cu definitia f (x)=sin— nu este uniform continu
x

xl _ xl!

pe (0,1).

Trecerea de la continuitatea punctuald, la continuitatea uniforma se face cu
teorema urmatoare.

Teoremi: Daci o functie f(x) este continud pe un interval inchis [a,b], atunci functia
este uniform continua pe [a,b].

Exemplu: f (x) = x’ este uniform continua pe [a,b] .

f(x) uniform continua pe [a,b] &S Ve>0, F0= 5(5) =7, Vx,x"e [a,b] ,
X' —x"|<5 = |f(x')—f(x”] <&

= ‘f(xi)_f(xn) :‘XIZ _an :‘(x'—x”)-(x'+x”) :|xr_xn|_|xr+xﬂ
Deoarece,
0<|x Smax{a,b}rzM
0<|x" Smax{a , b}r:M
|x'+x" <X+ X" <2M

= ‘f(x')—f(x")‘ = |x'—x”|-|x'+x"| < |x'—x"|-2M <&

&
< —

. |xr_xrr
2M

Intr-adevar, Ve >0, 35(5)2%, alvx,x"e[a,b], |x' —x"

<6 =|f&)-fx")<e

Exercitiu: Si se studieze continuitatea uniforma a functiei f(x)=sinx’ pe R.

13



Capitolul 3 Calcul diferential. Functii de o singura variabila

3.1 Notiunea de derivata

Fie y= f(x) o functie definita pe (a,b) si fie xe(a,b). Consideram cresterea
Ax a argumentului astfel incat x+Are(a,b). Cresterea Ax a argumentului va produce o

crestere Ay a functiei y = f(x):
Ay=f(x+Ax)—f(x)

X
— = , Ax#0

. .o A
Pentru x fixat, raportul precedent este o functie de Ax adica Ey =g¢(Ax).

ere o e - . A C e .
Definitie: Daca limita raportului Ey pentru Ax — 0 exista, aceasta se numeste derivata

functiei y = f(x) in punctul x si se noteaza f'(x) sau y'(x) sau y.. Astfel, prin definitie
avem:
£(x)= tim 2~ iy LA/ ()
A—0 Ax A0 Ax

(1)

Observatie: Derivabilitatea implici continuitate. Intr-adevir,

lim Ay = lim ¥ Av= lim f(“Ax)_f(x)-szf'(x)-ozo
Ax—0 Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Exemple:
1. y=x’
VxeR, VAr fim Y _ i LEFA)S0) (eedr) o = lim (2x+Ax) = 2x
A—0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

Atunci, y=x" are derivatd )'(x)=2x, VxeR.

2. y=¢" VxeR, VAx

limgzlimf(x+m)_f(x)=~ P gt ex(em_l) e
A0 Ay A0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax A0 Ax

14



Facem schimbarea de variabild y =" —1
Atunci 1+y=¢™ = In(1+y)=Ax

lim%zexliml 1y =eX1im1;=exnm;l:exL=ex

Ax—0 0 0 0 =

o B T
y

Atunci, y=e" are derivata y’(x) =e", VxeR.

Alta definitie: Fie f(x) o functie definitd in x, si pe o vecinatate Q a punctului
xo. Consideram in definitia (1) x =x, s1 Ax = x—Xx,. Atunci:

f’(x0)=1imM

X=Xy X — xO

(2)

Observatie: Spunem ca o functie f(x) are derivatd pe (a,b) dacd derivata f'(x) exista

in fiecare punct x e (a,b).

Interpretarea geometrica a derivatei

Considerdm graficul functiei y = f(x), definitd pe (a,b) si alegem doud puncte
M (x, f (x)) si P(x+ Ax, f (x+ Ax)) pe acest grafic. Consideram apoi, dreapta care trece
prin punctele M si P.
Presupunem ca punctul P se deplaseazd pe curba y=f (x) , spre M, adica
Ax — 0. Atunci dreapta MP se deplaseaza pana ce devine tangenta la curba y = f (x) in
M, adica dreapta MT. Panta k a dreptei MP este:

L

k=t
g P Ax

Panta 7g «, a tangentei M7 la curba y = f (x) in M, este limita pantei dreptei MP pentru
P — M sau Ax — 0, adica

‘g a:,li_?,‘}tg Q= limﬂ: lim f(x-i-Ax)_f(x)

A—0 Ax A0 Ax - f’(X) (3)

Derivata f”(x) este panta tangentei la curba y = f(x) in punctul de abscisa x.

15



Figura 3.1

Exerecitii:

Pornind de la definitie, sd se calculeze derivatele urmatoarelor functii, in punctele
specificate:

O f(x)=+v5x+1 x,=3

7(x,)= lim f(x)=/(x) :limm—f@) _ imm_4
X=X, x—xo x—3 x_3 3 x_3
li (W—4)(m+4) i 5x+1-16
= l1im - lim
x—3 (x—3)(m+4) x—3 (x—3)(m+4)
— lim Sx—15 — lim 5(x-3 :hm;:%

I (x=3)(VorHT+4) 3 (x-3)(VSx+T+4) 3Sxel+4

O f(x)zln(x2+5x) x, =1

- In(x* +5x)- £(1 In(x>+5x)~In6 ¢
f'(xo): lim f(x) f(xo) =lim (x x) f( ) =lim (x x) i
XX X=X, x>l x—1 x>l x—1
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I
5
8

1
2 -1 1 2 x-1
=1imln(x +5x] . (1+x +5x_1J _
xol 6 x>l 6

ljm limx—% 7
—Ine” N _ine 6 =Ineo _7
6
V4
O f(x)=tgx xO:Z
g I
F(x0)= tim TS B0) ~ 1im 12
X=X X=X, X T P
4 X 4 4 X 4
Facem schimbarea de variabild y =x——
V1
gy +ig—
g y+z -1 1_tgyl‘gi ?—1
= lim = lim—— 34— —|im—&
y—0 y y—0 y y—0 y

:ﬁmtgy+1—1+tgy=hm 2tgy _
=0 y(l-1gy) 0 y(1-1gy)
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