1.7 Notiunea de infinit

Fie f(x) o functie definitd pe o vecinatate a punctului xo, cu o posibild exceptie

in x.
Definitie: Functia f (x) este infinita pentru x — x,, dacd pentru orice numar M >0,

oricat de mare, exista un numar o >0 astfel incat

\f(x)\>M (51)

pentru x # x,, x—x0|<5

Notatie: lim f'(x)=o0

X=X,

Observatie: Atunci cand spunem ca limita lui f (x) este 4, intelegem ca numarul 4 este

finit.
Cu simboluri logice putem rescrie definitia notiunii de infinit:

lim f(x)=00 < VM>0, 35>0 ai. Vx,x#x,,

)C‘).XO

x—x0|<é‘ = ‘f(x)‘>M.

Cazuri particulare:

limf(x)=+oo < VM >0, 36>0 al Vx,x#x,,

x—)xo

lim f(x)=—0 < VM >0, 35>0 al Vx,x#x,,

x—)xo

x—x0|<5 = f(x)>M.

x—x0|<5 = f(x)<-M.

Exemple:

1) f(x) :i, Vx # 0 este infinitd pentru x —> 0

Figura 1.26 f(x) -1
X
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Intr-adevar, fie M >0, oricat de mare. Pentru ca ‘ f (x)‘ >M <

sa aiba loc este necesar si suficient ca:

=0 <~
M
Consideram o = 1 si avem:
M

VM >0, 36>0, 52% astfel incat Vx,x#0,

x-0[<s = ‘f(x)‘>M.

2) f(x) = %, Vx # 0 este infinitd pentru x — 0

54

_g

Figura 1.27 f(x) =—

Intr-adevar, fie M >0, oricat de mare. EIé'(M) =7 al Vx,x#0 |x—0| <0 =
f(x) >M.
1 1 1 .
Pentru ca f(x)>M &S 5>M < x’<— <& x*——<0 si aibi loc este
X M M

necesar §i suficient ca:

L deci 5=L

xe(— Mﬁ] o h<p L

5

VM >0, 36>0, 0= astfel incat Vx,x =0,

x—0|<5 = f(x)>M.

1
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Interpretare geometrica:

=X - |

I\I oS e e e

B

Figura 1.28

Functia f (x) este infinita pentru x — x,, daca fiind data o banda orizontald, oricat de
latd, intre dreptele y=-M s1 y=+M, existd doud drepte verticale x=x,—-9J si
x=x,+0 astfel incat graficul lui y=f(x), x#x, se afld in afara benzii orizontale

pentru x € (x, —&,x,+5).

Definitie: Spunem ci o functie f(x) este infinitd pentru x — oo si scriem lim /' (x)=o0

X—>0

daca pentru orice M > 0, oricat de mare, existd un numar N > 0 astfel incat

\f(x)\>M, vx,

X >N (52)

Exemplu: f(x)=x este infinitd pentru x — oo
Intr-adevar, VM >0, 3N >0, N =M ali. pentru Vx,

>N = |[f(x)|>M

Relatii intre infinitezimal si infinit

Teorema 1: Daca o functie f (x) este infinit pentru x—Xx,, atunci functia

1 . o
a(x)= este un infinitezimal pentru x —> x, .

/(%)



Demonstratie:
Fie & > 0 arbitrar oricat de mic. Deoarece f (x) este infinit pentru x — x,, atunci pentru

VM >0, fie M:l, 30 >0 al.

&
‘f(x)‘>M:é pentru x # X,, [x—x,| <&
Cu definitia oz(x):f(1 ) avem
x
1 1
‘a(X)‘_‘f(x)‘<ﬁ_

Astfel, Ve>0, 356>0 ali. |a(x)|<g pentru Vx,x#xo si |x—xo|<d. Deci a(x)

infinitezimal pentru x — X, .

Teorema 2: Daci o functie o(x) este un infinitezimal pentru x — x, si daca a(x) este

diferit de zero pe vecinatatea (xo —0,X,+0 ) a lui xy , cu o exceptie posibila in x,, atunci
1
a(x)

Consideram functia rationala:

functia f(x)= este un infinit pentru x —> x, .

(x) apx" +ax"" +.. . +a,
Y\X)= =
bx" +bx"" +...+b,

, a,#0, b,#0

raportul a doud polinoame in x de grade m si n respectiv. Pentru |x| suficient de mare,

numitorul este diferit de zero si astfel raportul are sens.

m

,,, 1 1 1
X ayta—+a,—~5+...+a,
X X

X
y(x)= 11 1
x"| by+b —+b,—+...+b, —
X X X
0, m>n
m m—1
. a,x +ax +...+a a
hm ° n 1 n—1 == _0’ m=n
oo px"+bx" +...+b, b,
0, m<n



1.8 Operatii cu limite

Fie f (x) o functie definita pe o vecindtate (2 a punctului x, cu o exceptie posibilad in x; .

Teorema 1: Pentru ca functia sa aiba limita 4 Tn x, este necesar si suficient ca functia sa
admita reprezentarea:

f(x)=A+a(x) (53)
unde &(x) este un infinitezimal pentru x — x; .

Exemplu: f(x)=x s§i x,=2 = £i_r)r21f(x):2 si f(x)=2+(x—2), unde 2 este

numarul limita, iar x—2 este un infinitezimal pentru x — 2.

Teorema 2: Fie f(x) si g(x) doud functii definite pe o vecinatate Q a punctului x, cu

o exceptie posibild in xy . Dacd lim f(x)=4 si lim g(x)=B, atunci

X‘))CO

a) hm[f g(x)]=4+B (54)

b) lglq[f g(x)]=4-B (55)

¢) lim f(x) =£, cu conditia ca lim g(x) =B=#0. (56)
XX, g(x) B X=X,

Demonstratie: Teorema 2 b) Dacd lim f(x)=4 si limg(x)=B, atunci cele doud

X=X X=X,

functii admit reprezentarile:
f(x)=A+a(x) g(x)=B+p(x)

unde a(x), B(x) suntinfinitezimal pentru x — x, .

f(x)-g(x)=(4+a(x))(B+p(x))=
=A-B+A-f(x)+B-a(x)+a(x)B(x)

Primul termen din suma este o constanta, iar urmatorii sunt infinitezimali pentru x — x, .



Exemple:

2. lim =lim(x+1)=1+1=2
x—l x— x—1
X’ (x=2)(x+2) . x+2_,

Ni+x2 =1 . 1+x* -1 1 1

=1lim =lim =—

im
x—0 x2 x—0 2( [1+x +1) x—0 [1+x +1 2

5. f(x)=sinx’ definitd pe R, para si mirginiti deoarece ‘sin x ‘ <I, VxeR.
Acesta functie se anuleaza in punctele x =++/nzr, n=0,1,2,... Consideram doud puncte

consecutive, in care functia se anuleaza: \nz si , /(n + 1)7[ si distanta dintre acestea:

:1/(n+1)72—\/g
tim({[(n-+1)7 */_)‘EEWJM/— 0

Putem concluziona cé distanta dintre astfel de doua puncte consecutive tinde la zero si
f(x)=sinx” nu este periodica.

AANLA N /\MM
HY LRRTRTL:

=

Figura 129 f(x)= sin(xz)



In cele ce urmeaza vom calcula limite de functii in care vom utiliza limita:

. sina(x) o _
lim———~=1, dacd lima(x)=0 si a(x)=0 pt x=x
X=X a(_x) X=X,
Exercitii:
O 1im 3% i 5. S0 5y s
x—0 X x—0 Sx
0 .2 X .2 X
Cl—cosx o 2SI osintony , 1
O lim—— = lim—%= lim—% =—.1"=—
x>0 x? x>0 X2 x>0 x 2 9 2
3)
2
O 1im & i S0r L
-0 x x>0xcosx 1
. S5x-3x S5x+3x
. sin5x-sin3x . Zsin o) S 2
O Im———=lim =
x—0 Sx x—0 sx
[ 2Sinx-cosdx . 2 sinx oo, 2,2
x—0 Sx x~>05 X 5 5

In cele ce urmeaza vom calcula limite de functii in care vom utiliza limita:
1

lim[1+a(x)]«0) =e, dacd lima(x)=0 si a(x)#0 pt x#x,

Exercitii:
C(x=1YT1 x-1 o x—1-x-2Y
O lim =lim| 1+ 1| =lim| l+ —
x| x+2 x>0 x+2 x>0 x+2
23 ;
. -3 -3 x2 lim—=~
lim| 1+ T
X0 x+2

21"

2.2

. 2 \Clgx . 2 — Xctg x 15042 1

O hm(1+x ) =11rn(1+x )Xz =¥ =¢ =e
x—0 x—0




0
In(1 0 1 1
5 tim PR L i (1) :limln{(l+kx)kx}
x—0 X x—0 x—0
1
limkln(1+kx)E:klne=k
x—0
2x
0 lim& !
x>0 3)C

Facem o schimbare de variabila: > —1=y, e =1+y, 2x=In(1+y), x :%ln(1+y)

2x_

e’ -1 . y :glim 1 122' 1 :g
- 3 lne 3
y)

1.9 Limite laterale

Definitie: Fie f(x) o functie definitd pe intervalul (a,x, ). Atunci, numarul A este limita
la stanga a functiei f(x) in punctul x,, dacd Ve >0, 35(g)> 0 adi. | flx)- A| < & pentru
Vx cu proprietatea x, —0 < x < x,,.

Notatie: Hlxiralq flx)=4 sau f(x,-0)=4

Definitie: Fie f(x) o functie definita pe intervalul (x,,b). Atunci, numarul A4 este limita
la dreapta a functiei f(x) in punctul x,, daci Ve >0, 35(¢)>0 ai. | f (x)—A| <&
pentru Vx cu proprietatea x, <x < x, +0.

Notatie: X_)lxinxl” f(x)=4 sau f(x,+0)=4

Fie f (x) o functie definita pe o vecinatate Q a lui xy, cu o posibila exceptie in x.

Proprietate: Pentru ca f(x) si aiba limita in xy este necesar si suficient ca cele doud
limite laterale ale lui f(x) inx, s existe si si coincida, adica:

f(xo _0): f(xo +0): }g? f(x) (57)
|x , x=0
Exemple: 1) f(x)= Lm0



-3

-4

Figura 1.30

lim f(x)= lim f(x)=0 =limf(x)=0

x—0,x<0 x—0,x>0 x—0

lim f(x)=1 lim f(x)=0 = nu 3 lim f (x)

x—0,x<0 x—0,x>0

—//1—_
: 1
Figura 1.31 f(x)—m,x;tO
3)  flx)=e", x#0
lim f(x)=0 lim f(x)=+o = nu 3 lim f(x)

x—0,x<0 x—0,x>0 x—0



1 4
1
Figura 1.32 f(x) =e*, x#0
Exerecitii:
1

O Fie f(x) = —, x# 2. Are functia limitd in x, =2 ?
l+ex2

li =l =1
x—>121,1)’cl<2 f (x) x—>121,1>’cl<2 L
l1+e¥?
1
li =l =0
x~>121:£1>2 f (X) xa121£1>2 L
l+ex?

= nu 3 lim (x)

x—2

O Fie f(x)= = . x # *1. Are functia limitiin x,=-1si x,=17?
x —

li = 1 =—
x»—llr,fcl<—1f(x) x»—lllzl)/cl<—l X2 -1 ®
Ii = 1 =+ i
im f(x)=_lim = =+0  =nu3 limf(x)
xkllzrld f(x) - xkllfrld xz _1 -
Ii =1 =+ i
Jim f(x)= lim ===t =3 limf(x)

10



Capitolul 2 Continuitate
2.1 Notiunea de continuitate intr-un punct
Definitie: Fie f(x) o functie definitd pe o vecinitate Q a punctului x,. Functia f(x)
este continud in xy daca:
1 f (x) are limita in x

(ii) limita lui f(x) in x, este egald cu valoarea functiei in punctul xo, f'(x,)
Adica

lim f(x)= £(x,) (1

X=X,

Observatie: Deoarece x,, = lim x, relatia precedentd se poate rescrie

X—)XO

lim f(x)= f( lim x) (2)

X=X X=X

Se observa ca pentru o functie continua simbolurile /im si fpot fi permutate.

Definitie: (cu £,0 ) Fie f (x) o functie definita pe o vecinatate Q a punctului x,. Functia
f(x) este continud in x, daci Ve >0, 35(¢)> 0 astfel incat

()= sl ) <& 3)
pentru Vx, x € Q, care verifica |x — x0| <0.

Cu simboluri logice, ultima definitie poate fi rescrisa:

f(x) continudinx) < Ve>0, 35(8)> 0 ail VxeQ,

()= flx ) <&

x—x0|<5 =

Observatii: In general § = J(g,x, ) si definitia continuitatii nu cere ca x # x, .

Fie y=f (x) o functie definitd pe o vecinatate Q a punctului x.

11
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Figura 2.1

Considerdm punctul x =x, + Ax din Q, care difera de punctul x, cu o cantitate pozitiva
sau negativa notatd Ax . Cantitatea Ax este cresterea argumentului x in x,. Diferenta

Ay=f(x0+Ax)—f(x0) 4)

se numeste cresterea functiei f (x) in xy corespunzatoare cresterii Ax a variabilei

independente x.
In termeni de cresteri, continuitatea lui f(x) in x,, adica

lim £(x) = £ (x,) )
devine
lim £(x, +Ax)= /(x,) (6)
Sau
gfn)o[f(xo +Ax)_f(xo )]: 0 (7)
= limAy=0 (8)

Definitie: Fie f:Q—R. f(x) continud in x, € Q daca cresterea functiei f(x) in xo
corespunzatoare cresterii Ax a variabilei independente x tinde la zero pentru Ax — 0.

lim Ay =0 9)

Ax—0
Exemple:
1. y=x’ este continui in fiecare punct al dreptei reale.
Intr-adevar, pentru orice crestere Ax a argumentului x in punctul xy) avem
Ay = (x, + Ax)’ —x2 = 2x,Ax + (Ax)’ = (2x, + Ax)Ax

= Ay — 0 pentru Ax >0 = functia este continua in fiecare punct x, al dreptei reale.

12



2. y=sinx este continua in fiecare punct al dreptei reale.

Intr-adevar, pentru orice crestere Ax a argumentului x in punctul xy) avem

Ay = sin(xo +Ax)—sinx0 = 2sin%cos(xo +%j

sinA)C
B3 Ax
= sz cos[x0+7j-Ax
2

= Ay — 0 pentru Ax >0 = functia este continua in fiecare punct x, al dreptei reale.

Definitie: (cu siruri) Fie f:E >R sifie x, € E. f(x) este continud in x, € E daca
pentru orice sir {x,}, x, € E convergent la xo, sirul corespunzitor imagine {f(x,)}

converge la f/(x,).

Exemplu: Functia Dirichlet este discontinua in orice punct.
1, xeQ
f(x):{o, xeR-Q
Intr-adevir, fie x, un numar irational cu f(x,)= 0 si oricare ar fi x, , exista un sir {x, } de
numere rationale care converge la x, . Dar, cu definitia functiei f (xn ) =1, Vn

= sirul {f(x,)}= {1} converge la unu si deci {f(x, )} nu converge la £ (x,)
In concluzie, functia nu este continud In x, irational. Analog se verificd faptul ca functia
nu este continua in x, rational.

Proprietiti ale functiilor continue intr-un punct

1: Daca o functie f(x) este continua in x, si daca f(x,)> 4 (sau f(x,)< 4), atunci
36 astfel incat f(x)> A (sau f(x)< 4) pentu Vx € (x, - 5,x, + ).

2: Daci o functie f(x) este continua in x, si daca f(x,)# 0, atunci existd o vecinitate
(x, —,x, + ) a lui x, astfel incat f(x) nu se anuleazi si are semn constant pe toatd

vecinatatea.

3: Functiile elementare de baza sunt continue in fiecare punct al domeniului de definitie.

13



Functiile elementare de baza sunt:

1) Functia putere y =x“, aeR, x>0

4

w
!

— ] 0.5 X

Daca exponentii sunt numere Intregi pozitive, atunci functia putere este definitd pe toata
dreapta reala. De exemplu:

Dacd exponentii sunt numere intregi negative, atunci functia putere este definitd pe
dreapta reala, fara zero. De exemplu:

2

—x‘_‘-827 ™3
Daci a=+Z cu p»q intregi pozitivi, atunci functia putere este definitd pe R pentru ¢
q

impar si pe [0,+00) pentru g par.
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