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Limita unei funcţii într-un punct 
 

 
Definiţie: (cu şiruri) Fie ( )xf  o funcţie definită pe o vecinătate Ω  a punctului 0x , cu o 
posibilă excepţie în 0x . Şi fie { }nx  cu Ω∈nx  şi 0xxn ≠ , un şir de numere convergent la 
x0. Atunci, un număr A este limita funcţiei ( )xf  în punctul x0 dacă pentru orice şir 
{ } 0xxn → , şirul corespunzător imagine ( ){ }nxf  este convergent la A. 
 
Exemplu:  
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Am considerat două şiruri { }nx  şi { }nx′  convergente la 0 0x =  pentru care şirurile 
corespunzătoare imagine au limite diferite ( ){ } 0→nxf  şi ( ){ } 1→′nxf . Conform 
definiţiei cu şiruri, rezultă că funcţia nu are limită în 0 0x = .  
 

             

Figura 1.16  ( ) 1sinf x
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                 
Unicitatea limitei: Dacă o funcţie ( )xf  care are limita A  în punctul x0, atunci limita este 
unică. 
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Definiţie: O funcţie ( )xf  este mărginită pe o vecinătate a unui punct x0 dacă există 
0>M  şi 0>δ  astfel încât  

                                       ( ) Mxf ≤ ,    ( )δδ +−∈∀ 00 , xxx                                   (48) 
 
vecinătate pe care funcţia este definită. 
 
Teoremă: Fie ( )xf  o funcţie care are limită finită în x0. Atunci, ( )xf  este mărginită pe o 
vecinătate a lui x0, adică 0>∃M  şi 0>∃δ  astfel încât 
 
                                       ( ) Mxf ≤ ,    ( )δδ +−∈∀ 00 , xxx  
 
Demonstraţie:  
              Fie  ( ) Axf

xx
=

→ 0

lim   ⇒   0>∀ε   de exemplu 1=ε , 0>∃δ  astfel încât 

                             ( ) 1<− Axf    pentru 0xx ≠  şi δ<− 0xx  
 
Dar,         ( ) ( ) ( ) AxfAxfAxf −≥−≥−>1      ⇒        ( ) 1+< Axf  
 
Fie 1+= AM  dacă funcţia nu este definită în x0 şi fie ( ){ }0,1max xfAM +=  dacă 
funcţia este definită în x0. 
 
                          ⇒       ( ) Mxf ≤ ,    ( )δδ +−∈∀ 00 , xxx  
 
Observaţie: Conform teoremei, existenţa limitei finite a unei funcţii implică mărginirea 
acesteia. Reciproca nu este totdeauna adevărată, adică o funcţie poate să fie mărginită pe 

o vecinătate a lui x0 dar să nu aibă limită în x0. De exemplu, ( ) 1sinf x
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 este 

mărginită pe o vecinătate a lui 0 0x =  deoarece 11sin ≤
x

 , x∀ ∈ ,  0x ≠  dar ( )f x  nu 

are limită în 0 0x = .   
 
 

Limite şi inegalităţi  
 
Urmează două reguli de comparare a limitelor de funcţii. 

 
1:  Fie ( ) ( ) ,  f x x xϕ≤ ∀ ∈Ω , Ω o vecinătate a punctului x0 , cu o excepţie posibilă în x0 

şi presupunem că ( )f x  şi ( )xϕ  au limită în x0 . Atunci: 
 
                                                  ( ) ( )

0 0

lim lim
x x x x

f x xϕ
→ →

≤         

Cu alte cuvinte, putem trece la limită în inegalităţi. 
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Caz particular:  ( ) 0f x =  În acest caz, dacă ( )xϕ  este pozitivă, atunci şi limita sa va fi 
pozitivă. 

 
Figura 1.17 

 
 

 
2:  Fie ( ) ( ) ( ) ,  x f x x xϕ ψ≤ ≤ ∀ ∈Ω , Ω o vecinătate a punctului x0, cu o excepţie 

posibilă în x0 şi presupunem că ( )xϕ  şi ( )xψ  au limita A în x0. Atunci şi ( )f x  are 
limita A în x0 . 

 
Figura 1.18 

                          
Exemplu: 

                    ( )x xϕ = −            ( ) 1cosf x x
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

               ( )x xψ =  

                 1cosx x x
x

− ≤ ≤          ( )
0 0

lim lim 0
x x

x x
→ →

− = =              
0

1lim cos 0
x

x
x→

⇒ =  

Observaţie: Limita funcţiei 1cos
x

 pentru 0x →  nu există. Înmulţind funcţia cu x situaţia 

se schimbă. 
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Figura 1.19 ( ) 1cosf x x
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 

1.5  Limita unei funcţii când variabila tinde la infinit 
 

 
 
 

Fie ( )f x  o funcţie definită pe toată dreapta reală astfel încât să putem calcula 
valorile funcţiei pentru x oricât de mare. 
 
Definiţie: Spunem că numărul A este limita funcţiei ( )f x  când x tinde la infinit şi 
scriem 
                                                     ( )lim

x
f x A

→∞
=                                                               (49) 

 
dacă 0ε∀ >  există un număr 0N >  a.î. ( )f x A ε− <  pentru x∀  cu x N> . 
 
Cazuri particulare: 
 
                 ( )lim 0, 0

x
f x A Nε

→+∞
= ⇔ ∀ > ∃ >  a.î. ( ) , ,f x A x x Nε− < ∀ >  

                 ( )lim 0, 0
x

f x A Nε
→−∞

= ⇔ ∀ > ∃ >  a.î. ( ) , ,f x A x x Nε− < ∀ < −  

 
 
Interpretare geometrică: ( )lim

x
f x A

→+∞
=  înseamnă, fiind dată o bandă orizontală, oricât 

de îngustă, între dreptele y A ε= −  şi y A ε= + , există o dreaptă 0x N= >  a.î. pentru 
toţi x N>  graficul lui ( )y f x=  să fie conţinut în bandă. Spunem că curba  ( )y f x=  
tinde asimptotic la dreapta y A=  pentru x →+∞ . 

Dreapta y A=  este asimptota orizontală la +∞  a funcţiei. 
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Figura 1.20 

Exemplu: 

                            ( ) 2

1
1

f x
x

=
+

        lim ( ) 0
x

f x
→∞

=  

 
Figura 1.21   ( ) 2

1
1

f x
x

=
+

   

 
           ( ) ( )lim 0  0,  ?

x
f x Nε ε

→∞
= ⇔ ∀ > ∃ =  ( ),    0x x N f x ε∀ > ⇒ − <   

            2

1 0
1x

ε− <
+

  ⇔   2

1
1x

ε<
+

 ⇔   2 11x
ε

+ >  ⇔   2 1 1 0x
ε

⎛ ⎞− − >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

          1 1, 1 1,x
ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∈ −∞ − − ∪ − +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ⇔  1 1x
ε

> −  ⇒  1 1N
ε

= −  

         ( ) 10,  1Nε ε
ε

∀ > ∃ = −  ( ),    0x x N f x ε∀ > ⇒ − <  
def
⇒  2

1lim 0
1x x→∞
=

+
 

 

Limite importante:    lnlim 0nx

x
x→+∞

=      lim
x

nx

e
x→+∞

= +∞  
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Exerciţii: Să se calculeze următoarele limite: 
 

                1.    ( )
2 2

2

2 2

1 1lim 1 lim lim 0
1 1x x x

x xx x
x x x x→+∞ →+∞ →+∞

+ −
+ − = = =

+ + + +
           

 
              

               2.    ( )2

2

2

1lim 1 lim lim
11 1

x x x

xx x x x
x x x x

x

→+∞ →+∞ →+∞
+ − = =

+ + + +
     

 

                                                     

22

1 1lim lim
211 1 11 1

x x

x

x
xx

→+∞ →+∞
= = =

⎛ ⎞
+ ++ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

   

          
 

                   3.   ( ) ( )2 2
2 2

2 2

1 1
lim 1 1 lim

1 1x x

x x x x
x x x x

x x x x→+∞ →+∞

+ + − − +
+ + − − + =

+ + + − +
 

 

                                          

2 2

2lim
1 1 1 11 1

n

x

x x
x x x x

→∞
=

+ + + − +
 

 

                                          

2 2

2lim 1
1 1 1 11 1

n

x x x x

→∞
= =

+ + + − +
                       

 
             

 4. 
0

1 1lim
n

x

x
x→

+ −  
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                                 Cum  ( )( )1 2 2 1n n n n n na b a b a a b ab b− − − −− = − + + + +…  
 

                  
( ) ( ) ( ) ( )1 2 30 0

1 1 1 1lim lim
1 1 1 1 1

n

n n nx x n n n n

x x
x x x x x x

− − −→ →

+ − + −
=

⎡ ⎤+ + + + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
…

 

 

                
( ) ( ) ( ) ( )1 2 30

1 1lim
1 1 1 1 1

n n nx n n n n nx x x x
− − −→

= =
+ + + + + + + + +…

 

 
 

1.6 Noţiunea de infinitezimal 
 
 

Fie ( )xα  o funcţie definită pe o vecinătate Ω  a punctului x0, cu o posibilă 
excepţie în x0.  
Definiţie: Funcţia ( )xα  este o funcţie infinit mică sau un infinitezimal, pentru 0xx →  
dacă ( )xα  are în punctul x0 limita zero, adică ( ) 0lim

0
=

→
x

xx
α . 

 
Exemplu: ( ) 1−= xxα   este un infinitezimal pentru 1→x , deoarece ( ) 01lim

1
=−

→
x

x
 

 
Figura 1.22  ( ) 1x xα = −  

 
Altă definiţie: ( )xα  infinitezimal, pentru 0xx →  ⇔   0>∀ε ,  0>∃δ  a.î. ( ) εα <x  pentru 

0, xxx ≠∀  şi  δ<− 0xx .                                                                                                 (50) 
 
Observaţie: Analog, pot fi definiţi  infinitezimali pentru ∞→x .  De exemplu: 

□ ( )
x

x 1
=α ,  0≠x  este un infinitezimal pentru ∞→x , deoarece 01lim =

∞→ xx
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Figura 1.23  ( )

x
x 1
=α  

□ ( ) xex −=α  este un infinitezimal pentru +∞→x , deoarece  0lim =−

+∞→

x

x
e  

 

 
 

Figura 1.24  ( ) xex −=α  
 
Infinitezimali. Proprietăţi.  
 
1. Dacă ( )xα  şi ( )xβ  sunt infinitezimali pentru 0xx → , atunci şi suma ( ) ( )xx βα +  este 
infinitezimal pentru 0xx → .  
 
2. Dacă ( )xα  este un infinitezimal pentru 0xx →  şi dacă o funcţie ( )xf  este mărginită pe 
o vecinătate a lui x0, atunci produsul ( ) ( )xfxα  este un infinitezimal pentru 0xx → .  
 

Exemplu: Funcţia 1siny x
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,  0≠x  poate fi considerată ca un produs de funcţii 

( ) xx =α  şi ( ) 1sinf x
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  
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Figura 1.25  1siny x

x
=  

Funcţia ( )xα  este un infinitezimal pentru 0→x  şi ( )xf  este mărginită pe orice vecinătate 

a punctului 0 0x = . Atunci, cu proprietatea 2, 
x

xy 1sin=   este un infinitezimal pentru 

0→x  şi are loc: 

                                                         
0

1lim sin 0
x

x
x→

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Remarcă: Dacă o funcţie ( )xα  este un infinitezimal pentru 0xx →  şi dacă o funcţie ( )xf  
are limită finită în x0, atunci produsul  ( ) ( )xfxα  este un infinitezimal pentru 0xx → .  
 
3. Dacă o funcţie ( )xα  este un infinitezimal pentru 0xx →  şi dacă o funcţie ( )xf  are 
limită nenulă în x0, atunci raportul ( ) ( )xfxα  este un infinitezimal pentru 0xx → . 
 
Observaţie: Condiţia ( ) 0lim

0
≠

→
xf

xx
 din proprietatea 3, este esenţială. 

 
Exemplu: ( ) xx =α   ( ) 2xxf =  
 
( )xα  infinitezimal pentru 0→x  
( )xf  are limită nulă în 0=x , adică ( )xf  este un infinitezimal pentru 0→x  

 

           ( )
( ) xx

x
xf
x 1

2 ==
α ,   0≠x  nu este un infinitezimal pentru 0→x . 

 
Observaţie: In general, raportul a doi infinitezimali nu este un infinitezimal. 

 
 


