Limita unei functii intr-un punct

Definitie: (cu siruri) Fie f (x) o functie definitd pe o vecindtate Q2 a punctului x,, cu o
posibild exceptie in x,. Si fie {xn} cu x, €Q si x, # x,, un sir de numere convergent la
Xp. Atunci, un numar 4 este limita functiei f (x) in punctul xy daca pentru orice sir

{x,} = x,, sirul corespunzitor imagine {f(x, )} este convergent la 4.

Exemplu:
f(x)=sin (lj definitd pe R —{0}
X
xn=L—>0 flx,)=sinnz =0
n;z' n—>0
x,’1=;—>0 f(x;):sin(£+2n7zJ:1
T n—ow 2
—+2nrx

Am considerat doud siruri {x,} si {x’} convergente la x, =0 pentru care sirurile
corespunzitoare imagine au limite diferite {f(x,)}—=>0 si {f(x')}—1. Conform

definitiei cu siruri, rezultd cd functia nu are limita in x, =0.

L
[

Figura 1.16 f(x)=sin (lj
X

Unicitatea limitei: Daci o functie f(x) care are limita 4 in punctul xo, atunci limita este

unica.



Definitie: O functie f (x) este marginita pe o vecindtate a unui punct xy dacad exista
M >0 si 6 >0 astfel Incat
If) <M, Vxe(x,—8,x,+06) (48)

vecindtate pe care functia este definita.

Teorema: Fie f (x) o functie care are limita finita in xy. Atunci, f (x) este marginita pe o
vecinatate a lui xy, adica M >0 si 30 > 0 astfel incat

|f(xlSM, Vx e (x, - 8,x, +6)

Demonstratie:
Fie lim f(x)=4 = V&>0 deexemplu ¢ =1, 35 >0 astfel incat

X*)XO

|f(x)— 4| <1 pentru x # x, si|x—x,| <&
Dar,  1>|f(x)-Az| /()= |4 2|f)-[4] = |G <[a+1

Fie M :|A|+1 dacd functia nu este definita in x si fie M = maxﬂA|+1, f(xol} daca

functia este definitd in x.
= |f(xMSM, Vx € (x, - 8,x, +0)
Observatie: Conform teoremeli, existenta limitei finite a unei functii implica marginirea

acesteia. Reciproca nu este totdeauna adevarata, adica o functie poate sd fie marginita pe

. . g q 1 e (1
o vecindtate a lui xy dar sa nu aiba limitd in xy. De exemplu, f (x)=s1n(— este
X

!
sin —
X

marginitd pe o vecinatate a lui x, =0 deoarece <1,VxeR, x#0 dar f (x) nu

are limitd in x, =0.

Limite si inegalitati

Urmeaza doud reguli de comparare a limitelor de functii.
1: Fie f(x)<¢(x), VxeQ, Q o vecindtate a punctului xy , cu o exceptie posibila in xo
si presupunem cd f(x) si ¢(x) au limitd in xy . Atunci:

lim f(x) < lim go(x)

X=Xy X=Xy

Cu alte cuvinte, putem trece la limitd in inegalitati.



Caz particular: f(x)=0 In acest caz, dacd ¢(x) este pozitiva, atunci i limita sa va fi

pozitiva.

Figura 1.17

2: Fie ¢(x)<f(x)<y(x), VxeQ, Q o vecindtate a punctului xo, cu o exceptie
posibila in xy si presupunem ca (/)(x) si 1//(x) au limita 4 in xy. Atunci si f (x) are

limita 4 n x, .

’ =T
y=£x)
3 =

0 ;Xn X

Figura 1.18
Exemplu:
1
o) =-h e L] w0l
—|x|£xc0sl£|x| lim(—|x|)=lim|x|=0 :>limxc051=0
X x—0 x—0 x—0 X

D . 1 T : . S
Observatie: Limita functiei cos— pentru x — 0 nu existd. Inmultind functia cu x situatia
X

se schimba.
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Figura 1.19 f(x) = xcos(lj

X

1.5 Limita unei functii cand variabila tinde la infinit

Fie f (x) o functie definitd pe toatd dreapta reald astfel incat sa putem calcula

valorile functiei pentru x oricat de mare.

Definitie: Spunem cd numadrul 4 este limita functiei f (x) cand x tinde la infinit si

scriem
limf(x) =4 (49)

X—>0

dacd Ve >0 existd un numar N >0 a.i ‘f(x)—A‘ <& pentru Vx cu |x| >N.

Cazuri particulare:

lim f(x)=A4<Ve>0,3N>0 ai. |f(x)-4|<eVrx>N

X—>+0

lim f(x)=A4<Ve>0,IN >0 ad. |f(x)-4|<evx,x<-N

X—>—00

Interpretare geometrica: lim f (x) = A Tnseamna, fiind datd o banda orizontala, oricat

X—>+0

de ingusta, intre dreptele y=A4—¢ si y=A+¢, existd o dreaptd x=N >0 a.i. pentru
tott x> N graficul lui y=f (x) sa fie continut in banda. Spunem ca curba y = f (x)

tinde asimptotic la dreapta y = 4 pentru x — +o0.
Dreapta y = A este asimptota orizontala la +co a functiei.



Figura 1.20
Exemplu:

lim £ (x) =0

1
x*+1

Figura 1.21 f(x) =

lim f(x)=0 < Ve&>0,3IN(g)=2 Vx,

X—>0

>N = ‘f x —O‘<g
1

1
> 5 <e & XHl>— o x| —-1
x +1 x +1 & P

xe(—oo,—\/l—lJu(\/l—lﬁoo] |x|> l—1 = N=,[—-
& £ &£

-0

<& &=

=0

Ve>0, IN(g)= Lt e, ff> N = f(x)-0<e 2 lim
£ x>0 x% 41
Limite importante:  lim In x =0 =400

X—>+0 xn X—>+0 xn
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Exercitii: Sa se calculeze urmatoarele limite:

2, 1.2
1. lim(\/x2+1—x)=lim -y

X—>+0

1
— = lim—=0
x4+ x TN+ 4 x

2. lim x(\/xz +1 —x) mar— o fjm X

x>+ X—>+0 2 xX—>+00 1
Vx +1+x |x| 1+ +x
X
X 1 1
= lim = lim =
) 1

l+x+x2—(l—x+x2)

3. lim (\/l+x+x2 —\/1—x+x2)= lim
o X_’+°°\/1+x+x2+\/1—x+x2

2x

= I 1 I 1
|X| x7+;+1+|X| ?_;+1

=lim

1 1 : 1 1 -
\/2++1+\/2—+1
X X X X

AT+ x -1
4, Iim———

x—0 X



Cum a"-b" = (a—b)(a”’1 +a"*b+...+ab"? +b”’1)

Yl+x-1 . 1+x-1

lim =lim

w0 X 0 x[(my—l +(Q/E)H +(Q/E)H +...+(M)+1}

~ lim I _1
n

() () )

1.6 Notiunea de infinitezimal

Fie a(x) o functie definitd pe o vecindtate Q a punctului x,, cu o posibild
exceptie 1n xy.
Definitie: Functia a(x) este o functie infinit micd sau un infinitezimal, pentru x — xo
dacd a(x) are in punctul x, limita zero, adicd lim a(x)=0.

X—>X0

Exemplu: a(x)=x—1 este un infinitezimal pentru x — 1, deoarece lim(x —1)=0

x—1

Figura 1.22 a(x) =x-1

Alta definitie: a(x) infinitezimal, pentru x > x, < Ve>0, 35>0 al |a(x)<e pentru

Vx,x # xo §1 |x—x0|<5. (50)

Observatie: Analog, pot fi definiti infinitezimali pentru x — . De exemplu:

X—>00 x

1 . . .1
O a(x)=—, x=#0 este un infinitezimal pentru x — o, deoarece lim —=0
X



Figura 1.23 a(x)=—

X
O a(x)=e™ este un infinitezimal pentru x — +o0, deoarece lim e =0

X—>+0

Figura 1.24 a(x)=e™
Infinitezimali. Proprietati.

1. Dacd a(x) si A(x) sunt infinitezimali pentru x — x,, atunci si suma a(x)+ fB(x) este
infinitezimal pentru x — x,.

2. Daci a(x) este un infinitezimal pentru x — x, si dacd o functie f(x) este mirginitd pe
o vecinitate a lui xo, atunci produsul «(x)f(x) este un infinitezimal pentru x — x.

. (1 . g .
Exemplu: Functia y =xsin (—] , x#0 poate fi consideratd ca un produs de functii
X

alx)=x si f(x)= sin(l)

X
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Figura 1.25 y=xsin—

x
Functia a(x) este un infinitezimal pentru x —0 si f(x) este mirginitd pe orice vecinitate
a punctului x, =0. Atunci, cu proprietatea 2, y=xsin— este un infinitezimal pentru

X
x— 0 siare loc:

lim x sin (lJ =0
x—0 X

Remarca: Dacd o functie a(x) este un infinitezimal pentru x — x, si dacd o functie f(x)
are limita finita in x,, atunci produsul a(x)f(x) este un infinitezimal pentru x — x,.

3. Daci o functie a(x) este un infinitezimal pentru x — x, si dacd o functie f(x) are
limitd nenuld in xo, atunci raportul a(x)/f(x) este un infinitezimal pentru x — x,.

Observatie: Conditia lim f(x)#0 din proprietatea 3, este esentiala.

Exemplu: a(x)=x f(x)=x?

a(x) infinitezimal pentru x — 0
f(x) are limiti nuld in x=0, adicd f(x) este un infinitezimal pentru x —0

1 . ..
=—=—, x=#0 nu este un infinitezimal pentru x — 0.

Observatie: In general, raportul a doi infinitezimali nu este un infinitezimal.



