Siruri monotone

Un sir {a,} se numeste:

a) crescdtor dacd @, <a,<...<a,<a,  <....

b) descrescator dacd a, >a,>...>a,>a, >....

c) monoton dacd {a,} este fie crescator fie descrescator.
Un sir {a,} crescator este marginit dacd este marginit superior, adicd daca
existd un numdr M a.l.a, <M, Vn si toti termenii sirului sunt continuti in
intervalul inchis [q,,M].
Un sir {a,} descrescator este marginit daca este marginit inferior, adicd daca
existd un numar m a.d. a, >m, Vn i toti termenii sirului sunt continuti in
intervalul inchis [m,q,].

Teorema 5(Weierstrass): Orice sir monoton si marginit are limita.

Demonstratie:
Deoarece sirul {q,} este marginit, termenii sirului formeaza o multime care

are supremum si infimum. Fie M supremum pentru multime si ardtdm ca
lima, =M cu conditia ca sirul sa fie crescator.

n—®0

Din definitia lui supremum pentru Ve >0 existd a, a.i.

M-e<a, <M
0<M~-a,<eg

Deoarece s-a presupus {a,} crescator avem
0<M-a,<M~-a,<e, Vn>N

0<M-a,<e, Vn>N
a,-M|<e, Vn>N

Ceea ce stabileste ca M este limita sirului {a,}.

In mod asemadndtor se poate ardta ca lima,=m cu conditia ca {a,} sa fie

n—»0

descrescator si marginit si m sa fie infimum pentru multimea termenilor.



Exerecitii:

o . . . 2n+1
1. Aratati cu teorema Weierstrass ca sirul q, =
n

este convergent.

2(n+1)+1
(ntD)+1 2041 1 <0 = a, descrescator
n+l n n(n+l)

1 .
0<a,=2+—<3 = a, marginit
n

Cu teorema Weierstrass sirul este convergent.

2. Ardtati cu teorema Weierstrass cd sirul a,=¢" cu |g]<1 este
convergent.
a) ¢<(0,1)

a . -
Cum a,, =qg-a, = —*L=g<1 gir descrescator.
a

n

Ramane sa aratam ca este marginit inferior.
Acest lucru este evident deoarece a, >0, VneN. Cu teorema Weierstrass
sirul este convergent. Atunci, fie lima, =/ si trecem la limitd in relatia de

n—0

recurentd /=q-l = I-1-q=0 = [(1-¢)=0= [=0

b) ¢=0
Cum a, =0 sir stationar = lima, =0

n—0

c) ge(-1,0)
Notam g=-p cu pe(0,1).

Cum a,=¢"=(-p)" =(-1)" p" = lima, =0

n—>0

1

o . . - . 1
3. Aratati cu teorema Weierstrass ca sirul a, =——+ +o+ este
n+l n+2 n+n
convergent.
- monotonie
1 1 1 1 1 1 1 1

a,, —a,= + st + + - - -

n+2 n+3 n+n 2n+1 2n+2 n+l1 n+2 n+n

1 1 1 1
= + - = >0
2n+1 2n+2 n+l 2(n+1)(2n+1)




Deci, sirul este crescator. Ramane sa aratam ca este marginit superior.

1 1 1 1 1 1 n
a =——+ +...+ < + +oo+t—= <1

" n+l n+2 n+n n+l n+l " n+l n+l
Deci sirul este marginit. Cu teorema Weierstrass sirul este convergent.

1

4. Ardtati cu teorema Weierstrass ca sirul aq, :1+%+3—2...+L2 este

n
convergent.
- monotonie
a,,—a —1+i+—+ +L+;—1—L—L— _L
n+l n 22 32 nz (}’l+1)2 22 32 nZ
= ! >0

an 1 _an = 2
: (n + 1)
Deci, sirul este crescator. Radmane sa ardtdm ca este marginit superior.

1 1 1 1 1 1
a,=l+—+—5...+—=1+ + +...+ <
2° 3 n 2-2 3.3 n-n
1 1 1 1 1 1 1 1 1
<l4+—+ +...+ =l+-——t——=+...+ -——=2-—<2
1.2 2.3 (n—l)n 1 2 2 3 n—1 n n

Deci sirul este marginit. Cu teorema Weierstrass sirul este convergent.

Observatie: Pentru ca un sir sa fie convergent nu este necesar ca sirul sa fie
monoton.

Exemplu: Sirul {u} nu este monoton dar converge la zero.
n

In cele ce urmeaza ne ocupam de un sir remarcabil.

. ) .. Y
Aratati cu teorema Weierstrass ca sirul a, = (1+—] este convergent.
n

a, :(1+1] :Cf+C;1+C5L2+Cj%+...+Cfik+...+c,’jin
n n n n n n

n! N n! 1 n! 1 n! 1 n! 1 n!

1

(1=0)10! " (n—D)in  (n-2)210"  (n=3)31a (k) kin* T ()il



:1+l+(1—ljl+ 1_1)(1_2 l+...+(1—lj I—EJ... I—E)i+
1! n)2! n n)3! n n n )k!

Intr-adevar, cu inductie avem:

1 1

1 1
1 1
S_
(k+1)17 2%
L S LN SRR S
(k+1)1 kl(k+1) — 25 (k+1) " 2512 2

o) n
= an£1+l+l+i2+...+ 1 =1+ 2 =1+2|1- 1 <1+2=3
2 2 2

n—1
2 -1
2

Demonstram P(k+1):

Deci a, <3, a, marginit superior. Ramane sa aratam ca este crescator. Pentru
aceasta trebuie sa aratam ca a, | <a,, adica:

n—1 n
(H—1 j <(1+1]
n—1 n

n—1
n(l+Lj <1+l
n—1 n

Pentru a demonstra aceasta inegalitate folosim inegalitatea mediilor:

at+a,+...+a
taa,-a, < 2n ~, a;>0




< n—1 n—1 n—1_ n—-1_q,°

r= i S WL P R P n+(n—1)L
1 1
1ol 1+

n n n

In concluzie sirul este crescator si cu tecorema Weierstrass sirul este
convergent. Mai mult,
1 n
lim [1+—j =e
n—»0 n

X,
. I
hm(1+— =e, X, —>*o
n—»0 xn

2n+3

. 1 2n+3 ' 1 (n+1)2::13 ' 1 n+l | 0 lim2n+3 ,
lim| 14+ —— =lim| 1+ —— =lim|| 1+—— = ntl —¢
n— n+1 n—0 n+l1 n—0 n+1
( )n273n n’=3n
n*=3n —n*+1 —n*+1 =241 . n*=3n
-n’ 1 2 _
lim (1+ 21 J = lim (1+ 21 j - lim (1+Lj = e”l*n}“—" +H o 7!
n—0 -n°+1 n—»o —n“+1 n—o n+l
3n+l 3n+l 3n+l
3.1 (”+2j =1 (1+”+2—1j :hm(1+—j ==&
n—o\ 1+ n—»w n+1 n—»m n+1

1.4 Functii de o variabila. Limita unei functii intr-un punct

Functia este un obiect matematic determinat de urmatoarele
elemente: X o multime de numere reale x si o lege de corespondentd, o
reguld care asociaza la fiecare numar xe X un numar real si numai unul,
notat y dintr-o multime Y. In acest fel am definit o functie pe X si scriem:

f:X>Y y=f(x) sau y=y(x), xeX (42)
Multimea X se numeste domeniu de definitie al functiei, iar multimea Y a

valorilor y pe care le ia functia, se numeste domeniu de valori sau
codomeniu. Domeniul de definitie se noteaza si cu D(f).



x =variabild independenta sau argument
y =variabild dependenta

O functie este bine definita daca sunt date:

(1) domeniul de definitie X
(i1) o lege care asociazd la fiecare xe X o valoare bine determinata, unica

y=f(x).

Doua functii f/ si g sunt egale dacd D(f)=D(g) si identitatea
f(x)= g(x) ramane adevarata pentru toti x e D(f)= D(g).

Exemple de functii:

a) un sir de numere reale {a,} este o functie definitd pe multimea
numerelor naturale /:N — R, astfel

f(n)=a,, neN.

1, x>0
b) y=sgnx=40, x=0 (43)
-1, x<0

Domeniul de definitie: (- oo,+w)
Domeniul de valori: {~1,0,+1}

+1

Figura 1.10 f(x)=sgn(x)

¢) y=[x] unde x este un numar real si [x] partea intreagd, este cel mai
mare Intreg care nu-l excede pe x. = Domeniul de definitie: R
Domeniul de valori: z



Figura 1.11 f(x)=[x]

Reprezentari pentru functii
O functie poate fi specificata printr-o formuld, printr-un grafic sau
printr-un tabel. Respectiv, vom vorbi despre o reprezentare analitica, grafica

sau tabelara.

a) reprezentarea analitica O functie y = f(x) este reprezentata analitic daca
este definitd printr-o formuld care specifica la ce operatii trebuie supus
fiecare x € D(f) pentru a obtine valoarea functiei in acel punct, notata cu y.

De exemplu, functiile:

y=— pentru x e (~oo,+0)
x+1

y=+1-x* pentru x e[-1,+1]

sunt reprezentate analitic.

Observatie: Nu orice formuld defineste o functie. De exemplu:

y:\/l—x2 +\/x2—4

nu defineste o functie deoarece pentru orice numadr real x cel putin un radical
nu are valori reale.

O functie poate fi definita prin formule diferite pe portiuni diferite ale
domeniului de definitie.
De exemplu,



3, x<0
3+42x, x20

f(X)={

b) reprezentarea grafica Graficul unei functii y = f(x) constd in multimea
punctelor cu coordonatele (x,y) unde x este in domeniul de definitie a lui

f st y=f(x). Punctele (x,y) au coordonatele conectate de ecuatia
y=f (x)
Gy ={(x./(0)lxe D)

codomeniul hu £

fx == mxg}}
|

|
)
: /}\ | dotmeniul ui £
| h, /
] | |
0 X, X

Figura 1.12 Graficul unei functii y = f(x).

Spunem cd o functie are reprezentare graficd dacd este specificatd prin
graficul ei.

Observatie: Nu toate functiille pot fi reprezentate grafic. De exemplu,
functia Dirichlet

B 1, xe@Q
f(x)_{o, xeR-Q (44)

f(x)=axt+b

Figura 1.13 f(x)=ax+b



Caz particular: Functia liniara este o functie definita analitic de formula:
f(x)=ax+b (45)

in care a si b sunt constante. Graficul acestei functii este o dreapta.
Constantele a si b sunt panta dreptei si intersectia cu axa Oy (ordonata).
Reciproc, orice dreaptd care nu este verticald (paraleld cu axa Oy) este
graficul unei functii liniare. Dacd cunoastem doud puncte de pe dreapta
(%) $1 (x,,»,), atunci putem calcula panta dreptei:

q=22"N (46)

X=X

c) reprezentare tabelara O functie poate fi specificatd printr-un tabel. De
exemplu, dacd masuram temperatura aerului la fiecare ora, timp de 24 de
ore, atunci fiecarui moment de timp ¢=0,1,2,...,24 11 corespunde un numar
T. Notam functia astfel obtinuta 7 = f(¢).

t| 0 1 2 3 4 5..24
T| 1, , , Ty T, L,

Exercitii: Sa se stabileascd domeniul maxim de definitie al functiilor:

R

Conditie de existenta: wz 0
’ ’ X —x-2
X —00 -1 1 2 3 +00
X —4x+3 |+ttt 0 ——— O0++++++
x'—x-2 ++++++4+0-——————— O+++++++++
X —Ax+3 | Attt =04+ [0+ + 4+
xP—x—2

D(f)=(-o0,-1)U[1,2)U[3,)

b)  f(x)=lg[lg(3-x)-1]

Conditii de existentd: 3-x>0 = x<3



$11g(3-x)-1>0 = Ig(3—-x)>1gl0 = x<-7
D(f)=(=0-7)

Limite de functii

Conceptul de limita este fundamental in analiza matematica. Limita
unei functii Intr-un punct este o generalizare a limitei unui sir de numere. In
esentd, functia f are limita 4 in punctul x,, daca pentru orice punct x

suficient de apropiat de x,, imaginea lui x prin functia f, este suficient de
apropiatd de 4. Notam:

f(x)—>4 atunci cand x - x,

Exemplu: Daca f(x)=x+3, atunci limf(x)=7, deoarece daca inlocuim

numere apropiate de 4 in functie, atunci f(x) va f1 aproape de 7.

In cele ce urmeaza vom da definitia riguroasa a limitei unei functii
intr-un punct. Aceasta e greu de digerat, dar dupd exemple va deveni mai
umana.

Definitie: (Cauchy) Fie f(x) o functie definitd pe o vecinatate Q a punctului
x,, cu 0 posibild exceptie in x,. Atunci, un numar 4 este limita functiei f(x)
in punctul x,, dacd pentru Ve >0, oricat de mic, 36 >0 (dependent de &)
astfel incat

1f(x)-4<e (47)

pentru toti x cu |x—x,[ <& §i x=x,.

Notatie: lim f(x)

X=X

A

Cu simboluri logice , definitia limitei poate fi rescrisa:

lim f(x)=4 < Ve>0,35()>0, Vx,x # x,, |x—x0|<5 = |f(x)—A|<8

x—)xo

10



Observatii:

O In definitia datd apare valoarea absolutd. Deoarece |x-y| inseamnd
distanta dintre punctele x si y pe dreapta reald, |x—x,| < ¢ inseamnd ca
distanta dintre x §1 x, este mai mica decat &.

O Ce sunt ¢ si § 1n aceastd definitie? Cantitatea ¢ ne spune cat de
aproape vrem sa fie f(x) de limita A4, iar cantitatea 5 ne spune cat de

aproape de x, trebuie sa-1 alegem pe x ca sa obtinem acest lucru. Ca
sd demonstram ca lim f(x)= 4, alegem ¢ si-1 determinam pe &.

Exemplu:
flx)=2x+3 x, =1 lim f(x)=5

x—1

Intr-adevdr, fie ¢ >0 un numar arbitrar. Inegalitatea din definitie este:
(2x+3)-8 < < [x-2<e << 2px-l<e < |x—1|<§

Consideram 5(¢)=¢/2 si avem [x—1|<5 = |f(x)-5<e. Asfel, conform

definitiei, numarul 5 este limita functiei f(x)=2x+3 in punctulx, =1. Pentru

orice £>0, avem J(g)=¢/2 care pentru |x—1| < ¢ ne garanteaza
(2x+3)-5<e.

Interpretare geometrica pentru limita unei functii intr-un punct:

Functia y=f(x) are limita 4 in punctul x, dacd pentru orice banda
orizontala, oricat de ingusta, dintre dreptele y=4-¢ §i y=4+¢, exista
5 > 0 astfel incat graficul lui y = f(x) se afla in banda pentru orice x # x, din
& —vecinatatea lui x, .

11



1) fx)
A+HEL———— - - — — - —— - — - - — y=A+E
A. i
| S S s R e e T D e i e s y=A-£

B o — = —

x

gl_,__h\_\_______

0 0 X+ 5
Db

Figura 1.14
Exerecitii:

Folosind definitia limitei intr-un punct, s se demonstreze ca:

- 1limx*=0
x—0

limf(x)=0 < Ve>0,35(¢)=2 al Vux#0, [x—0[<5 = |f(x)-0/<e
‘f(x)—0‘<g SN ‘x2—0‘<g S x<e © X -e<0 &
xe(—\/g,+\/g) & |x<Ve

Ve>0, Elé'(g)=\/; al Vx,x#0, |x—0|<5 = ‘f(x)—0‘<g deci cu def. limx* =0

x—0

- lim(2x+1)=6

x>
2

lingf(x)=6 & Ve>0, 35(8)=? al. ‘v’x,x;t%, x—§<5 = ‘f(x)—6‘<g
x>
‘f(x)—6‘<g & 2x+1-6/<e & [2x-5<e & 2-2l<s o x— <§

Ve>0, Elé'(g)=§ al. Vx,x;t%, x—§<5 = ‘f(x)—6‘<g deci cu definitia

1in;12x+1=6

x—o=
2

12



Observatii:
1) In general, valoarea lui & depinde de ¢, adica & = &(¢).

2) Atunci cand determindm limita unei functii Intr-un punct x,nu tinem cont de ce
se Intampla in punctul x,.

Limita functiei f (x) in punctul x, este independentd de valoarea functiei 1n
punctul xy. Mai mult, functia poate sa nu fie definita in x,.

Orice doud functii egale pe o vecinatate a lui xy, cu o posibild exceptie in xy,
unde acestea pot fi diferite sau chiar nedefinite, au aceeasi limitd pentru x — x,, sau nu

au limita.
Numadrul limitd A4 furnizeazd informatii despre comportarea functiei intr-o
vecindtate a punctului x.

Exemple:

1) lim>
x—0 X

X . TN
f(x)===1, Vx#0 sinu este definiti in x =0
X
Din definitia limitei functiei in punctul x = 0, punctul x = 0 este exclus.
X
= lim—=Ilml=1

x—0 x x—0

2) lim
X2 x — 2

2
-4 : :
f(x):x—2:x+2, Vx # 2 sinu este definitd in x =2

Din definitia limitei functiei in punctul x =2, punctul x =2 este exclus.

2
= lim e lim(r+2)=4

X2 x — 2 x—2

2 —
3 lim— ot g T2 +2)
22 X7 =3x+2 2 (x—2)(x—1) x=2 (x—l)

x—0

4) lim f(x)=? unde, f(x)={x2’ x#0

13



Figura 1.15

Functia g(x) = x>, xeR esteegali cu f(x) peste tot, mai putinin x =0 si limx* =0

x—0

= lim f(x)=limg(x)=0

Daca functia contine termeni irationali, Tn multe situatii rationalizarea se poate
realiza printr-o schimbare de variabila.

Exerecitii:

oA+ x -1
. im————
=0 I+ x —1

Facem schimbarea de variabild 1+ x = y°

_ 3_ -1)(y*+y+1 2
S W B ¢ )"+ ):hmy fy+l 3

a1 ool o (yoD)(pel) oyl 2

-1
x -1

Facem schimbarea de variabild x = y"

My — 4_ ~1)(y+1)(y* +1
lim S iy 21, 0D (7 +1)

ol 4x—1 1y —1 o (y—l)(y2+y+1) ol Y +y+1

2. linll
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