1.3 Siruri de numere reale. Limite de siruri

Teorema 2 (Unicitatea limiter)

Daca limita unui sir {a,} exista atunci aceasta este unica.

Demonstratie: Fie A o limita a sirului {a,} si fie B# 4. Pentru a demonstra
cd B nu poate fi limitd pentru {a,}, considerdim un ¢ atdt de mic incat

¢—vecinatatea lui 4 si ¢-vecindtatea lui B sd nu se intersecteze. De
exemplu, putem considera & =[B-4|/3.
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Figura 1.8 Unicitatea limitei

Deoarece A4=lima,, doar un numar finit de termeni «, se pot afla in afara

n—0

intervalului deschis (4-&,4+¢). Atunci, intervalul deschis (B-&,B+¢)
contine cel mult un numar finit de termeni «, $i deci B nu poate sa fie limita
pentru sirul {a,}.

Siruri marginite
Un sir {a,} se numeste:
a) marginit superior daca existd un numar M astfel incat a, <M, vn.
b) marginit inferior daca exista un numar m astfel incat a, >m, Vn.
¢) marginit dacd {a,} este marginit superior si inferior, adicd dacad existd
numerele m s1 M astfel incat m <a, <M pentru Vn.

Observatie: Toti termenii unui sir marginit sunt continuti in intervalul
inchis [m,M] de pe dreapta reala.

Exemple: Sirul {n}=1,23,...,n,... este marginit inferior



ntl g1 marginit deoarece 1<a, <2, Vn.
n n

Sirul {an} Cu an =

Alta definitie a marginirii: un sir {a, }este marginit daca exista un numar
K >0 astfel incat
<K, Vn (36)

a?‘l
Folosind simboluri logice putem rescrie aceasta definitie:

{a, jmarginit < 3K >0, Va |a,|<K
{a, jnemarginit < VK >0, 3n |a,|>K

Exemplu: Aritati ca sirul 2"} este nemarginit.

Intr-adevar, pentru VK >0, 3n astfel incat 2" > K, adicd » >log, K. Atunci,
sirul {2} este nemarginit.

Definitie: Un sir se numeste divergent la o si scriem lima, = daca,

n—>x0

pentru orice M >0, oricit de mare, existd un numar N = N(M) astfel incat:

a,|>M, Vn>N
Un sir {a,} astfel incat vM >0, AN Vn>N, a, >M (a, <-M ) este divergent
la +00 (saula —o0). In aceste situatii scriem :

lima, =+  (lima, =—x)

n—>x0 n—0

Teorema 3: Orice sir {a,} convergent este marginit, adica existad numerele m

si M astfel incat
m<a, <M, Vn

Demonstratie: Fie 4=1lima, si fie ¢ >0 un numar arbitrar. Atunci exista N

n—>0

astfel incat intervalul deschis (4—&,4+¢) sd contind toti termenii a, cu
n>N sl a,a,,..,a, sunt singurii termeni ai sirului ce se pot afla in
exteriorul intervalului :



Figura 1.9 Dispunerea termenilor sirului convergent

Astfel, in exteriorul intervalului existd doar un numar finit de termeni si
notdm cu a cel mai mic dintre acestia, iar cu a cel mai mare dintre acestia.
Consideram:

m=min{d, 4 - ¢}

M = max{d, A+ 5}

Atunci, intervalul inchis [m,M] contine termenii a,,a,,...,a, $i intervalul
deschis (4-&,4+¢). Deoarece toti termenii sirului @, cu »>N sunt in
intervalul (4-¢,4+¢), atunci intervalul inchis [m,M] contine toti termenii
sirului {a, }. Rezulta ca girul este marginit.

Observatie: Teorema 3 spune ca marginirea este o conditie necesara pentru
convergenta, insa aceasta nu este si suficienta.

Exemplu: Sirul
1,0,L,0,1,... (37)
este marginit dar nu este convergent.

Pentru a arata ca sirul dat este divergent presupunem contrariul, adica sirul
(37) are limita 4. Atunci pentru orice ¢, de exemplu ¢ =1/4, existd N astfel
incat

an—A|<l, Vn>N
4
Adica trebuie sa aiba loc
|0—A|=|A|<l si |1—A|<l Vn>N
A A
= 1=|1—A+A|s|1—A|+|A|<l+l=l absurd
4 4 2

Presupunerea noastra de convergenta este falsa. Sirul este divergent.



Operatii cu siruri convergente
Teorema 4: Fie {a,} si {b,} doud siruri convergente la A4 si B respectiv, adica

lima, = 4 limb, =B

n—>0 n—>0

Atunci urmatoarele limite exista:
lim(a, +b,)=lima, + limb, =4+ B (38)

n—0 n—0 n—0

lim(a, —b,)=lima, —limb, = A— B

n—>0 n—>0 n—>00

lim(a, -b,)=lima, -limb, = 4-B

n—oo n—>o n—

lim a, A - . X
lim—t =222 _ =" daca b, # 0pentru orice xn §1 limb, =0.
e p o limb, B n—

n—>0

Demonstram prima operatie cu limite de siruri.

Demonstratie: Fie ¢ >0 un numadr arbitrar. Deoarece lima, = 4,

N, astfel incat |a, — 4] < %, Vn > N, (39)

Similar, deoarece limb, = B

N, astfel incat |b, — B| < g, Vn> N, (40)

Considerdam N =max{N,,N,}. Atunci pentru Va> N are loc:

(a,+b,)~(A+B)|=|(a, ~ A)+(b, - B) <|a, - 4 +|b, —B|<%+§=g

Astfel, Ve >0, 3N ai. va>N =|(a,+b,)-(4+B)<e

Cu definitia limitei, rezultd cd 4+ B este limita sirului {a, +b,}.

- regula produsului
Deoarece limb, =B, sirul este marginit deci 3K >0, ai. |b|<K pentru

n—>0

VneN,
a,-b,—A-b,+A4-b,—A-B|=|b,(a,— 4)+ A(b, - B)|<

an-bn—A-B|=

<|b, (a, - 4)|+|4(b, - B) =|b,|-|(a, — 4)| +| 4]|(b, - B)| <



<K-|a,—A|+|4|-|b,-B|, VneN.

Consideram >0 sifie & =——, &, =—— .
2K 24|
Deoarece lima, =4 $i limb, =B, existd N; si N, al. |a,-d|<eg Vn>N, si
b, —B|<e&, Vn>N,.Fie N=max{N,,N,}. Atunci, pentru orice n>N are loc:
la, b, —A4-B|<K-& +|d|]-6, = K -——+|4- === =¢
2K 2|4|

ve>0 3N al va>N =|(a,-b,)-(4-B)<¢

Cu definitia limitei, rezultd cad 4-B este limita sirului {a, -5, }.

Exercitii:
O Fie sirul:
an' +an' +.. . +a,
a, = I
B’ +pn"" +...+ B,
0, k<p
Sa se arate ca lima, = S k=p (41)
0
0, k>p

Regula catului din teorema precedentd nu poate fi aplicatd direct
pentru cd nici numitorul nici numadratorul nu converge la o limitd finita.

. g . o0 - - v .
Pentru a ridica nedeterminarea — se da factor comun pe »* la numarator si
o0

pe »” la numitor §i se obtine:

Daca k= p, atunci

1 28
Oy +—+ +7
a4 = n n
n
ﬂ +ﬁ+ +&
0 p
n n

. a, .. B - U a
Cum lim—-=0 si llmﬁl’. =0 rezultd cu regula sumei si a catului ca lima, =—>

n—>0 n n—>0 n n—>0 0



Daca k < p, atunci:

Q, a,

ay+ 4+
% ‘
n n

a,= :
p-k ﬂ
n
B, +é +..+—£
P
n n
< C a,
Rezulta cu regula produsului ca lima, =0-—=0
n—>00 0
Daca k > p, atunci:
a
A+ 4.+~
a,=n""’ L L
B B,
Lo+ +..+7L
P
n n
< D a,
Rezulta cu regula produsului ca lima, =o0-— =00
n—>0 0
2 2
... h +3n=5 . n +2n-3 . 1+2+3+...+n
O Calculati: lim ———, lim————, lim
5 2 H 3 ’ 2
now 3p”+4 oo p’+4n o n

Regula clestelui: Fie {a,}, {b,} si {c,} trei siruri de numere reale care
verifica inegalitatile:
a <b <c,, VneN

Daca {a,} si {c,} sunt convergente la acelasi numar 4, atunci si {5} este
convergent la aceeasi limita A4.

Aratati ca lim(—l)n Lz =0
n—»o0 n
. 1 w1l | A 1 . .
Fie a,=——, b,=(-1)"— si ¢, =— . Intrucét lima, =0, limc, =0 si a,<b, <c,,
n n n n—0 n—0
aplicand regula clestelui limb, =0.
n n’ 2"
0 Sasearateca lim—=0, lim—=0, lim—'z 0
n—x0 n—x0 n! n—0 n!
n n n n 2
O ey . eDn . (n-Dn i
n— — —_
(1+1) I+n+ +...+1 "
2 2
R.c.
0< 2 Cum lim—2>— =0 = si lim-~ =0
2" n— n—w p —1 n—w QM



n—»0 n!
n! 1 2-3-...-(n—2)(n—1)n (n—2)(n—1)n
2 2 2 <. 2
o< < " Cum lim " —0 =i lim™=0
n! (n—Z)(n—l)n "—>°°(n—2)(n—1)n n—> pl

n

O lim—=0

n—o l’l'
2" 2:2.2-...-2:2-2 2:2.2-...-2:2-2 2\'"?
R < :2 _
n! 1.2:3-...-(n-2)(n-1)n  1.2-3-...-3-3.3 3

n n=2 n=2 Rec. n
O<2—<2 2 Cum lim2 2 =0 = si limz—:O
n! 3 no \ 3

n—o pl

O Calculati limitele sirurilor cu termenul general:

an:\/;(\/m_\/;) 4 3" 45"

lim At

n
lim————
o (\/n+1 +\/n) = 4 1+n

n—ow n—ow 1 2
N x/n+1_|_1 n+ 1
\n n
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