1.2 Numere reale
Valori absolute pentru numere reale
Dreapta reala

Numerele reale pot fi reprezentate si cu ajutorul dreptei reale. Consideram o
dreaptd, pentru care fixam directia, originea O si distanta unitate e.

Figura 1.5 Dreapta reala

Fiecarui numar real +a (a>0) i se asociaza un punct pe dreaptd aflat la

distanta a de origine, in dreapta sau in stanga lui O, functie de semnul + sau
semnul — din fata lui a. Desigur, numarului «=0 1 se asociaza punctul
arbitrar origine.

Definitie: Dreapta a carui puncte sunt in corespondentd unu-la-unu cu
elementele multimii numerelor reale se numeste dreapa reala.

Fie a si b doud numere reale (puncte) care satisfac inegalitatea a <b.
Cu ajutorul lor putem defini urmatoarele multimi numite intervale:

a,b] toate numerele reale x astfel inct « < x <b interval inchis.

(a,b) toate numerele reale x astfel incét a < x < b interval deschis.

a,b) toate numerele x reale astfel inct a < x < b interval semideschis.
(a,b] toate numerele x reale astfel incat a < x < b interval semideschis.

si intervalele infinite:

a,+o) multimea numerelor reale x cu x> a
a,+0) multimea numerelor reale x cu x>a

(
[
(- 0,h) multimea numerelor reale x cu x<b
(—o0,b

o0
»,b] multimea numerelor reale x cu x<b

b



(—oo,+oo) =R

Exerecitii:

12001, [r+223, Ssi<a, fuoif>1

Vecinatati

Fie x, un punct pe dreapta reald si 6 >0 un numar real. O multime V'
este vecinatate pentru x, daca exista ¢ >0 astfel incat (x,—¢,x,+¢&)c V.

Intervalul  (x, -J,x, +5), simetric relativ la x, se numeste
& —vecinatate pentru x, .

/
o—d X +d

Figura 1.6 6-vecinatate

s -vecindtatea lui x, este multimea numerelor reale x care satisfac
inegalitatea |x—x,| <& sau echivalent x, -d<x<x,+6.

Multimi marginite si nemarginite
Fie £ o multime de numere reale. Multimea E se numeste:

a) marginita superior dacd exista un numar b astfel incat x<b,Vxe E

b) marginita inferior daca existd un numar q astfel incat a <x,Vxe E

c) marginita daca E este marginita superior si inferior, adicd daca exista
a si b astfel Incat a<x<bh VxeE. Mai mult, multimea E este
marginitd daca E este continuta in intervalul inchis [a,5].

Exemple:

E = (—oo,1] este marginita superior

N multimea numerelor naturale este marginitd inferior

O multime care nu este marginita superior (inferior) se numeste nemdarginita
superior (inferior) .



Exemplu: N este nemarginita superior.
Supremum si Infimum

Fie £ o multime de numere reale marginitd superior, adica exista un
numar b astfel incat x <b,vx e E. Numarul b se numeste majorant pentru E.

Orice numar mai mare decat b este si el majorant pentru E.
Definitie: Numarul M se numeste supremum pentru E daca au loc:

(1) Vxe E,x<M
(i1) pentru orice ¢ > 0, oricat de mic, existd un numar x" € E astfel
incat M —e<x" <M.

Cu alte cuvinte, supremum pentru multimea E este cel mai mic majorant al
multimii £. Notdm M =sup E. Daca E este nemarginitd superior, sup £ = +o.

Fie £ o multime de numere reale marginita inferior, adica exista un
numar a astfel incat a < x,Vx € E. Numarul a se numeste minorant pentru E.
Orice numar mai mic decét a este si el minorant pentru E.

Definitie: Numarul m se numeste infimum pentru E daca au loc:
(1) VxeE,x>m
(i1) pentru orice ¢ >0, oricat de mic, existd un numar x* € £ astfel

incat m<x" <m+e.

Cu alte cuvinte, infimum pentru multimea E este cel mai mare minorant al
multimii £. Notdm m =inf E. Dacd E este nemarginita inferior, inf £ = —w .

=|a,b]= infE=a supE=bh
(a,b)= infE=a supE=b

Observatie: Supremum si infimum apartin multimii in primul exemplu si nu
apartin multimii in al doilea exemplu.

Exemple: E
E

Exemplu:



E:{I%l} inf £ =0 supE =1

Teorema: Orice multime nevidd de numere reale care este marginitd
superior are supremum si orice multime nevida de numere reale care este
marginitd inferior are infimum.

1.3 Siruri de numere reale. Limite de siruri

Fie o lege de corespondentd care asociazad la fiecare numar natural
n=12,... un numar real «,. In acest mod am definit un sir de numere reale

a,,a,,...,a,,... sau pe scurt un sir {a,}. Numerele q,,a,,...,a,,... s€ numesc
termenii sirului.

Exemple:
(i) {n}=1,23,....n,...

. n—1 1 2 n—1
(w){ }—O,E,g,..., (29)

Definitie: Un numar 4 se numeste limita sirului {a,} dacd, pentru orice
numdr &>0, existd un numar natural N (dependent de ¢) astfel incat

inegalitatea:
|an - A| <& (30)
are loc pentru vn > N .

Notatie: 4=1lima, sau a, — 4 $i spunem ca sirul {a, } converge la A.

Folosind simboluri logice putem rescrie definitia limitei astfel:

lima,=A4< Ve>0, 3N, Vn>N=la,—Ad|<¢ (31)

n—>0



Notiunea de limita este usor de interpretat geometric, dacd asezam termenii
sirului {a,} pe dreapta reala:

Figura 1.7 Interpretare geometrica pentru convergenta unui §ir.

Inegalitatea

a,—A|<e este echivalentd cu inegalititile A-e<a,<Ad+e,

adica termenii sirului se afld in ¢-vecinatatea lui 4. Cu alte cuvinte, 4 este
limita sirului {a,} daca, pentru orice &-vecindtate a lui 4, existd un numar

natural N astfel incat toti termenii sirului @, cu »>N sunt continuti in
aceasta orice ¢-vecindtate a lui 4, adica in intervalul deschis (4-¢,4+¢).
De observat ca numarul finit de termeni q,,a,,...,a, se pot afla in afara
intervalului (4-¢, 4+ ¢), acestia neconténd la stabilirea convergentei.

Sirul care are toti termenii egali cu numarul 4 se numeste sir stationar
si are limita A.

Un sir se numeste convergent daca are limita finita si este divergent
in caz contrar.

Exemplu: Fie sirul {,} cu termenul «, _nxl Desigur, pentru valori mari
n

ale lui n fractia se apropie de numarul unu.

ntl 1 (32)
n n
Atunci putem presupune ca

n+l

1 (33)

lima, =lim

n—0 n—0 n

Pentru a demonstra aceasta limita, considerdam un ¢ >0 arbitrar §i aratam ca
JN astfel incat vn > N sa avem

1
—~ 1‘ =—<¢ (34)

n

n+l1

a, —1|=

n



Din inegalitatea LI obtinem n > LN Atunci, pentru orice numar natural N
n &

care excede pe 1 si pentru toti n> N are loc 1. ¢, adica relatia (34) este
& n

adevarata. Conform definitiei limitei, avem lima, =1.

n—>x0

Observatie: In general numarul N este dependent de ¢, adicd N = N(¢). In
exemplul precedent, daca ¢=0.1, putem considera N =10 sau cu orice
numar mai mare decit 10. Daca ¢ =0.01, atunci N =100 sau cu un numar mai
mare decat 100.

Numadrul N din definitia limitei nu este definit in mod unic de catre &, In
sensul ca daca inegalitatea din definitie are loc pentru » > N, atunci ea are
loc si pentru toti »> N, cu N, > N,. In demonstrarea convergentei unui sir
este suficient sd alegem un numar N astfel incat |a, — 4|<e pentru orice
n>N. Nu este necesar sa-1 determinam pe cel mai mic N care satisface
aceasta conditie.

Exercitii:

< < 1
[0 Sa& se arate ca sirul cu termenul general a, = 5n+ 5
n+

.o 1
are limita 3

Trebuie sd ardtdm ca pentru orice numar & >0 existd un numar N = N (g) a.l. sa

aiba loc inegalitatea <& pentru Vn>N (3) In acest sens prelucrim

1
a,——
5

modulul din inegalitate si apoi rezolvam inegalitatea in 7.

1| | n+l 1 3
an__z ] e
5/ |5n+2 5| 5(5n+2)
;«9 i<5n+2 n>i—%
5(5n+2) S¢ 25¢ 5
32 “f
Ve>0,IN=| ——-—|, al. Vn>N=|a, ——|<e¢=lima, =—
25¢ 5 n—»0




2
[0 Sa se arate ca sirul cu termenul general a, =

2n* +2

are limita 1 . Sa

se determine rangurile de la care incepand toti termenii sirului

diferd de L cu mai putin de L, 1
2 10" 100

Trebuie sa ardtim ci pentru orice numir & >0 existd un numar N = N(¢) afi. sa

aiba loc inegalitatea

modulul din inegalitate si apoi rezolvam inegalitatea in 7.

(R e
a, ——|= - = =
2| |2n*+2 2| | 242 | 24742
21 e 42>t oL 150 as
2n" +2 £ 2¢
1 . 1 “ 1
Ve>0, AN = 2——1 , a1l Vn>N=|a, ——|<e¢=Ilima, =3
(C; n—>0

1 R
a,~—|<¢ pentru Vn>N(¢). In acest sens prelucrim

Daca g=%, N(g)=[V5-1]=2 = termenii a,,a,,... diferd de limita % cu

o 1
mai putin de —.
10

Daca gzﬁ, N(g):[\/50—1]27 = termenii a,d,,... diferd de limita % cu

o 1
mai putin de —.
100

2

[0 Sa se arate ca lim —=0

/|

Trebuie sd aratdm ca pentru orice numar & >0 existd un numar N = N(g) a.l.

sa aiba loc inegalitatea |a, —0| <& pentru Vn> N (¢).

| _0|_| 3’| _ 30 3 3 3
R TN 1) n
L T

n &



def
a, —0|<g:>hman =0

n—0

Ve >0, HNz[E}, a1l vn>N=
&

2" +(=2)"
[0 Sa se arate ca lim ( )

n—>m 3"

=0
Trebuie sd aratdm ca pentru orice numar ¢ >0 existd un numar N = N(g) a.i.
sa aiba loc inegalitatea |a, —0| <& pentru Vn> N(¢).

n

2n+(—2)”‘ ) 2n+(—2) on +‘(—2)" ) 5.9 _2(2);1
S 3 3 3

<

3
(3)
Ve>0, IN(¢)=

Teorema 1 (Criteriul de convergenta Cauchy)
Pentru ca sirul {a,} sd fie convergent este necesar si suficient ca pentru orice

& >0 sa existe numarul natural N astfel incat Vo >N, Vim > N

a,—a,|<ée (35)
Un sir care satisface enuntul acestei teoreme se numeste sir Cauchy.
Alta formulare pentru criteriul Cauchy:

Ve>0,3IN(¢g) ai. Va>N, VpeN avem <¢ (35b)

an+p - an



Exerecitii:
[0 Sa se demonstreze convergenta pentru sirurile:

COSX COS2x coS nx
1 a, = ot ——
3 3 3

Vom utiliza criteriul Cauchy in formularea (35b), adica aratdm ca:

Ve>0, IN(¢)

-a|<é&
+1 +
Cum aq,, COSx+00822x+...+Cosm+cos(n1 )x+...+—cos(n p)¥
3 3 3” 3Il+ 3n+p
cos(n+1 cos(n+2 cos(n+
‘am—p an = (nn+l )x+ (IZL+2 )x+"'+ rfﬁpp |
3 3 3 \
cos +1 cos(n+2 cos(n+
- (I;lz+1 |+| ,:+2 ) |+ + (er p)x -
3 3 | 3
1 1 1 1 1 1 1
S—t—+. .t —=—|l+-+ 5+ +—F|=
3 3 3r 3 3 3 37
P
1- ! »
1 3) 1 - l 1
3n+1 l_l 2'3n 3 2 3n
3
1
1 1 lg=
<g 3>— nlg3>lg— n>—=<£
2.3" 2¢& g3
. lg
In concluzie, Ve >0, N (&)= 1—235 a,., —an‘<5 , deci
g

cu criteriul Cauchy sirul este convergent.



Vom utiliza criteriul Cauchy, adica aratam ca:

Ve>0, 3N(e) ai. ARy
| 1 1 1 | 1 1 1
a,,—a,|= =+ ~+. + =+ =+..F .
‘(n+1) (n+2 n+p ‘ n+1 n+2) (n+p)

1 1 1 1 1

(n+1)2 _(n+l)(n+l) - n(n+1) n on+l

1 1 1 R

(n+2)  (n+2)(n+2) S(nt1)(n+2) n+l n+2

O 1 1 1 1
= < = —
(n+p)2 (n+p)(n+p) (n+p—1)(n+p) n+p-1 n+p

Adundm aceste relatii si obtinem:

1 1 1 1 1 1

a,. ,—a,|<—- + - ot - =
n n+l n+l n+2 n+p-1 n+p
1 1 1

n n+p n

Rezolvam inegalitatea cu &:

1 1
—<&  n>—
n g

Rezulta ca Ve >0, 3]\/(5):[1}
£

cu criteriul Cauchy, sirul este convergent.

a, ,— an‘ <¢&. Atunci,

[0 Sa se arate ca sirul urmator este divergent:

1 1 1
a, =l+—+—+...+—
2 n

10



e« . o I . - 5 .
Aratam ca nu este satisfacut criteriul Cauchy pentru & = 5 si p=n. Intr-adevar ar trebui

sd existeun N (&) a.i. Vn> N(&) sa avem:

lay, —a,| <~
2n n 2
Dar, |a2n—an—| Lt |-t -
n+l n+2 n+n| n+l n+2
1 1 1 1
>—+—+..+—=n-—=—
2n 2n 2n 2n 2

Atunci sirul este divergent.
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