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1.2 Numere reale 

 
Valori absolute pentru numere reale 

 
Dreapta reală 
 
Numerele reale pot fi reprezentate şi cu ajutorul dreptei reale. Considerăm o 
dreaptă, pentru care fixăm direcţia, originea O şi distanţa unitate e. 

 
Figura 1.5 Dreapta reală 

 
Fiecărui număr real a±  ( )0>a  i se asociază un punct pe dreaptă aflat la 
distanţa a de origine, în dreapta sau în stânga lui O, funcţie de semnul +  sau 
semnul – din faţa lui a. Desigur, numărului 0=a  i se asociază punctul 
arbitrar origine. 
 
Definiţie: Dreapta a cărui puncte sunt în corespondenţă unu-la-unu cu 
elementele mulţimii numerelor reale se numeşte dreapă reală. 
 

Fie a şi b două numere reale (puncte) care satisfac inegalitatea ba < . 
Cu ajutorul lor putem defini următoarele mulţimi numite intervale: 

 
[ ]ba,  toate numerele reale x astfel încât bxa ≤≤  interval închis. 
( )ba,  toate numerele reale x astfel încât bxa <<  interval deschis.  
[ )ba,  toate numerele x reale astfel încât bxa <≤  interval semideschis. 
( ]ba,  toate numerele x reale astfel încât bxa ≤<  interval semideschis.  
 
 şi intervalele infinite: 
 
( )+∞,a  mulţimea numerelor reale  x cu  ax >  
[ )+∞,a  mulţimea numerelor reale  x cu  ax ≥  
( )b,∞−  mulţimea numerelor reale  x cu  bx <  
( ]b,∞−  mulţimea numerelor reale  x cu  bx ≤  
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( ),−∞ +∞ =  
 
Exerciţii: 1 0.01x − ≤  ,  2 3x + ≥  ,    1 4

2
x≤ ≤  ,    1 1x x− + >  

 
Vecinătăţi 
 

Fie 0x  un punct pe dreapta reală şi 0>δ  un număr real. O multime V 
este vecinatate pentru x0 daca exista 0ε >  astfel incat ( )0 0,x x Vε ε− + ⊂ . 

Intervalul ( )δδ +− 00 , xx , simetric relativ la 0x  se numeşte 
−δ vecinătate pentru  0x . 

 
Figura 1.6 δ-vecinătate 

 
−δ vecinătatea lui 0x  este mulţimea numerelor reale x care satisfac 

inegalitatea δ<− 0xx  sau echivalent δδ +<<− 00 xxx . 
 
Mulţimi mărginite şi nemărginite 
 

Fie E o mulţime de numere reale. Mulţimea E se numeşte: 
 

a) mărginită superior dacă există un număr b astfel încât Exbx ∈∀≤ ,  
b) mărginită inferior dacă există un număr a astfel încât Exxa ∈∀≤ ,  
c) mărginită dacă E este mărginită superior şi inferior, adică dacă există 

a şi b astfel încât Exbxa ∈∀≤≤ , . Mai mult, mulţimea E este 
mărginită dacă E este conţinută în intervalul închis [ ]ba, . 

 
Exemple:  
 

( ]1,∞−=E  este mărginită superior 
 mulţimea numerelor naturale este mărginită inferior 

O mulţime care nu este mărginită superior (inferior) se numeşte nemărginită 
superior (inferior) . 
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Exemplu:  este nemărginită superior. 
 
Supremum şi Infimum 
 

Fie E o mulţime de numere reale mărginită superior, adică există un 
număr b astfel încât Exbx ∈∀≤ , . Numărul b se numeşte majorant pentru E. 
Orice număr mai mare decât b este şi el majorant pentru E. 
 
Definiţie: Numărul M se numeşte supremum pentru E dacă au loc: 
 
                 (i) MxEx ≤∈∀ ,  
                 (ii) pentru orice 0>ε , oricât de mic, există un număr Ex ∈∗  astfel 
încât MxM ≤<− ∗ε . 
 
Cu alte cuvinte, supremum pentru mulţimea E este cel mai mic majorant al 
mulţimii E. Notăm EM sup= . Dacă E este nemărginită superior, +∞=Esup . 
 

Fie E o mulţime de numere reale mărginită inferior, adică există un 
număr a astfel încât Exxa ∈∀≤ , . Numărul a se numeşte minorant pentru E. 
Orice număr mai mic decât a este şi el minorant pentru E. 
 
Definiţie: Numărul m se numeşte infimum pentru E dacă au loc: 
 
                (i) mxEx ≥∈∀ ,  
                (ii) pentru orice 0>ε , oricât de mic, există un număr Ex ∈∗  astfel 
încât ε+<≤ ∗ mxm . 
 
Cu alte cuvinte, infimum pentru mulţimea E este cel mai mare minorant al 
mulţimii E. Notăm Em inf= . Dacă E este nemărginită inferior, −∞=Einf . 
 
Exemple:    [ ]⇒= baE ,    aE =inf    bE =sup  
                    ( )⇒= baE ,    aE =inf    bE =sup  
 
Observaţie: Supremum şi infimum aparţin mulţimii în primul exemplu şi nu 
aparţin mulţimii în al doilea exemplu. 
 
Exemplu:  
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= …… ,1,,

2
1,1

n
E           0inf =E             1sup =E  

 
Teoremă: Orice mulţime nevidă de numere reale care este mărginită 
superior are supremum şi orice mulţime nevidă de numere reale care este 
mărginită inferior are infimum. 
 
 

1.3 Şiruri de numere reale. Limite de şiruri 
 
 
 

Fie o lege de corespondenţă care asociază la fiecare număr natural 
…,2,1=n  un număr real na . In acest mod am definit un şir de numere reale 

…… ,,,, 21 naaa  sau pe scurt un şir { }na . Numerele …… ,,,, 21 naaa  se numesc 
termenii şirului.  
 
Exemple: 
(i)  { } …… ,,,3,2,1 nn =  

(ii)  …… ,1,,
3
1,

2
1,11

nn
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧  

(iii)  ( ) ( ) …… ,1,,
3
1,

2
1,11

nn

nn −
−−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −  

(iv)   …… ,1,,
3
2,

2
1,01

n
n

n
n −

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −                                                                  (29) 

 
Definiţie: Un număr A se numeşte limita şirului { }na  dacă, pentru orice 
număr 0>ε , există un număr natural N (dependent de ε ) astfel încât 
inegalitatea:  
                                                    ε<− Aan                                                (30) 
are loc pentru Nn >∀ . 
 
Notaţie: nn

aA
∞→

= lim  sau  Aa
nn ∞→
→  şi spunem că şirul { }na  converge la A. 

 
Folosind simboluri logice putem rescrie definiţia limitei astfel: 

 
                           lim 0,  ,  n nn

a A N n N a Aε ε
→∞

= ⇔∀ > ∃ ∀ > ⇒ − <                     (31) 
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Noţiunea de limită este uşor de interpretat geometric, dacă aşezăm termenii 
şirului { }na  pe dreapta reală: 

 
Figura 1.7 Interpretare geometrică pentru convergenţa unui şir. 

 
Inegalitatea ε<− Aan  este echivalentă cu inegalităţile εε +<<− AaA n , 
adică termenii şirului se află în −ε vecinătatea lui A. Cu alte cuvinte, A este 
limita şirului { }na  dacă, pentru orice −ε vecinătate a lui A , există un număr 
natural N astfel încât toţi termenii şirului na  cu Nn >  sunt conţinuţi în 
această orice −ε vecinătate a lui A , adică în intervalul deschis ( )εε +− AA , . 
De observat că numărul finit de termeni Naaa ,,, 21 …  se pot afla în afara 
intervalului ( )εε +− AA , , aceştia necontând la stabilirea convergenţei. 
 

Şirul care are toţi termenii egali cu numărul A se numeşte şir staţionar 
şi are limita A. 

Un şir se numeşte convergent dacă are limită finită şi este divergent 
în caz contrar. 
 
Exemplu: Fie şirul { }na  cu termenul 

n
nan

1+
= . Desigur, pentru valori mari 

ale lui n fracţia se apropie de numărul unu. 
                                                       

nn
n 111

+=
+                                            (32) 

Atunci putem presupune că  
                                                  11limlim =

+
=

∞→∞→ n
na

nnn
                                    (33) 

 
Pentru a demonstra această limită, considerăm un 0>ε  arbitrar şi arătăm că 

N∃  astfel încât Nn >∀ să avem 

                                             ε<=−
+

=−
nn

nan
1111                                   (34)  
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Din inegalitatea ε<
n
1  obţinem 

ε
1

>n . Atunci, pentru orice număr natural N  

care excede pe 
ε
1  şi pentru toţi Nn >  are loc ε<

n
1 , adică relatia (34) este 

adevărată. Conform definiţiei limitei, avem 1lim =
∞→ nn

a . 

 
Observaţie: In general numărul N este dependent de ε , adică ( )εNN = . In 
exemplul precedent, dacă 1.0=ε , putem considera 10=N  sau cu orice 
număr mai mare decît 10. Dacă 01.0=ε , atunci 100=N  sau cu un număr mai 
mare decât 100.  
Numărul N din definiţia limitei nu este definit în mod unic de către ε , în 
sensul că dacă inegalitatea din definiţie are loc pentru 1Nn >  atunci ea are 
loc şi pentru toţi 2Nn >  cu 12 NN > . In demonstrarea convergenţei unui şir 
este suficient să alegem un număr N astfel încât ε<− Aan  pentru orice 

Nn > . Nu este necesar să-l determinăm pe cel mai mic N care satisface 
această condiţie. 
 
Exerciţii: 

□ Să se arate că şirul cu termenul general 1
5 2n
na
n
+

=
+

 are limita 1
5

. 

 
Trebuie să arătăm că pentru orice număr 0ε >  există un număr ( )εNN =  a.î. să 

aibă loc inegalitatea 1
5na ε− <  pentru ( )n N ε∀ > . În acest sens prelucrăm 

modulul din inegalitate şi apoi rezolvăm inegalitatea în n. 
 

            
( )

1 1 1 3
5 5 2 5 5 5 2n

na
n n
+

− = − =
+ +

 

 

            
( )

3
5 5 2n

ε<
+

         3 5 2
5

n
ε
< +          3 2

25 5
n

ε
> −  

 

         3 2 1 10,  ,  a.i. lim
25 5 5 5

def

n nn
N n N a aε ε

ε →∞

⎡ ⎤∀ > ∃ = − ∀ > ⇒ − < ⇒ =⎢ ⎥⎣ ⎦
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□ Să se arate că şirul cu termenul general 
2

22 2n
na

n
=

+
 are limita 1

2
. Să 

se determine rangurile de la care începând toţi termenii şirului 
diferă de 1

2
 cu mai puţin de 1

10
, 1

100
. 

 
Trebuie să arătăm că pentru orice număr 0ε >  există un număr ( )εNN =  a.î. să 

aibă loc inegalitatea 1
2na ε− <  pentru ( )n N ε∀ > . În acest sens prelucrăm 

modulul din inegalitate şi apoi rezolvăm inegalitatea în n. 
 

             
2 2 2

2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2n

n n na
n n n

− −
− = − = =

+ + +
 

 

              2

1
2 2n

ε<
+

       2 12 2n
ε

+ >           2 1 1 0
2

n
ε

⎛ ⎞− − >⎜ ⎟
⎝ ⎠

   1 1
2

n
ε

> −  

 

             1 1 10,  1 ,  a.i. lim
2 2 2

def

n nn
N n N a aε ε

ε →∞

⎡ ⎤
∀ > ∃ = − ∀ > ⇒ − < ⇒ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 

Dacă 1
10

ε = , ( ) 5 1 2N ε ⎡ ⎤= − =⎣ ⎦  ⇒  termenii 3 4, ,a a …  diferă de limita 1
2

 cu 

mai puţin de 1
10

. 

Dacă 1
100

ε = , ( ) 50 1 7N ε ⎡ ⎤= − =⎣ ⎦  ⇒  termenii 8 9, ,a a … diferă de limita 1
2

 cu 

mai puţin de 1
100

. 

 

□ Să se arate că 
2

3

3lim 0
1n

n
n→∞

=
+

 

 
Trebuie să arătăm că pentru orice număr 0ε >  există un număr ( )εNN =  a.î. 
să aibă loc inegalitatea 0na ε− <  pentru ( )n N ε∀ > . 

2 2 2

3 3
3

3 3

3 3 3 3 30
1 11 1 1 1

n
n n na

n n nn n
n n

− = = = = <
+ + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                     3
n

ε<        3n
ε

>  
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30,  ,  a.i. 0 lim 0
def

n nn
N n N a aε ε

ε →∞

⎡ ⎤∀ > ∃ = ∀ > ⇒ − < ⇒ =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

□ Să se arate că ( )2 2
lim 0

3

nn

nn→∞

+ −
=  

 
Trebuie să arătăm că pentru orice număr 0ε >  există un număr ( )εNN =  a.î. 
să aibă loc inegalitatea 0na ε− <  pentru ( )n N ε∀ > . 
 

          ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2 2 2 20 2
3 3 3 3 33

n n nn n nn nn n

n n n nn

+ − + − + −+ − ⋅ ⎛ ⎞− = = ≤ = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

                  22
3

n

ε⎛ ⎞ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

        2
3 2

n ε⎛ ⎞ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

          2lg lg
3 2

n ε⎛ ⎞ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

        2lg lg
3 2

n ε⎛ ⎞ ⎛ ⎞<⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

     

 

                                        
lg

2
2lg
3

n

ε⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠>
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⇒   ( )
lg

2
2lg
3

N

ε

ε

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥=
⎛ ⎞⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 

                 ( )
lg

20,  ,  a.i. 0 lim 0
2lg
3

def

n nn
N n N a a

ε

ε ε ε
→∞

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥∀ > ∃ = ∀ > ⇒ − < ⇒ =
⎛ ⎞⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

  
 
Teorema 1 (Criteriul de convergenţă Cauchy) 
Pentru ca şirul { }na  să fie convergent este necesar şi suficient ca pentru orice 

0>ε  să existe numărul natural N astfel încât Nn >∀ , Nm >∀  
 
                                                       ε<− mn aa                                            (35) 
 
Un şir care satisface enunţul acestei teoreme se numeşte şir Cauchy. 
 
Altă formulare pentru criteriul Cauchy:  
 
                  ( )0,   a.i. ,   avem n p nN n N p a aε ε ε+∀ > ∃ ∀ > ∀ ∈ − <                  (35b) 
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Exerciţii: 
 

□ Să se demonstreze convergenţa pentru şirurile: 
 

1.      2

cos cos 2 cos
3 3 3n n

x x nxa = + + +…  

 
Vom utiliza criteriul Cauchy în formularea (35b), adică arătăm că:  
 
                 ( )0,   a.i. ,   avem n p nN n N p a aε ε ε+∀ > ∃ ∀ > ∀ ∈ − <   
 

Cum ( ) ( )
2 1

cos 1 coscos cos 2 cos
3 3 3 3 3n p n n n p

n x n p xx x nxa + + +

+ +
= + + + + + +… …  

 

          ( ) ( ) ( )
1 2

cos 1 cos 2 cos
3 3 3n p n n n n p

n x n x n p x
a a+ + + +

+ + +
− = + + + ≤…  

 

                          ( ) ( ) ( )
1 2

cos 1 cos 2 cos
3 3 3n n n p

n x n x n p x
+ + +

+ + +
≤ + + + ≤…  

 

                           1 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1 11
3 3 3 3 3 3 3n n n p n p+ + + + −

⎛ ⎞≤ + + + = + + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …  

 

                           1

11
1 1 1 13 113 2 3 3 2 31

3

p

p

n n n+

⎛ ⎞− ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎝ ⎠= = − <⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⋅⎝ ⎠⎝ ⎠−
 

          1
2 3n ε<
⋅

      13
2

n

ε
>         1lg3 lg

2
n

ε
>         

1lg
2

lg 3
n ε>  

 

  În concluzie, ( )
1lg

20,  =  a.i. ,   avem 
lg 3 n p nN n N p a aεε ε ε+

⎡ ⎤
⎢ ⎥

∀ > ∃ ∀ > ∀ ∈ − <⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 , deci 

cu criteriul Cauchy şirul este convergent.  
 

 
        2.    2 2 2

1 1 11
2 3na

n
= + + + +…  
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Vom utiliza criteriul Cauchy, adică arătăm că:  
 
           ( )0,   a.i. ,   avem n p nN n N p a aε ε ε+∀ > ∃ ∀ > ∀ ∈ − <   

            
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
1 2 1 2

n p na a
n n n p n n n p

+ − = + + + = + + +
+ + + + + +

… …  

 
Dar, 

                   
( ) ( )( ) ( )2

1 1 1 1 1
1 1 1 11 n n n n n nn

= < = −
+ + + ++

 

 

                   
( ) ( )( ) ( )( )2

1 1 1 1 1
2 2 1 2 1 22 n n n n n nn

= < = −
+ + + + + ++

 

                    …                      

                    
( ) ( )( ) ( )( )2

1 1 1 1 1
1 1n p n p n p n p n p n pn p

= < = −
+ + + − + + − ++

 

 
Adunăm aceste relaţii şi obţinem: 
 

                   1 1 1 1 1 1
1 1 2 1n p na a

n n n n n p n p+ − < − + − + + − =
+ + + + − +

…  

 

                                   1 1 1
n n p n

= − <
+

 

 
Rezolvăm inegalitatea cu ε: 
 

                    1
n

ε<       1n
ε

>  

 

Rezultă că ( ) 10,  =  a.i. ,   avem n p nN n N p a aε ε ε
ε +
⎡ ⎤∀ > ∃ ∀ > ∀ ∈ − <⎢ ⎥⎣ ⎦

. Atunci, 

cu criteriul Cauchy, şirul este convergent.  
 
 

□ Să se arate că şirul următor este divergent: 
 
                   1 1 11

2 3na
n

= + + + +…  
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Arătăm că nu este satisfăcut criteriul Cauchy pentru 1
2

ε =  şi p n= .  Într-adevăr ar trebui 

să existe un ( )N ε  a.î. ( )n N ε∀ >  să avem: 

                                                       2
1
2n na a− <  

Dar,          2
1 1 1 1 1 1

1 2 1 2n na a
n n n n n n n n

− = + + + = + + + >
+ + + + + +

… …  

                               1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

n
n n n n

> + + + = ⋅ =…  

 
Atunci şirul este divergent. 
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