4.6 Teoreme fundamentale pentru integrala definita

Exemplu de calcul al integralei definite cu definitia:
f (x) =x? o integram pe intervalul [O,b]

Consideram partitia:
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Teorema de medie: Fie f(x) o functie continud pe un interval inchis [a,b]. Atunci,

exista cel putin un punct ¢ €[a,b] astfel incat

b

J.f(x)dx=(b—a)f(c), cela,b] (13)

a

Interpretare geometrica:
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Figura 4.3



Pe graficul functiei continue y = f(x), existd punctul C(c, f(c)), astfel incat ariile 4Bba si
MNba sunt egale.
b

5 I f (x)dx se numeste valoare medie a functiei f (x)
-a

Numarul M(f(x)) =
pe [a,b].
Exemplu: Calculati valoarea medie a functiei f (x)=sinx pe [0,7].
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Fie f (x) o functie continud pe un interval inchis [a,b]. Integrala definitd nu

depinde de variabila de integrare:
b

If(x)dxzjjf(t)dt

a

Consideram un punct arbitrar x € [a, b] si construim o noud functie:

F(x)=[f(¢)dt (14)

a

Aceasta este definita Vx e[a,b], deoarece dacd existd integrala lui f(x) pe

[a,b] , exista si integrala lui f(x) pe [a,x] pentru Vx e[a,b].

Prima teoremia fundamentala de calcul: Fie f (x) o functie continud pe un interval

inchis [a,b]. Atunci, functia F(x)= j f(¢)dt este derivabila in orice punct x €[a,b] si

a

F'(x)=f(x). Cu alte cuvinte, derivata integralei definite in raport cu limita sa

superioara este egalad cu valoarea integrandului in punctul limita superioara a integralei.

U f(t)a’tj _f(x), Vxe[ab] (15)

Demonstratie: Fie Ax#0, astfel Incat x+Axe[a,b]. Cresterea corespunzatoare a

functiei este:



X+Ax X

AF =F (x+Ax)-F(x)= I f(t)dt—jf(t)dt

a x+ix x+ix teorema de medie
[r@)di+ [ r(@de= [ 7" (v Ax—x) £ (x+0x)
%:f(xwm), 0 <[0,1]
F'(x)=lim AF f(x) datoritd continuitatii lui f (x)
Ax—0 Ax

Exemple:
Ulnta’tj =Inx
1

Exemple de functii interesante:
O Functia eroare din statistica:

def
erf x 2 J‘ ~dr

lim erf (x) =1

O Functiile Fresnel din optica:

A doua teoremi fundamentald de calcul: Fie f(x) o functie continud pe un interval
inchis [a,b]. Atunci, f(x) are o primitiva pe [a,b] si in consecintd f(x) are integrala

nedefinita.

Demonstratie: Deoarece f(x) este continud pe [a,b], existd functia F(x _[ f(t)dt,

Vxe[a,b], cu F'(x)=f(x), Vxe[a,b]. Deci, F(x) este o primitivd a lui f( ) pe

[a,b]. Integrala nedefinita a functiei f(x) pe [a,b] poate fi reprezentatd in forma:



jf(x)dx=jf(r)dt+c (16)

Teorema Newton-Leibniz: Fie f(x) o functie continua pe un interval inchis [a,b] si
fie F(x) o primitiva a lui f(x) pe [a,b] , atunci:
b

[ £ (x)dx=F(b)-F(a) (17)

a

Demonstratie:

X

Fie @(x)zjf(t)dt, xe[a,b]

®(x) este o primitivd pentru f(x) = ®(x)=F(x)+C
f(t)dt =F(x)+C, Vx e [a,b]

XxX=a

f(t)dt=F(a)+C = C=-F(a)
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v=b = [ £(t)di=F(b)-F(a)

t—>x = If(x)dsz(b)—F(a)

Exemple:

. T
sin x dx = —cosx|0 =—cosmw—(—cos0)=2

O e N



Figura4.4 f(x)=sinx

2

. 4
J‘ sinx dx = —cosx|0 =—cos2zw —(—cos0)=0
0

Observatie: Integrala reprezinta suma ariilor de sub curbd, deasupra axei Ox, minus ariile
de sub axa Ox.

Figura 6.5 f(x)=sinx

Integrarea prin substitutie

b
Consideram integrala j f (x)a’x in care f(x) este continud pe [a,b] si fie

x = ¢(t) . Presupunem ca ¢(¢) satisface conditiile:
O () ia valori intre a si b atunci cand ¢ variazd pe[a, 8] al. p(a)=a §i o(B)=b.
O ¢'(r) este continud pe [a,f].

Atunci:
b

If(X)dX=ff[¢(t)]¢’(t)dt (18)

a



Exemple:
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Uneori este convenabil sa folosim substitutia =y (x) in loc de x=g(7) .
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Observatie: Fie f(x) o functie integrabild pe un interval inchis simetric [-a,a] cu a>0.
Atunci:

a

T 2| f(x)dx, daca f(x) estepara
J.f(x)dxz Z!'() ()

0, daca f (x) este impara

Exemplu:

w

-3 COS X . .. -
J sin"x e dx =0 deoarece integrandul este functie impara
-

Integrarea prin parti

Fie functiile u(x) si v(x) cu derivate u'(x) si v/(x) continue pe [a,b]. Atunci are loc:

b b
ju dv:u~v|i—jvdu (19)
Exemple:
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Integrale improprii

Pand acum domeniul de integrare al unei functii era un interval marginit.

Anumite aplicatii din fizica duc la integrarea unor functii pe domenii nemarginite.

Definitie: O integrala improprie, definita prin

J-f dx—hmjf

b—+o

se spune ca este convergenta daca limita exista si divergenta daca limita nu exista.

Exemple
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1) Integrala improprie 32 convergesi este egala cu 5
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2) Integrala improprie J.cosx dx este divergenta.
0
Intr-adevir,
+00 b
I cosx dx= lim |cosx dx= lim sinxf) = lim sins  limitad ce nu exista.
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