Cap IV Calcul integral

4.1 Integrala nedefinita

Definitie: O functie F(x) este o primitivd a functiei f(x) pe intervalul (a,b), dacd F(x)
este diferentiabili in oricare punct din (a,b) si F'(x)=f(x) sau echivalent

dF(x)=

F(x)dx , Vxe(a,b) .

Exemple:

CD(x) =

1) F(x)=arcsinx este o primitiva a functiei

flx)= ! = pe intervalul (- 1,+1).
I-x

Intr-adevar,
' 1

F'(x)= (arcsinx) = N

X

, a>0, a=#1 este o primitiva a functiei

2) F(x)=-2

Ina
f(x)=a" pe intervalul (—oo,4+0).

Intr-adevar,

!

F'(x)z( a’ j _ a‘lna .

Ina Ina

Daci F(x) este o primitiva a functiei f(x) pe intervalul (a,b), atunci si

F(x)+C este o primitivid a functiei f(x) pe intervalul (a,b).

Definitie: Multimea tuturor primitivelor unei functii f (x) pe (a,b) se numeste integrala

nedefinitd a functiei f(x) pe intervalul (a,b) si se noteaza:

j f(x)dx  cu x=variabila de integrare.
[ —

element de integrare

Daci F(x) este una din primitivele functiei f(x) pe intervalul (a,b), atunci:

_[f(x)dx =F(x)+C, C= constanta



Observatie: Daci f(x) este o functie continui pe intervalul (a,b), atunci
functia admite primitive pe intervalul (a,b) si in consecintad are integrala nedefinitd pe

(a,b).

Proprietitile integralei nedefinite:

L d([ £(x)dx)= f(x)dx

Intr-adevar, d([ f(x)dx)=d(F(x)+ C)=dF(x)= F'(x)dx = f(x)dx

2. ([ ) = £()

Intr-adevar, relatia are loc dacd avem in vedere definitia diferentialei.

3. [dF(x)=F(x)+C

Intr-adevar, IdF (x)= IF "(x)dx = I f(x)dx=F(x)+C
4. [Af(x)dx = A f(x)dx,  A=ct. 4%0

5. (<)% ae)hte = [ (ckis [l

6. | (ZAk fk(x)de:ZAk [£i()dx, 4, =ct.

Integralele nedefinite ale functiilor elementare

a+l

X

1. Ix“dx: +C, a#+-1,x>0

a+1

2. j@=1n|x|+c, x#0
X



X

3. Iaxdx:a—+C, a>0,a=1
Ina
J.exdx:ex+C
4. Isinxdx=—cosx+C
5. jcosxdx:sinx+C
dx
6. j ——=—cigx+C, x#nr, n=0,£1,12,...
sin” x
dx V4
7. I —=tgx+C, x#—+nr, n=0x1£2,...
cos” x 2
8. IL:arcsinx+C, xe(—1,+1)
V1-x?
9. —arcsm +C xe(—a,+a)

[

+C , semnul (-) cere |x| > |a|

dx
10. J‘ﬁ = ln‘x

dx
11. I1+x2 =arctg x+C

12. I%zlarctgzﬁt(f, a#0
a +x° a a

a
+C, a#0
x+a

dx 1 X
13. =—1n
J-)c —a* 2a

Observatie: Operatiile de diferentiere si integrare sunt diferite. Subliniem ca diferentiind
functii elementare totdeauna obtinem functii elementare, in timp ce integrand functii
elementare nu vom putea reprezenta totdeauna integralele nedefinite ale acestora in
multimea functiilor elementare. De exemplu, integralele urmatoare nu pot fi reprezentate
in multimea functiilor elementare desi datoritd continuitatii functiilor de sub integrala,
aceste integrale nedefinite exista.



J.e')‘2 dx Jsin x’dx Jcos x’dx

J-smx J.COSde, x#0 J.li—x, x>0, x=1
x x

a) Integrale care se reduc la integrarea functiilor elementare

Exemple:

1) j( ——] dx = I(x —2+— :——2x+—2+C—I4—2x—%+C
1+x 1+2x+x (1+x2)+2x B

2) J'x +x I 1+x I x(1+x2) e =

1
_j(x - ]d j 2jl+x2dx—ln|x|+2arctgx+C

3) jﬂdpj[z[a +3(§j’“]dx2£5éj +3£‘E% +C

b) Metoda substitutiei

Calculam integrala nedefinita .[ f dx a unei functii continue f ( ) Presupunem ca

existd o functie x=¢(¢) cu derivatd continuad ¢'(¢) si functie inversd ¢ =y (x). Atunci

putem sa scriem:

[£(x)ax=[1(o(t))9 (¢)at

Desigur, substituind in rezultatul acestei integrale in variabila z, pe ¢ cu t=l//(x),

obtinem rezultatul in variabila initiala x .



Exemplu:

I dx
(x+2)\/m

Consideram: x=¢*—1
dx =2t dt

t=~/x+1
Atunci,

dc ¢ 2udt ¢ odt
J.(x+2)\/x+1 _J.(t2+l)t_2_[t2+1—2arctgt+C

Cu substitutia t =+/x+1, obtinem:

J(za)l—\/_l =2arctg Nx+1+C
X+

Observatie: Presupunem ci in integrala j f(x)dx elementul de integrare f (x)dx

admite o reprezentare de forma:
f(x)dx=g|w(x)]v'(x)
S (x)dv=g[y(x)]d[y(x)]
Dacd g(t) este usor integrabila, atunci
[g(t)dt=F(t)+C=F(y(x))+C
Exemple:

2,\: _ 2*){
1 dx
) J. 25 4+27F

Consideram =2"+2"", t>0

dt = (2* In2-27" ln2)dx



1n(2*+2-X)
X = = Int+C=———~
25427 In2Y ¢+ In2 In2

Iz—z oo Lopdi_ 1 iC

2) | A

Consideram ¢ =+/e* +1 e =t*-1

J.%dxzjex%dx:j(tz ~1)2d =2j(r2 ~1)dt =
e+ e+

3
—o| L +C=g(ex+1)3/2—2 ¢ +14C=
3 3

:%x/eul(ex +1—3)+C:§(ex—2)\/e" +1+C

¢) Integrarea prin parti

Fie functiile u(x) si v(x) cu derivate u'(x) si v'(x) continue. Atunci are loc:

ju(x)v'(x)a’x zu(x)v(x)—_[v(x)u'(x)dx+C
- Iu dv:u-v—Ivdu+C

deoarece V'(x)dx=dv si u'(x)dx=du.

Exemple:

1) J(2—3x)cosx dx
u=2-3x dv =cosx dx
du=-3dx v =sinx

J.(2—3x)cosx dx=(2—3x)sinx+J.3sinx dx=(2-3x)sinx-3cosx+C

2) J.lnx dx

u=Inx dv=dx



duzla’x v=x
X

Ilnx dx:xlnx—jdx:xlnx—x-i-C

3) J\/az —x’dx,

x| <a]

Consideram u=+a*-x* dv =dx

X
du=-— —
a —x

dx v=x

dx+C

2
a’ —x*de=x\Ja’ -x* + al
I e e

2 (2 2
J.\/az—xzdx:xx/a2 —x’ +I%€lx+c

dx
J. az—xzdx:x\/az—x2+a2j —I\/az—xzdx+C
Na® = x*

X
ZI\/az —x*dx=x\a*—x* +a*arcsin=+C
a

2
x a X
J\/az —x*dx=2+a* —x* + —arcsin=+C

2 2 a
4) J.x22xdx
u=x" dv=2"dx
du=2x dx V= 2
In2
2 X
jx22"dx:x 2 —i x2"dx
In2 In2
U=x dv=2"dx
du =dx V= 2
In2

2 x x
IxZZde:x 2 - 2 [x:2 - ! j2xdx
In2 In2\ In2 In2



X225 2 | x-2" 2F
= - - = |+C
2 n2{ In2 (in2)

5) J-e“"cosﬂxdx, a#0, f#0

Consideram u=e* dv =cos fx dx
sin Bx
du=ae" dx V= T’B

1 . o .
e” cos fx dx =—e" sin fx—— | ™" sin Bxdx
J 5 il

u=e* dv =sin fx dx
du = ae”dx A ,SBﬂ al

1 al 1 a
e”* cos fx dx =—e"" sin fx— —[——e‘” cos fx+—|e™ cos ﬂxdxj
I p B P B I

2
a 1 a
1+— || e™ cos fx dx =—e™" sin fx+—e“" cos fx
( s jj B s

ax

Ie“x cos fx dx = (a cosﬁx+ﬂsinﬂx)+C

a’+ p

Urmeaza cateva paragrafe facultative referitoare la calcularea integralelor nedefinite.

4.2 Integrarea functiilor rationale (facultativ)

Cea mai simpla functie rationald este un polinom de gradul # :
0,(x)=ax" +ax"" +...+a, x+a,

unde a, #0 si q,,q,,...,a, eR.

Un numar b este radacina pentru polinom < Q, (b) =0.



Observatie: Orice polinom real O, (x) poate fi descompus in factori in mod unic.

Factorii sunt polinoame liniare x — b si polinoame pitratice x* + px + ¢, in care p, g sunt

coeficienti reali si fiecare polinom patratic este ireductibil la polinoame liniare, deoarece
nu are radacini reale.

0,(x)=a,(x=a) (x=b)' (=1 (" + pxr+q, ) (" + px+q. )"

unde exponentii «, f,...,4, 4,,..., 44, sunt numere naturale si are loc:

s

a+ B+ A2+ )=n

Dacd a =1, radacina a se numeste simpla.
Dacd a > 2, rddacina a se numeste multipla.

In general, o functie rationala reala f (x), este raportul a doua polinoame reale
care nu au nici un factor comun.

O functie rationald se numeste proprie daca numadrdtorul P, (x) are gradul mai

mic decat numitorul Q,(x), adicd m < n.

Dacd m > n, In urma unei Tmpartiri, functia f (x) poate fi reprezentata astfel:

=G0 5.
unde R, (x) si P(x) sunt polinoame reale, iar 5 ((xx)) este functie rationala proprie.
Functiile rationale simple sunt functiile rationale proprii de forma:
A A Mx+ N . Mx+ N
x—a’ (v—al Faprtqd (¥ +prrq)

unde 4,M,N,a,p,geR , k=2 numar natural. Polinomul patratic xt+ px+g nu are

radicini reale, p° —4¢ <0.

P,(x)
0,(x)

Teorema: Fie functia rationala reala proprie f (x) = si fie

0,(x)=ay(x=a) (x=b) -(x=1) (" + px+q, )" (" + px+q. ).



Atunci, f (x) se descompune in mod unic intr-o suma de functii rationale simple:

A
+ +...+ —+
0,(x) x-a (x-af (x—a)’
Bl Bz Bﬂ
+ +...+ +
x=b (x-b) (x=5)"
M1x+N1 M2X+N2 Mysx—’_Nys

X'+ pxtq, (x2 +psx+qs)2 o

s By,

(x2 +px+q, )HJ
unde 4,4,,...,4,,B,,B,

M,,N,,M,,N,,....M,,N, eR si nu sunt toate nule.

Pentru a determina coeficientii de la numardtorii fractiilor rationale simple,
inmultim relatia precedentd cu Q,(x) si aplicdim metoda identificdrii coeficientilor
puterilor egale a lui x in relatia astfel obtinuta. Se obtine un sistem liniar Tn necunoscutele
A, A,...,A, BB,

s By M N ,M,,N,,...M, N, .

Exemple:
1. Descompuneti in functii rationale simple functia rationala:

f(x)— 3x7 —6x+2

x> =3x% +2x

X =3x? +2x=x(x2—3x+2)=x(x—l)(x—2)

3x*-6x+2 A B C
3 2 =—+ +
x =3x"+2x x x-1 x-2

3x2—6x+2:A(x—l)(x—2)+Bx(x—2)+Cx(x—l)
3x2—6x+2:A(x2—3x+2)+B(x2—2x)+C(x2—x)
x: 3=4A+B+C

—-6=-34-2B-C

x : 2=24

= A=B=C=1

10



2
fr)e3E6xe2 11 1

-3 42x x x—1 x-=2

2. Descompuneti in functii rationale simple functia rationala:

X +3x+1
x =
f( ) X 4+3xt +3x° + X7

X 4+3x" +3x° + 47 :)cz(x3+3xz+3’)c+1):)c2()c—i-l)3

X 4+3x+1 4 4 B B B,

=1+ 2+ + +

433+ x X x4+l (x+1)2 (x+1)3
43041 = Ax(x+1) + 4, (x 1) + B? (x+1) + Byx® (x+1) + By

x3+3x+1:A1(x4+3x3+3x2+x)+A2 (x3+3x2 +3x+1)+B1 (x4+2x3+x2)+32(x3+x2)+33x2

S~

x': 0=4+5

x*: 1=34,+4,+2B +B,
x*: 0=34,+34,+B +B,+B,
x': 3=4,+34,

X’ 1=4,

3. Descompuneti in functii rationale simple functia rationala:

_ X Hx’+1

/(%) 7
(xz +1)

x*+x’+1 M x+N, L Myx+N,

(x2 +1)2 X+l (x2 +1)2

¥ 4xt+1 =(M1x+Nl)(x2 +1)+M2x+N2

¥ +x+1=Mx +Mx+Nx*+N,+M,x+N,

x: 1=M,
X" 1=N,
X : 0=M+M,

11



1.

J

Integrarea functiilor rationale simple

IAdx
X—

t

a

=X—da

dt = dx

A

X—a

2
X

J‘ Mx+ N

dx:Aj%=A1n|t|=A1n|x—a|+c

dx
+ px+gq

2 2 2
Capitg=|x 2L+ 2 |+g-| 2] =[x+L]| +|q-
pxrq > 5 q ) 5 q

2

p

Notatie: a=,/g ——

Substitutie: ¢ =x+

4

P
2

12



dt = dx
xz+px+q:t2+a2

xzt—£

Mx+ N M@_Q}“] tdt M, dt
[ g dr =M +( ‘TPJLZMZ

go:t2+a2
do = 2tdt
M M, M Mp 1
:_J-d_¢+ ——pj zdt 5 :—ln(t2+a2)+ N-ZP —arcz‘gi
2 ¢ 2 ft +a 2 2 )a a
M 2N —-Mp 2x+p
:—ln(x2 +px+q)+—arctg—+C
2 Vaq-p’ Vaq-p’
Exemplu:
2—x
I e®
x°+4x+6
X4 dx+6=x> +dx+4+2=(x+2) +2
t=x+2
dt =dx
2-x 2-(1-2) 1 2t
dx = dt =4 i dt
-[x2+4x+6 ! -[ 42 -[12+2 ZJ‘t2+2
= 4Larctgi—lln(t2 +2)+C = 2\/§arctgx—+2—lln(x2 +4x+6)+C
V2 22 V22
M:
4 [N g k22
(x2+px+q)
Substitutie: t:x+§
dt = dx
x2+px+q:t2+a2
x:t—£
2
not _p_z
a=,lq 2

13



J( Mx+N I (_2j dt:Mj tdt +(N_ijj(t dt

x° +px+q)k (12 +a2)k (t2 +a2)k 2 +a2)
Q= t* +a’
do =2tdt

_Mide ([ Mpy _dt _ M _Mp
) 2I¢k+(N 2JIQZ+aﬁk 2@—kﬁ2+aﬁbl+(N 2jh

Am notat cu /, integrala:

I-] :_Iug

(t +a’ t +a
—L‘[ a1 ¢ t-2udt 1 —Ljﬂ
_a2 (l‘2+a2)k71 2a2 (t2+a2)k_a2 k-1 22 (12+a2)k
2tdt
=1 dv:
‘ (t2+a2)k
—k+1
du—dt v:ﬂ
- —k+1
1 1 / 1
[k :a_z k*l_g (l—k)(lz+a2)k71 +k_1]k71
! 2k-3 _
1, = It | q )
k) ey 2 (ko) ST
I = J.tzita =—arctg +C
t 1 y | )
I = wlic
j(t +a) (t2+a2)+2a2 b2 (t2+a2)+2a3arcga+
Exemplu:
+1
J‘%dx
(x*—4x+5)

14



X —dx+5=x" —dx+d+1=(x-2)" +1

t=x-2
dt =dx
t+3 2tdt dt 1 1
T = 3 S 31
J.(tz+l) j t +1) " '[(t2+1)2 2t2+1Jr :

1=J‘ dt =J‘t2+l—t =_[ __J~ 2tdt
Cl ) T (pay Yo

w1 dv = 2tdt2
2
(t +l)
1
du = dt v=—=
t“+1

1 t dt 1 t
I, = arcigt ——| —— +I > =—arctgt+ ——+C
20 241 44 +1) 2 2(;2+1)

t+3 11 1 t
Imdt:—512+1+3 Earctgﬂrm +C

Se revine la variabila x cu ajutorul substitutiei.
Observatie: Integrala nedefinitd a unei functii rationale totdeauna exista pe intervalele in

care numitorul Q, (x) aste nenul, si se exprimd cu ajutorul unui numar finit de functii

elementare, anume o sumd algebrica care are ca termeni numai polinoame, functii
rationale proprii, functii logaritmice si arctangente.

4.3 Intergarea functiilor irationale(facultativ)

Consideram functii de mai multe variabile u,u,,...,u, . Astfel, fie

R(uy,u,,...,u, ) o functie reprezentata astfel:
P (ul,uz,...,uk)
0, (ul,uz,...,uk)

R(ul,uz,...,uk)z

15



unde P, (u;,u,,...,u, ) si O, (u,,u,,...,u, ) sunt polinoame de gradul m si respectiv 7 in
u,u,,...,u, . Acesta functie este una rationala in u,,u,,...,u, . In caz contrar, functia este
irationala.

Exemple:
_ 2 2
) P (”1 a”z) = Ay + Aguy + Ay, + Ayguy + Ay + Agyuy
este polinom de gradul doi in variabilele u,,u, In care coeficientii sunt numere reale si
2 2 2
Ay + A5+ A4, #0.

x* 42y +xy
D Sl =T E

este functie rationald in variabilele x,y deoarece este raport de doud polinoame
P3(x,y):x2 +2y° +xy si O, (x,y)zx+x3y2 +1.

3) f(x,y) \/x2+xy+3

=———— este functie irationala.
xX+y

Presupunem ca variabilele u,,u,,...,u, sunt functii de o variabila x, adica
u, =f1(x), u, :f2(x), e U, :fk(x)

Atunci functia R[f1 (x),fz(x),...,fk(x)] este o functie rationald in functiile f,(x),
fH(x), s fi(x).

Exemple:
XA+ x+1

1 -
) S (3) x+143x +x+1

este functie rationald in x si Vx* +x+1, adica f(x)= R(x, VX X+ 1) .
3 Inx++/x*+1

2+sinx

2) f(x)

este irationald in x si vx” +1 dar este functie rationald in Inx, vx°+1 si sinx, adicd

f(x)=R(lnx,\/m,sinx).

16



Observatie: Nu toate integralele functiilor irationale admit reprezentdri in multimea
functiilor elementare. De exemplu, integralele

IJ(l_xz)(l_W) * J.\/(l—xz)(l—kzxz)

numite integrale eliptice nu pot fi exprimate in multimea functiilor elementare.

ke(O,l)

Prin substitutii potrivite anumite integrale ale functiilor irationale pot fi transformate in
integrarea functiilor rationale. In cele ce urmeaza, ne ocupam de astfel de integrale.

ax+b - . D -
1) J.R{x, m / p, de , unde m>2 este numdr natural s§i coeficientii respectd
cx+

ad —bc # 0. Substitutia recomandata este

- ax+b
Nex+d
Exemple:
_[ 2x-3  dx 2x-3
4 t=4
2x+3 (2x+3)2 V2x+3
2x-3
t* =3 (2x+3)=2x-3  2x(1-)=3(1+1")
x:%1+t: dx_%4t3(124)+4)t:’(1+14)dt dx:( 12t3)2 y
=1 1-7* 1-7*
_ 3
J'4§;C+§ zdx32:J‘t 14 : 12t42dt
\ (2x+3) [231+z4+3J (1-¢%)
21—t
5
:It ! 212t3dt=ljt4dt=li+czi£4 2x_3] +C
32(1+t4+1—t4) 3 35 I5{V2x+3

dx _ify
b. j—é/;(%/;h/;) t=Rlx

PE. TIPSR M NEINP S /o RPN O AT

17



dx 12¢"dt t* 5 1 ]d
= =12 dr=12{| £ -1+ ¢
J%(%/;+J;) Jt3(t“+z") j1+t2 I( 147
3 12/ 3
=12[%—t+arctg tJ+C:12£T\/x_—12x+arctg12xJ+C

2) jR(x,\/axz +bx+c)dx
i) Dacid a >0 substitutia recomandati este ¢ =+/ax’ +bx+c + Jax
In cazul

2
t:\/ax2+bx+c+\/2x = (t—x/Zx) —ax’ +bx+c

s —Zt\/5x+ax2 =ax’+bx+c

s —2tx/2x:bx+c
2
t*—c

X =
2t\/a_+b

:2t(2tx/5+b)—(t22—c)2x/5dt 2 a+2tb+22cJZdt
(2t¢2+b) (Zt\/;+b)

dx

2 _ 2 _ 2 2
Jax +bx+c=t—Jax=t-+a r—c =2t a+bt—at +c\/;:t a+bt+ca
2t\Ja +b 2tla +b 2Ja+b

IR P —c  a+bt+eda \205a +2th+2ca
2Ja+b” 2ta+b (th+bf

dt=[R(t)dt=F(t)+C
Exemple:
1
e
t=vx’+a’ +x t—x=+x"+a’ (t-x) =x*+a’

dx:ln(x+\/x2+a2)+C

?-2x=a’

18



?—a
x:
2t
202t (1> —a?)2 282 490> 2ol
dx = (2 ) di="""%a="""dr
4t 4t 2t
2 2 tz—Otz t2+6‘(2
X +a =t- =
2t 2t

1 1 2+d’ 1
e [ e = [t =l a7 e

2t

Temii: de=Inlx+Vx*—a’|+C

1
=

i1) Dacd ax*+bx+c are doud radicimi reale distincte x;, x», atunci substitutia
recomandata este

Nax’ +bx+c :(x—xl)t
sau \/ax2+bx+c:(x—x2)t

In cazul
\/ax2+bx+c=(x—xl)t
a(x—xl)(x—xz)=(x—x1)2t2 a(x—x2)=(x—xl)t2
I
e 2tx, (t2 —a)—(x112 —ax2)2t e 2ta(x2 _xl)dt
(2 —a)2 (7 —a)2
/—ax2+bx+c= xltz—ax2 . t=xltz—axz—t2x1+ax1tza(xl—xz)
t’—a : t’—a ' —a
I - 2ta(x, - x;)
\/7) _ Xt —ax a(xl xz) 2 XN _
IR(x, ax® +bx+c |dx IR ltz—az’ P (ﬁ_a)z dt IRl(t)dt

19



4.4 Integrarea functiilor trigonometrice(facultativ)

1) J.R(sin X, €08 x ) dx

_ 5 x . <
Substitutia recomandata este: t=tg5, xe(—;r,;r) si integrala datd se reduce la

integrarea unei functii rationale.

X X X
2sin—cos — 2tg — 2
sinx = x2 2x = 2x =1
sin® ~4cos’ = 1+tg’ +
2 2 2
X . ,X X
cos’ = —sin® = 1-tg’ = 2
2 2 _1-t
cosSX = B o= T
cos’ St sin® = 1+1g’ 5 +

dt

x=2arctgt dx=2—
1+1¢

. 2t 1-£) 2
IR(Slnx,cosx)dx=jR(1+t2 ’1+t2]1+t2 dt=IR1(t)dt

Exemplu:

I 'dx t:tgi x=2arctgt dx=2 lzdt
sin x 2 1+1¢

J' dx J'1+t2 2dt dt LC

X
= . =|—=|{+C=Inltg—
sin x 2t 144 t || g2

In continuare, listam trei tipuri de integrale ce pot fi rezolvate cu substitutii mai simple.

a) jR(sin x)cos x dx

t=sinx
dt =cosx dx

IR (sinx)cos xdx = J.R (¢)dt
Exemplu:
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Ccos X dt 1 t 1 sin x
dx = =—arcte—+C =—arct +C
-[ J- g2 2 g( 2 )

4 +sin’ x 44 2
b)
JR(cosx)sinxdx
t=cosx
dt =—sinx dx
jR(cosx)sin xdx = —jR(t)dt
Exemplu:
j&dx:— i:—1n|2+t|+C:—ln(2+cosx)+C
2+cosx 2+t

c) j R(sin X,COS x)dx unde functia de sub integrald implicd numai puteri pare in sinx si

COSX.
1=1gx
. sin’ x tg’x t*
sin” x = —— —= —= 5
sin“x+cos"x l+tg'x 1+t
) cos’ x 1 1
Cos” X =—— ——= —= 5
cos"x+sin“x 14+#g°x 1+¢
1
x=arctgt dx = S-dt
1+1¢
. 1 1
JR(smx,cosx)dx:jR ~— - a?t:J.R1 (¢)dt
I+ 1+¢° )1+t
Exemplu:
J. dx 1=1gx
sin® x +4cos” x +2
1
x=arctg t dx = S-dt
1+1¢
2
sin’ x =—— cos’ x =——
1+1¢ 1+1¢

dx 1 1 dt
J. -2 2 :I 2 2dt:_[
sin> x+4cos” x+2 t 1 1+¢ t2+4+2(1+t2)
AN S
1+¢ 1+¢
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—I dt —lJ. dt _ ! arctgL+C
32+6 33242 32 V2

2) J.sin“x cos’ xdx , a,feR

Consideram doua cazuri:

a) o sau f este numar pozitiv impar. De exemplu, f =2k +1, cu k >0 intreg.

. . k . . k
Jsm“ x cos* x dx = Ism" x(cos2 x) cosx dx= Ism" x(l —sin? x) cos x dx
t=sinx
dt =cosx dx

k
Isin“ x cos™ x dx = jt”‘ (1 —tz) dt
Aplicam teorema binomiald si obtinem functii putere usor integrabile.

Exemple:

. . . . 2
1) Ismzx cossxdx:Is1n2x cos’ x cosx a?x:jsmzx(l—sm2 x) cos x dx

t=sinx dt =cos x dx

jsinzx cos® x alxzjt2 (l—tz)za’tzj(t2 —26* 4+ Yt =

3 57
t ot 1. 2 . 1 .
:——2—+—+C:—sm3x——s1n5x+7sm7x+C

3 5 7
sin® x . l—cos’x .
2) j dx j * sinx dxzj—2s1nx dx
cos’ x cos’ x cos” x
t=cosx dt =—sinx dx
- .3 2
sin” x 1—¢ 1 1
I 5 dx:—j 5 dtzj l-— |dt=t+-+C=cosx+ +C
Ccos” x t t t CcOSX

J— 1 2
3) ICOS X g J«l SIN" X v d

\/sin x \/sin x

t=sinx dt =cosx dx
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5

1
5 2 1 3 2 2
:75 xdx=J.1\/E _[[t 2_tz}'t t___+C 2+/sin ——\/sm x+C
sin x t

15
2 2
b) o si B sunt numere pozitive pare, ¢ =2m [ =2n, mneN

Manipulam functia de sub integrala aplicind formulele trigonometrice:

. l—cos2x 5 1+cos2x
sin X:T cos X:T pentru m#n

sin xcos x = 5 sin 2x pentru m=n

O m#n

jsinzm xcos™ x dx = I(Sinz x)m (0052 x)n dx =I 17cos2x |7 1+cos2x dx =
2 2
1
- 2Wl+7‘l
Aplicim teorema binomiald factorilor (1-cos2x)” §i  (I+cos2x)’, inmultim

I(l —cos Zx)m (1+cos 2x)n dx

polinoamele astfel obtinute si ajungem la integrale din puteri pare sau impare de
cos2x . Termenilor cu puteri impare n cos2x, le aplicdm tehnica precedentd, iar
termenilor cu puteri pare in cos2x, le aplicam iar:

1+cos4x

2
Continuam procedeul pana cand ajungem la integrale de forma jcos/oc dx .

cos’2x =

O m=n

2n
. ) n 1 . 1 .
Ismzn xcos? x dx = I(smxcos x)2 dx = -[(5 sin 2xj dx =4TIs1n2" 2 xdx

- i.[(sin2 2 de = (ﬂj dy = = ij(l —cos4x)" dx
4!1 4)1 2 8}1

Se aplica teorema binomiala etc.
Exemple:

2
jsinz reos® x dx:J‘I—COSZX(1+COSZX

1 2
5 5 ] dx—g'[(l—coszyc)(l+cos2x) dx

:l 1—cos2x)(1+2cos2x +cos® 2x ) dx
8
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J.(l+2c052x+cos 2x —cos 2x —2cos> 2x — CoS 2x)d
J'(1+cos2x cos 2x —cos 2x)d

1 +cos4x

J- 1+cos2x (1—sin2 2x)0052x} dx

:—J‘ l—lcos4x+sin2 2xcos2x |dx
8J 2 2

J.sin2 xcos? xdx = I(Sinxcos x)2 dx = lJ.Sinz 2xdx = lJ. 1-cos4x dx
4 4 2
=l x—lsin4x +C
s\ 4
3) Isinaxcos,b’xdx, J-cosaxcos,b’xdx, Isinaxsin,b’xdx, a#p

Pentru a calcula aceste integrale sunt utile urmatoarele identitati trigonometrice:

sin arx cos fBx :%[sin(a+ﬂ)x+sin(a—ﬁ)x]

cos axcos Bx =%[cos(a+,8)x+cos(a—ﬂ)x}

sin arxsin fx :%[cos(a—ﬁ)x—cos(oﬁﬁ)x]

De exemplu,

+C

J.sinaxcos/i’x dx:%J.[sin(a+ﬂ)x+sin(a—,b’)x}dx :l{_ cos(a+f)x ~ cos(a—f)x

2 a+pf a-p
Icos3xcosx dx :%J'[cos@+1)x+cos(3—1)x}dx :%I(cos4x+0052x)dx

:l lsin4x+lsin2x +C:lsin4x+lsin2x+C
214 2 8 4
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4.5 Integrala definita

Fie f(x) o functie definitd pe un interval inchis [a,5] si fie

a=Xxy<X <X, <..<X_, <X ..<x,=b (1)

n

o partitie pe [a,b]. Aceasta partitie imparte intervalul [a,5] in n subintervale.
Fie Ax, =x, —x,_, >0 lungimea subintervalului k£ si fie & un punct arbitrar din

subintervalul k. In aceastd manierd construim o multime de puncte intermediare
£,6,,...,&, asociate partitiei date.

Definitie: Fiind datad o partitie pe [a,6] si o multime de puncte intermediare pe aceastd
partitie putem evalua suma:

n

Sn :f(él)Axl +f(§2)Ax2+...+f(§n)Axn :Zf(é:k)Axk (2)

k=1

unde f(&,) este valoarea lui f(x) in punctual intermediar & e[x, ,,x,]. Aceastd suma o
numim suma integrald Riemann pentru f(x) determinatd de partitia datd pe [a,b] si de

punctele intermediare alese. Geometric, S, reprezintd o arie.

v
]
T r/m
.
o o
LERE: T e
= - ! I
aeTT AL
/AR il

© TN N X X Xy ox b=x, X

Figura 4.1

Observatie: Suma Riemann depinde de modul de impartire al intervalului [a,5] in
subintervale [x, ,,x,] si de alegerea punctelor intermediare ¢, 1n aceste subintervale.

Fie 2 cea mai mare lungime a subintervalelor [x,_.x], k=12,...,n, adica
A =max Ax, .

1<k<n
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Definitie: Spunem cd numdrul I este limita sumelor integrale ) /(& )Ax, atunci cand
k=1

A — 0, pentru f(x) pe [a,b], dacd Ve >0, existd un numdr §(¢)>0 astfel incat:

n

Zf(ék)Axk -1

k=1

<e 3)

pentru orice partitie pe [a,b] cu Ax, <&,k =1,2,...,n, adica pentru orice partitie cu 1 <45 si

pentru orice puncte intermediare &, , k=1,2,...,n alese. Notam:
I=1imY" £ (&)Ax, 4)
k=1

Daca limita existd, aceasta se numeste integrala definita sau integrala Riemann si se
noteaza:

not

12 [ f(x)dr=1im " £(&) A ©

a = limita inferioara

b= limita superioara

x = variabila de integrare
f(x)= integrand

f(x)dx= element de integrare

Important: Geometric, / reprezintd aria de sub graficul functiei f (x) .

Observatia 1: Integrala definitd rdmane neschimbatd dacd valoarea functiei f(x) se

modifica intr-un punct ¢ [a,b]. Adicd, dacd functia f(x) trece in functia

g(x) _ {f(x), Vx e [a,b]—{c}

A, xX=c

b b
unde, 4= f(c), atunci j f(x)dx= j g(x)dx. Aceastd proprietate riméane valabila si daca

f(x) este modificat intr-un numar finit de puncte din [q,5].

Observatia 2: In definitia integralei definite s-a considerat a <b. Includerea cazurilor
a=b si a>b se face considerand:

f(x)dx=0 pentru a=»5

f(x)dxz—_[f(x)dx pentru a>b

b

R C—— > Q&
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Exemplu: Calculati jdx
b n n n
[ = &i%;f(g’k)mk = 1}33%&,{ = 1}1}13%(@ —x)

zﬂlir})[(xl —x0)+(x2 —x1)+...(xn —xn_l)]:/lliirz)(xn —xo):}ii)r})(b—a):b—a

Teorema 1: Dacd o functie f (x) este integrabila (are integrala definitd) pe un interval

inchis [a,b] , atunci f(x) este marginita pe [a,b].
Remarca: O functie poate fi marginita pe [a,b] , dar sa nu fie integrabila pe [a,b].

Exemplu: Functia Dirichlet:

L xeQ
f(x)_{o, xeR-Q

este marginiti pe intervalul [0,1] deoarece | f (x)| <1 pentru Vx [0,1], dar 7 (x) nu este
integrabild pe [0,1].
Intr-adevir, suma integrala S = Z f (fk )Axk pentru orice sir rational de puncte

k=1
intermediare &, , k =1,...,n devine:

S, =kZ=;1-Axk =kz=;(xk—xk_l)=1—0:1

iar pentru orice sir irational de puncte intermediare este:

S =Z":o-mk =0

k=1

Atunci pentru orice 4 = maxAx, , oricat de mic, suma integrald S, este egala fie cu unu

1<k<n

fie cu zero. In aceast situatie S, nu are limita pentru 4 — 0, deci functia f(x) nu este

integrabila pe [0,1].

Teorema 2: Daci o functie f(x) este continu pe un interval inchis [a,b], atunci f(x)
este integrabila pe [a,b].

Exemplu: f (x) — e este continud pe [O,a], deci este integrabila pe [O,a], adica exista

integrala definita Ie"‘2 dx.
0
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Teorema 3: Daca o functie f (x) este monotond pe un interval Inchis [a,b], atunci f (x)
este integrabili pe [a,b].

Teorema 4: Daci functia f(x) este marginita pe intervalul inchis [a,b] si dacd f(x) are
un numadr finit de puncte de discontinuitate pe [a,b], atunci f (x) este integrabild pe
[a,b].

Exemplu:

este integrabild pe intervalul inchis [O,l], deoarece | f (x)|£1, Vxe[O,l], deci este

marginita pe [0,1] si functia are un singur punct de discontinuitate de speta a doua in
x=0.

Proprietati:
Presupunem toate functiile continue si deci integrabile pe un interval inchis [a,5].

1. Integrala definita depinde de limitele sale de integrare, inferioara si superioara,
de integrandul f (x) si este independenta de variabila de integrare:

[ ()= | £lekde = [ £kt ©
2. Liniaritate: ' ' '
j.Af(x)dx = Ai £(x)ax (7)
[0+ fu (o = [ (el + [ £ (ke ®
3. Aditivitate: ' ' 0
J 7ot = ek + ek o)

4. Monotonie: Fie f (x) s g(x) doud functii integrabile pe [a,b], pentru care are
loc relatia f(x)< g(x) pe [a,b], atunci:

b

[ £ < fg(x)dx (10)

a
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5. Daca f(x) este integrabila pe [a,b] atunci si functia ‘ f (x)‘ este integrabild

pe [a,b] si are loc inegalitatea:

b

.[f(x)dx

a

Sj“f(x)}dx (11)

6. Fie m si M minimul $i maximul lui f(x) pe [a,b] . Atunci:

b

m(b—a)<[f(x)dx<M(b-a) (12)
y
M| - < —-—1;
N
) S VRN :
o é 5';. X

Figura 4.2

2
Exemplu: Evaluati integrala I
0

dx
V10+6sinx

. 1 1
m= min =
OSxSZH\/10+6sinx \/10+6sinx N

1 1 1
M = max = Py
0sx<27 \/10+ 6sinx  /10+6sinx| 37z 2

Cu proprietatea 6 avem:
L2n- <1(2z-0)
4

7 dx 1
0) | ——==<
) ! \V10+6sin x 2(

%szfd—yz

x
W10+ 6sin x
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