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Cap IV Calcul integral 
 

4.1  Integrala nedefinită 
 
 
 
Definiţie: O funcţie ( )xF  este o primitivă  a funcţiei ( )xf  pe intervalul ( )ba, , dacă ( )xF  
este diferenţiabilă în oricare punct din ( )ba,  şi ( ) ( )xfxF =′  sau echivalent 

( ) ( )dxxfxdF = , ( )bax ,∈∀  . 
 
Exemple: 
                    1) ( ) xxF arcsin=   este o primitivă a funcţiei 

                   ( )
21

1
x

xf
−

=  pe intervalul ( )1,1 +− . 

Intr-adevăr, 

                   ( ) ( )
21

1arcsin
x

xxF
−

=′=′  

                   

        2)  ( )
a

axF
x

ln
= ,  0>a , 1≠a  este o primitivă a funcţiei 

                                  ( ) xaxf =  pe intervalul ( )+∞∞− , . 
Intr-adevăr, 

                                  ( ) x
xx

a
a

aa
a

axF ==
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′

ln
ln

ln
 

 
 
Dacă ( )xF  este o primitivă a funcţiei ( )xf  pe intervalul ( )ba, , atunci şi 

( ) ( ) CxFx +=Φ  este o primitivă  a funcţiei ( )xf  pe intervalul ( )ba, .  
 
Definiţie: Mulţimea tuturor primitivelor unei funcţii ( )xf  pe ( )ba,  se numeşte integrala 
nedefinită a funcţiei ( )xf  pe intervalul ( )ba,  şi se notează: 
 

                                 ( )
  intelement de egrare

f x dx∫ ��	�
   cu  =x variabilă de integrare. 

 
Dacă ( )xF  este una din primitivele funcţiei ( )xf  pe intervalul ( )ba, , atunci: 

 
                           ( ) ( )∫ += CxFdxxf ,    =C  constantă 
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Observaţie: Dacă ( )xf  este o funcţie continuă pe intervalul ( )ba, , atunci 

funcţia admite primitive pe intervalul ( )ba,  şi în consecinţă are integrală nedefinită pe 
( )ba, . 
 

Proprietăţile integralei nedefinite:  
 

 
1. ( )( ) ( )dxxfdxxfd =∫  
 
Intr-adevăr,  ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )dxxfdxxFxdFCxFddxxfd =′==+=∫  
 

2. ( )( ) ( )xfdxxf =
′

∫  
 
Intr-adevăr, relaţia are loc dacă avem în vedere definiţia diferenţialei. 
 
 
3. ( ) ( )∫ += CxFxdF   
 
Intr-adevăr, ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ +==′= CxFdxxfdxxFxdF  
 
 
4. ( ) ( )∫ ∫= dxxfAdxxAf ,     =A ct.  0≠A  
 
 
5. ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫±=± dxxgdxxfdxxgxf  
 
 

6. ( ) ( )∫ ∑ ∫∑
==

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ n

k
kk

n

k
kk dxxfAdxxfA

11
,    =kA ct. 

 
 

Integralele nedefinite ale funcţiilor elementare 
 
 

1.  Cxdxx +
+

=∫
+

1

1

α

α
α ,               1−≠α , 0>x  

 

2. ∫ += Cx
x

dx ln ,                       0≠x  
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3.  ∫ += C
a

adxa
x

x

ln
,                  0>a , 1≠a  

 
      ∫ += Cedxe xx    
 
4.  ∫ +−= Cxxdx cossin  
 
5.  ∫ += Cxxdx sincos  
 

6.  2  
sin

dx ctg x C
x
= − +∫ ,             πnx ≠ ,  …,2,1,0 ±±=n    

 

7.  2  
cos

dx tg x C
x
= +∫ ,                 ππ nx +≠

2
,  …,2,1,0 ±±=n    

 

8.  ∫ +=
−

Cx
x

dx arcsin
1 2

,        ( )1,1 +−∈x  

 

9.  ∫ +=
−

C
a
x

xa
dx arcsin

22
,     ( )aax +−∈ ,  

 

10. ∫ +±+=
±

Caxx
ax

dx 22

22
ln  ,        semnul  (-) cere ax >  

 

11.  2  
1

dx arctg x C
x

= +
+∫  

 

12.  ∫ +=
+

C
a
xarctg

axa
dx 1

22 ,    0≠a  

 

13.  2 2

1 ln
2

dx x a C
x a a x a

−
= +

− +∫ ,   0≠a  

 
 
Observaţie: Operaţiile de diferenţiere şi integrare sunt diferite. Subliniem că diferenţiind 
funcţii elementare totdeauna obţinem funcţii elementare, în timp ce integrand funcţii 
elementare nu vom putea reprezenta totdeauna integralele nedefinite ale acestora în 
mulţimea funcţiilor elementare. De exemplu, integralele următoare nu pot fi reprezentate 
în mulţimea funcţiilor elementare deşi datorită continuităţii funcţiilor de sub integrală, 
aceste integrale nedefinite există. 
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2xe dx−∫                        2sin x dx∫                      2cos x dx∫          
 

                          sinx dx
x∫ ,  0x ≠           cosx dx

x∫ ,  0x ≠         
ln
dx

x∫ ,  0x > ,  1x ≠  

 
 

 
a) Integrale care se reduc la integrarea funcţiilor elementare 

 
Exemple: 
 

1) 
2 4 2 4

3 3
3 23

1 1 12 2 2
4 2 4 2
x x xx dx x dx x C x C

x xx

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − + = − + + = − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫  

 
                                  

2)  ( )
( )

( )
( )

2 22

3 2 2

1 21 1 2
1 1

x xx x xdx dx dx
x x x x x x

+ ++ + +
= = =

+ + +∫ ∫ ∫  

 

                          2 2

1 2 12 ln 2  
1 1

dxdx dx x arctg x C
x x x x

⎛ ⎞= + = + = + +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

 

3) 

3 2
2 3 3 2 3 2 5 52 3 2 3

3 25 5 5 ln ln
5 5

x x

x xx x

x dx dx C

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞⋅ + ⋅ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= + = + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫  

 
 

b) Metoda substituţiei 
 

 
Calculăm integrala nedefinită ( )f x dx∫  a unei funcţii continue ( )f x . Presupunem că 

există o funcţie ( )x tϕ=  cu derivată continuă ( )tϕ′  şi funcţie inversă ( )t xψ= . Atunci 
putem să scriem: 
 
                                             ( ) ( )( ) ( )f x dx f t t dtϕ ϕ′=∫ ∫       
 
Desigur, substituind în rezultatul acestei integrale în variabila t, pe t cu ( )t xψ= , 
obţinem rezultatul în variabila iniţială x . 
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Exemplu: 
 

                 
( )2 1

dx
x x+ +∫  

 
Considerăm:  2 1x t= −  
                      2  dx t dt=  
 
                       1t x= +    
Atunci,   

                        
( ) ( ) 22

2 2 2  
12 1 1

dx tdt dt arctg t C
tx x t t

= = = +
++ + +∫ ∫ ∫  

 
Cu substituţia 1t x= + , obţinem: 
 

                          
( )

2  1
2 1
dx arctg x C

x x
= + +

+ +∫  

 
 
Observaţie: Presupunem că în integrala ( )f x dx∫  elementul de integrare ( )f x dx  
admite o reprezentare de forma: 
 
                                       ( ) ( ) ( )f x dx g x x dxψ ψ ′⎡ ⎤= ⎣ ⎦  
 
                                          ( ) ( ) ( )f x dx g x d xψ ψ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
 
Dacă ( )g t  este uşor integrabilă, atunci 
 
                                      ( ) ( ) ( )( )g t dt F t C F x Cψ= + = +∫  
 
Exemple: 

               1)  2 2
2 2

x x

x x dx
−

−

−
+∫  

 
Considerăm  2 2x xt −= + ,  0t >  
 
                     ( )2 ln 2 2 ln 2x xdt dx−= −  
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( )ln 2 22 2 1 1 ln

2 2 ln 2 ln 2 ln 2

x xx x

x x

dtdx t C C
t

−−

−

+−
= = + = +

+∫ ∫  

               2)  
2

1

x

x

e dx
e +

∫  

 
Considerăm  1xt e= +                                 2 1xe t= −  

                     1
2 1

x

x
dt e dx

e
=

+
 

 

( ) ( )
2

2 21 2 2 1
1 1

x x
x

x x

e edx e dx t dt t dt
e e

= = − = − =
+ +

∫ ∫ ∫ ∫  

 

                    ( )
3 3/222 1 2 1
3 3

x xt t C e e C
⎛ ⎞

= − + = + − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 

                    ( ) ( )2 21 1 3 2 1
3 3

x x x xe e C e e C= + + − + = − + +  

 
 

c) Integrarea prin părţi  
 
Fie funcţiile ( )u x  şi ( )v x  cu derivate ( )u x′  şi ( )v x′  continue. Atunci are loc:  
 
                             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx C′ ′= − +∫ ∫  
sau                                
                                u dv u v v du C= ⋅ − +∫ ∫  
 
deoarece  ( )v x dx dv′ =   şi  ( )u x dx du′ = . 
 
Exemple:  
1) ( )2 3 cos  x x dx−∫  
                           2 3u x= −                 cos  dv x dx=  
                           3 du dx= −                 sinv x=  
( ) ( ) ( )2 3 cos  2 3 sin 3sin  2 3 sin 3cosx x dx x x x dx x x x C− = − + = − − +∫ ∫  

 
2) ln  x dx∫  
                        lnu x=                            dv dx=  
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                        1du dx
x

=                         v x=  

                   ln  ln lnx dx x x dx x x x C= − = − +∫ ∫  

3) 2 2a x dx−∫ ,   x a<  
 
Considerăm           2 2u a x= −                                dv dx=  

                              
2 2

xdu dx
a x

= −
−

                       v x=  

 
2

2 2 2 2

2 2

xa x dx x a x dx C
a x

− = − + +
−

∫ ∫  

 
( )2 2 2

2 2 2 2

2 2

a a x
a x dx x a x dx C

a x

− −
− = − + +

−
∫ ∫  

 
2 2 2 2 2 2 2

2 2

dxa x dx x a x a a x dx C
a x

− = − + − − +
−

∫ ∫ ∫  

 
2 2 2 2 22 arcsin xa x dx x a x a C

a
− = − + +∫  

 
2

2 2 2 2 arcsin
2 2
x a xa x dx a x C

a
− = − + +∫  

 
4) 2 2xx dx∫  

                        2u x=                             2xdv dx=  

                        2  du x dx=                      2
ln 2

x

v =  

                             
2

2 2 22 2
ln 2 ln 2

x
x xxx dx x dx⋅

= −∫ ∫  

                          u x=                             2xdv dx=  

                         du dx=                      2
ln 2

x

v =  

 

                
2

2 2 2 2 12 2
ln 2 ln 2 ln 2 ln 2

x x
x xx xx dx dx

⎛ ⎞⋅ ⋅
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  
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( )

2

2
2 2 2 2

ln 2 ln 2 ln 2 ln 2

x x xx x C
⎛ ⎞⋅ ⋅⎜ ⎟= − − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
5) cos  xe x dxα β∫ ,   0α ≠ , 0β ≠    
 
Considerăm              xu eα=                     cos  dv x dxβ=  

                                  xdu e dxαα=             sin xv β
β

=                      

 

             1cos  sin sinx x xe x dx e x e xdxα α ααβ β β
β β

= −∫ ∫  

 
                                         xu eα=                     sin  dv x dxβ=  

                                       xdu e dxαα=             sco xv β
β

= −              

 

            1 1cos  sin cos cosx x x xe x dx e x e x e xdxα α α αα αβ β β β
β β β β

⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

 

                      
2

2 2

11 cos  sin cosx x xe x dx e x e xα α αα αβ β β
β β β

⎛ ⎞
+ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

 

                               ( )2 2cos  cos sin
x

x ee x dx x x C
α

α β α β β β
α β

= + +
+∫  

 
Urmează câteva paragrafe facultative referitoare la calcularea integralelor nedefinite. 
 
 
 

4.2 Integrarea funcţiilor raţionale (facultativ) 
 

 
 

Cea mai simplă funcţie raţională este un polinom de gradul n : 
     
                             ( ) nn

nn
n axaxaxaxQ ++++= −

−
1

1
10 …  

 
unde 00 ≠a  şi  0 1, , , na a a ∈… \ . 

Un număr b este rădăcină pentru polinom ⇔   ( ) 0=bQn . 
 



 9

Observaţie: Orice polinom real ( )xQn  poate fi descompus în factori în mod unic. 
Factorii sunt polinoame liniare bx − şi polinoame pătratice qpxx ++2 , în care p, q sunt 
coeficienţi reali şi fiecare polinom pătratic este ireductibil la polinoame liniare, deoarece 
nu are rădăcini reale. 
                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) s

ssn qxpxqxpxlxbxaxaxQ μμλβα ++++−−−= 2
11

2
0

1""   
 
unde exponenţii sμμλβα ,,,,,, 1 ……   sunt numere naturale şi are loc: 
 
                                        ( ) ns =++++++ μμλβα …… 12  
 
Dacă 1=α , rădăcina a se numeşte simplă. 
Dacă 2≥α , rădăcina a se numeşte multiplă. 
 

In general, o funcţie raţională reală ( )xf , este raportul a două polinoame reale 
care nu au nici un factor comun. 

                                            ( ) ( )
( )xQ
xP

xf
n

m=  

 
O funcţie raţională se numeşte proprie dacă numărătorul ( )xPm   are gradul mai 

mic decât numitorul ( )xQn , adică nm < . 
 
Dacă nm ≥ , în urma unei împărţiri, functia ( )xf  poate fi reprezentată astfel: 
 

                              ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )xQ
xPxR

xQ
xP

xf
n

nm
n

m
~

+== −  

unde ( )xR nm−   şi ( )xP~  sunt polinoame reale, iar ( )
( )xQ
xP

n

~
 este funcţie raţională proprie. 

Funcţiile raţionale simple sunt funcţiile raţionale proprii de forma: 
 

              
ax

A
−

,   
( )kax

A
−

,  
qpxx

NMx
++

+
2   şi  

( )kqpxx
NMx
++

+
2

 

 
unde , , , , ,A M N a p q∈\  ,  2≥k  număr natural. Polinomul pătratic qpxx ++2  nu are 
rădăcini reale, 042 <− qp . 
 

Teoremă: Fie funcţia raţională reală proprie ( ) ( )
( )xQ
xP

xf
n

m=  şi fie  

 
               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) s

ssn qxpxqxpxlxbxaxaxQ μμλβα ++++−−−= 2
11

2
0

1""  . 
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Atunci, ( )xf  se descompune în mod unic într-o sumă de funcţii raţionale simple: 
 

                       
( )
( ) ( ) ( )

+
−

++
−

+
−

= α
α

ax
A

ax
A

ax
A

xQ
xP

n

m …2
21  

                                  
( ) ( )

+
−

++
−

+
−

+ β
β

bx

B

bx
B

bx
B …2

21  

                                                        ... 

                                   
( ) ( ) s

ss

ssssss qxpx

NxM

qxpx

NxM
qxpx

NxM
μ

μμ

++

+
++

++

+
+

++
+

+
222

22
2

11 "  

 
unde 1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , , , , , , , , , ,

s s
A A A B B B M N M N M Nα β μ μ ∈… … … \  şi nu sunt toate nule. 

 
 
Pentru a determina coeficienţii de la numărătorii fracţiilor raţionale simple, 

înmulţim relaţia precedentă cu ( )nQ x  şi aplicăm metoda identificării coeficienţilor 
puterilor egale a lui x în relaţia astfel obţinută. Se obţine un sistem liniar în necunoscutele  

1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , , , , , , , , , ,
s s

A A A B B B M N M N M Nα β μ μ… … … . 
 
 

Exemple:  
1. Descompuneţi în funcţii raţionale simple funcţia rationala:  
 

                  ( )
2

3 2

3 6 2
3 2

x xf x
x x x

− +
=

− +
 

 
                    ( ) ( )( )3 2 23 2 3 2 1 2x x x x x x x x x− + = − + = − −  
 

                    
2

3 2

3 6 2
1 23 2

x x A B C
x x xx x x

− +
= + +

− −− +
 

 
                    ( )( ) ( ) ( )23 6 2 1 2 2 1x x A x x Bx x Cx x− + = − − + − + −  

                     ( ) ( ) ( )2 2 2 23 6 2 3 2 2x x A x x B x x C x x− + = − + + − + −  
 
                     2 :x   3 A B C= + +  
                     1 :x    6 3 2A B C− = − − −  
                     0 :x    2 2A=  
 
                                 1A B C⇒ = = =  
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                  ( )
2

3 2

3 6 2 1 1 1
1 23 2

x xf x
x x xx x x

− +
= = + +

− −− +
 

 
2. Descompuneţi în funcţii raţionale simple funcţia rationala:  
 

                  ( )
3

5 4 3 2

3 1
3 3
x xf x

x x x x
+ +

=
+ + +

 

 
                 ( ) ( )35 4 3 2 2 3 2 23 3 3 3 1 1x x x x x x x x x x+ + + = + + + = +  
 

                 
( ) ( )

3
31 2 1 2

5 4 3 2 2 2 3

3 1
13 3 1 1

BA A B Bx x
x xx x x x x x x

+ +
= + + + +

++ + + + +
 

 
                  ( ) ( ) ( ) ( )3 3 23 2 2 2

1 2 1 2 33 1 1 1 1 1x x A x x A x B x x B x x B x+ + = + + + + + + + +             

( ) ( ) ( ) ( )3 4 3 2 3 2 4 3 2 3 2 2
1 2 1 2 33 1 3 3 3 3 1 2x x A x x x x A x x x B x x x B x x B x+ + = + + + + + + + + + + + + +  

 
   4 :x   1 10 A B= +  
   3 :x    1 2 1 21 3 2A A B B= + + +  
   2 :x   1 2 1 2 30 3 3A A B B B= + + + +  
   1 :x    1 23 3A A= +  
   0 :x    21 A=  
               1   0A⇒ =   2 1A =   1 0B =     2 0B =    3 3B = −  
 

                       ( )
( )2 3

1 3
1

f x
x x

= −
+

         

 
3. Descompuneţi în funcţii raţionale simple funcţia rationala:  
 

                  ( )
( )
3 2

22

1

1

x xf x
x

+ +
=

+
 

    

( ) ( )
3 2

1 1 2 2
2 2 22 2

1
11 1

M x N M x Nx x
xx x

+ ++ +
= +

++ +
 

 
               ( )( )3 2 2

1 1 2 21 1x x M x N x M x N+ + = + + + +  
              3 2 3 2

1 1 1 1 2 21x x M x M x N x N M x N+ + = + + + + +  
 
                 3 :x    11 M=  
                 2 :x   11 N=  
                 1 :x    1 20 M M= +  
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                 0 :x    1 21 N N= +  
 
                1   M 1⇒ =     1 1N =      2 1M = −       2 0N =  

 

            ( )
( )2 22

1
1 1

x xf x
x x

+
= −

+ +
 

 
 

Integrarea funcţiilor raţionale simple 
 
 

1. ∫ −
dx

ax
A  

 
         axt −=  
         dxdt =  
 

ln lnA dtdx A A t A x a C
x a t

= = = − +
−∫ ∫  

 
 

2. 
( )∫ −

dx
ax

A
k  

 
         axt −=  
         dxdt =  
 

( ) ( )( )∫∫ +
−−

=
+−

==
− −

+−
− C

axk
A

k
tAdttAdx

ax
A

k

k
k

k 1

1

1
1

1
 

 
 

3. ∫ ++
+ dx

qpxx
NMx

2  

 

          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++=++

42222
2

2222
22 pqpxpqppxxqpxx  

 

Notaţie:  
4

2pqa −=  

 

Substituţie:  
2
pxt +=  
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                     dxdt =  
                     222 atqpxx +=++  

                      
2
ptx −=  

∫ ∫∫∫ +
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+
=

+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
++

+
2222222 2

2
at

dtMpN
at

tdtMdt
at

NptM
dx

qpxx
NMx  

 
                       22 at +=ϕ  
                       tdtd 2=ϕ  
 

( )
a
tarctg

a
MpNatM

at
dtMpNdM 1

2
ln

222
22

22∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++=

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

ϕ
ϕ  

 

( ) C
pq
pxarctg

pq
MpNqpxxM

+
−

+

−

−
+++=

22

2

4
2

4
2ln

2
 

 
Exemplu: 

                    ∫ ++
− dx

xx
x

64
2

2  

 
                     ( )22 24 6 4 4 2 2 2x x x x x+ + = + + + = + +  
                      2t x= +  
                      dt dx=  

                     ( )
2 2 2 2

2 22 1 24
24 6 2 2 2

tx dt tdx dt dt
x x t t t

− −−
= = −

+ + + + +∫ ∫ ∫ ∫  

 

            ( ) ( )2 21 1 2 14 ln 2 2 2 ln 4 6
2 22 2 2

t xarctg t C arctg x x C+
= − + + = − + + +  

4.  
( )∫

++

+ dx
qpxx

NMx
k2

,   2≥k  

 

Substituţie:   
2
pxt +=  

                     dxdt =  
                     222 atqpxx +=++  

                     
2
ptx −=                   

                      
2

4

not pa q= −  
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( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+
=

+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
++

+
kkkk at

dtMpN
at

tdtMdt
at

NptM
dx

qpxx
NMx

2222222 2
2  

 
                     22 at +=ϕ  
                     tdtd 2=ϕ  
            

              
( ) ( )( )∫ ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+−
=

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= − kkkk IMpN

atk
M

at
dtMpNdM

21222 12222ϕ
ϕ  

 
Am notat cu kI  integrala: 
 

( )
( )
( )∫∫ =

+

−+
=

+
= dt

at
tat

aat
dtI kkk 22

222

222

1  

 

     
( ) ( ) ( )12 1 2 2 22 2 2 2 2 2

1 1 2 1 1 2
2 2kk k k

dt t tdt t tdtI
a a a at a t a t a

−−

⋅ ⋅
= − = −

+ + +
∫ ∫ ∫  

                                                                        u t=        ( )2 2

2
k

tdtdv
t a

=
+

 

                                                                       du dt=      
( ) 12 2

1

k
t a

v
k

− +
+

=
− +  

( )( )1 12 2 12 2

1 1 1
12 1

k k kk

tI I I
ka a k t a

− −−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − +⎜ ⎟−⎜ ⎟− +⎝ ⎠

     

 

( )( ) ( ) 11 22 2 2

2 3
2 12 1

k kk
t kI I

a ka k t a
−−

−
= +

−− +
     relaţie de recurenţă 

 

1 2 2

1dt tI arctg C
t a a a

= = +
+∫  

( ) ( ) ( )2 12 2 32 2 2 2 2 22 2

1 1
2 22 2

dt t t tI I arctg C
a a aa t a a t at a

= = + = + +
+ ++

∫  

 
 
Exemplu:  

( )22

1

4 5

x dx
x x

+

− +
∫  
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                     ( )22 24 5 4 4 1 2 1x x x x x− + = − + + = − +  
                      2t x= −  
                     dt dx=  
 

( ) ( ) ( ) 22 2 2 22 2 2

3 1 2 1 13 3
2 2 11 1 1

t tdt dtdt I
tt t t

+
= + = − +

++ + +
∫ ∫ ∫  

 

                   
( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2 22 2 2

1 1 2
211 1 1

dt t t dt tdtI dt t
tt t t

+ −
= = = − ⋅

++ + +
∫ ∫ ∫ ∫  

 

                                                                              u t=              
( )22

2

1

tdtdv
t

=
+

 

                                                                               du dt=          2
1

1
v

t
= −

+
 

 

                      
( )2 2 2 2

1 1
2 21 1 2 1

t dt tI arctgt arctgt C
t t t

⎛ ⎞= − − + = + +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ +∫  

     
( ) ( )2 2 22

3 1 1 13
2 1 2 2 11

t tdt arctgt C
t tt

⎛ ⎞+ ⎜ ⎟= − + + +
⎜ ⎟+ ++ ⎝ ⎠

∫  

 
Se revine la variabila x cu ajutorul substituţiei. 
Observaţie: Integrala nedefinită a unei funcţii raţionale totdeauna există pe intervalele în 
care numitorul ( )nQ x  aste nenul, şi se exprimă cu ajutorul unui număr finit de funcţii 
elementare, anume o sumă algebrică care are ca termeni numai polinoame, funcţii 
raţionale proprii, funcţii logaritmice şi arctangente. 
 
 
 
 

4.3 Intergarea funcţiilor iraţionale(facultativ) 
 
 
 

Considerăm funcţii de mai multe variabile 1 2, , , ku u u… . Astfel, fie 

( )1 2, , , kR u u u…  o funcţie reprezentată astfel: 

                                           ( ) ( )
( )

1 2
1 2

1 2

, , ,
, , ,

, , ,
m k

k
n k

P u u u
R u u u

Q u u u
=

…
…

…
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unde ( )1 2, , ,m kP u u u…  şi ( )1 2, , ,n kQ u u u…  sunt polinoame de gradul m şi respectiv n în 

1 2, , , ku u u… . Acestă funcţie este una raţională în 1 2, , , ku u u… . În caz contrar, funcţia este 
iraţională. 
 
Exemple: 
     1)     ( ) 2 2

2 1 2 00 10 1 01 2 20 1 11 1 2 02 2,P u u A A u A u A u A u u A u= + + + + +  
 
este polinom de gradul doi în variabilele 1 2,u u  în care coeficienţii sunt numere reale şi 

2 2 2
20 11 02 0A A A+ + ≠ .   

    2)      ( )
2 3

3 2

2,
1

x y xyf x y
x x y
+ +

=
+ +

 

 
este funcţie raţională în variabilele x,y deoarece este raport de două polinoame 

( ) 2 3
3 , 2P x y x y xy= + +  şi ( ) 3 2

5 , 1Q x y x x y= + + . 
 
     

   3)      ( )
2 3

,
x xy

f x y
x y
+ +

=
+

  este funcţie iraţională.  

 
Presupunem că variabilele 1 2, , , ku u u…  sunt funcţii de o variabilă x, adică 
 
                          ( )1 1u f x= ,  ( )2 2u f x= ,  …   ( )k ku f x=  
 
Atunci funcţia ( ) ( ) ( )1 2, , , kR f x f x f x⎡ ⎤⎣ ⎦…  este o funcţie raţională în funcţiile ( )1f x , 

( )2f x , … , ( )kf x .  
 
Exemple: 

    1)  ( )
2 2

2

1
1 3 1

x x xf x
x x x

+ + +
=

+ + + +
 

este funcţie raţională în x şi 2 1x x+ + , adică ( ) ( )2, 1f x R x x x= + + . 

     2)  ( )
2ln 1

2 sin
x xf x

x
+ +

=
+

 

 
este iraţională în x şi 2 1x +  dar este funcţie raţională în ln x , 2 1x +  şi sin x , adică 

( ) ( )2ln , 1,sinf x R x x x= + . 
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Observaţie: Nu toate integralele funcţiilor iraţionale admit reprezentări în mulţimea 
funcţiilor elementare. De exemplu, integralele 
 

                         
( )( )2 2 21 1

dx

x k x− −
∫   şi  

( )( )
2

2 2 21 1

x dx

x k x− −
∫     ( )0,1k∈  

 
numite integrale eliptice nu pot fi exprimate în mulţimea funcţiilor elementare. 
 
Prin substituţii potrivite anumite integrale ale funcţiilor iraţionale pot fi transformate în 
integrarea funcţiilor raţionale. În cele ce urmează, ne ocupăm de astfel de integrale. 
 

1) , m
ax bR x dx
cx d

⎛ ⎞+
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

∫ ,  unde 2m ≥  este număr natural şi coeficienţii respectă 

0ad bc− ≠ . Substituţia recomandată este  

                         m
ax bt
cx d

+
=

+
  

 
Exemple: 

      a.    
( )

4
2

2 3
2 3 2 3

x dx
x x
−
+ +∫                  4

2 3
2 3

xt
x
−

=
+

 

                   4 2 3
2 3

xt
x
−

=
+

            ( )4 2 3 2 3t x x+ = −       ( ) ( )4 42 1 3 1x t t− = +  

 

                    
4

4
3 1
2 1

tx
t

+
=

−
             

( ) ( )
( )

3 4 3 4

24

4 1 4 13
2 1

t t t t
dx dt

t

− + +
=

−
     

( )
3

24

12

1

tdx dt
t

=
−

 

 

                      
( ) ( )

3
4

2 2 24 4

4

2 3 1 12
2 3 2 3 3 1 12 3

2 1

x dx tt dt
x x t t

t

−
=

+ + ⎛ ⎞+ −+⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫ ∫        

                        
( )

55
3 4 4

22 4 4

1 1 1 1 2 312
3 3 5 15 2 33 1 1

t xt t dt t dt C C
xt t

⎛ ⎞−
= = = + = +⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠+ + −
∫ ∫              

        b.  
( )34

dx
x x x+∫                 12t x=  

 
             12t x=          1112t dt dx=       4 12 34 x t t= =      3 12 43 x t t= =       12 6x t t= =  
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( ) ( )

11 4
2

2 23 4 634

12 112 12 1
1 1

dx t dt t dt t dt
t tt t tx x x

⎛ ⎞= = = − +⎜ ⎟+ ++ ⎝ ⎠+∫ ∫ ∫ ∫  

 

                         
123 3

12 1212  12
3 3
t xt arctg t C x arctg x C

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + + = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                      

              

2) ( )2,R x ax bx c dx+ +∫  

   i)  Dacă 0a >  substituţia recomandată este 2t ax bx c ax= + + ±  
 
            In cazul             

    2t ax bx c ax= + + +     ⇒    ( )2 2t ax ax bx c− = + +   

 
               2 2 22t t ax ax ax bx c− + = + +   
 
               2 2t t ax bx c− = +        

               
2

2
t cx
t a b

−
=

+
 

   

                
( ) ( )

( )

2

2

2 2 2

2

t t a b t c a
dx dt

t a b

+ − −
=

+
            

( )
2

2
2 2 2

2

t a tb c adx dt
t a b

+ +
=

+
    

 
          

2 2 2 2
2 2

2 2 2
t c t a bt at c a t a bt c aax bx c t ax t a
t a b t a b t a b

− + − + + +
+ + = − = − = =

+ + +
 

 

             
( )

( ) ( )
2 2 2

12
2 2 2,

2 2 2

t c t a bt c a t a tb c aR dt R t dt F t C
t a b t a b t a b

⎛ ⎞− + + + +
= = +⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ +

∫ ∫  

               
Exemple: 

               ( )2 2

2 2

1 lndx x x C
x

α
α

= + + +
+

∫  

 
                       2 2t x xα= + +           2 2t x x α− = +             ( )2 2 2t x x α− = +     
 
                       2 22t tx α− =     
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2 2

2
tx

t
α−

=  

 

                      
( )2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2
4 4 2

t t t t tdx dt dt dt
t t t

α α α− − + +
= = =  

                      
2 2 2 2

2 2

2 2
t tx t

t t
α αα − +

+ = − =    

 

               ( )
2 2

2 2
2 2 22 2

1 1 1 ln ln
2

2

tdx dt dt t C x x C
t t tx

t

α α
αα

+
= = = + = + + +

++
∫ ∫ ∫  

 

              Temă:   2 2

2 2

1 lndx x x C
x

α
α

= + − +
−

∫  

 
ii) Dacă 2ax bx c+ +  are două rădăcimi reale distincte x1, x2, atunci substituţia 

recomandată este  
 
                                      ( )2

1ax bx c x x t+ + = −  

                       sau           ( )2
2ax bx c x x t+ + = −      

 
In cazul 
                                      ( )2

1ax bx c x x t+ + = −  
 

                                       ( )( ) ( )2 2
1 2 1a x x x x x x t− − = −           ( ) ( ) 2

2 1a x x x x t− = −  
 

                                        
2

1 2
2

x t ax
x

t a
−

=
−

 

 

                                        
( ) ( )

( )
( )

( )

2 2
1 1 2 2 1

2 22 2

2 2 2tx t a x t ax t ta x x
dx dt dt

t a t a

− − − −
= =

− −
 

                                                     

                         ( )2 2 2
1 22 1 2 1 2 1 1

12 2 2

a x xx t ax x t ax t x axax bx c x t t
t a t a t a

−⎛ ⎞− − − +
+ + = − = =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 

               ( ) ( ) ( )
( )

( )
2

1 2 2 12 1 2
122 2 2

2
, ,

a x x ta x xx t axR x ax bx c dx R dt R t dt
t a t a t a

⎛ ⎞− −−
+ + = =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  
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4.4 Integrarea funcţiilor trigonometrice(facultativ) 

 
 
1) ( )sin ,cosR x x dx∫         

Substituţia recomandată este:  
2
xt tg= ,  ( ),x π π∈ −  şi integrala dată se reduce la 

integrarea unei funcţii raţionale. 
 

                                     2
2 2 2

2sin cos 2 22 2 2sin
1sin cos 1

2 2 2

x x xtg tx x x x ttg
= = =

++ +
 

 

                                     
2 2 2

2

2
2 2 2

cos sin 1 12 2 2cos
1cos sin 1

2 2 2

x x xtg tx x x x ttg

− − −
= = =

++ +
 

                                    2  x arctg t=      2

12
1

dx dt
t

=
+

 

 

          ( ) ( )
2

12 2 2

2 1 2sin ,cos ,
1 1 1

t tR x x dx R dt R t dt
t t t

⎛ ⎞−
= =⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

 
Exemplu:  

                   
sin
dx

x∫          
2
xt tg=          2  x arctg t=      2

12
1

dx dt
t

=
+

 

 
 

                   
2

2

1 2 ln ln
sin 2 1 2
dx t dt dt xt C tg C

x t t t
+

= ⋅ = = + = +
+∫ ∫ ∫  

 
 
In continuare, listăm trei tipuri de integrale ce pot fi rezolvate cu substituţii mai simple. 
 
a) ( )sin cos  R x x dx∫    
        
         sint x=  
        cos  dt x dx=  
 
        ( ) ( )sin cosR x xdx R t dt=∫ ∫    
Exemplu: 
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                   2 2

cos 1 1 sin
4 sin 4 2 2 2 2

x dt t xdx arctg C arctg C
x t

⎛ ⎞= = + = +⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠∫ ∫  

b) 
              ( )cos sinR x xdx∫      
 
                cost x=  
                sin  dt x dx= −  
 
                ( ) ( )cos sinR x xdx R t dt= −∫ ∫  
 
Exemplu: 

                   ( )sin ln 2 ln 2 cos
2 cos 2

x dtdx t C x C
x t

= − = − + + = − + +
+ +∫ ∫  

 
 
c)  ( )sin ,cosR x x dx∫  unde funcţia de sub integrală implică numai puteri pare în sinx şi 
cosx. 
                                t tgx=  

                               
2 2 2

2
2 2 2 2

sinsin
sin cos 1 1

x tg x tx
x x tg x t

= = =
+ + +

 

 

                               
2

2
2 2 2 2

cos 1 1cos
cos sin 1 1

xx
x x tg x t

= = =
+ + +

 

 

                     x arctg t=        2

1
1

dx dt
t

=
+

 

 

                ( ) ( )
2

12 2 2

1 1sin ,cos ,
1 1 1

tR x x dx R dt R t dt
t t t

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

 
Exemplu: 

                    2 2sin 4cos 2
dx

x x+ +∫               t tgx=  

                       x arctg t=              2

1
1

dx dt
t

=
+

 

                      
2

2
2sin

1
tx

t
=

+
         2

2

1cos
1

x
t

=
+

 

 

                
( )22 2 2 2 2

2 2

1 1
1sin 4cos 2 1 4 2 14 2

1 1

dx dtdt
tx x t t t

t t

= =
+ + + + + ++ +

+ +

∫ ∫ ∫  
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                          2 2
1 1
33 6 2 3 2 2

dt dt tarctg C
t t

= = = +
+ +∫ ∫  

 
 
2)  sin  cos  x x dxα β∫  ,   ,α β ∈\  
 
Considerăm două cazuri: 
 

a) α sau β este număr pozitiv impar. De exemplu, 2 1kβ = + , cu 0k >  întreg. 
 

     ( ) ( )2 1 2 2sin  cos  sin cos cos  = sin 1 sin cos  
k kkx x dx x x x dx x x x dxα α α+ = −∫ ∫ ∫  

 
                   sint x=  
                 cos  dt x dx=  
        

    ( )2 1 2sin  cos  1
kkx x dx t t dtα α+ = −∫ ∫  

Aplicăm teorema binomială şi obţinem funcţii putere uşor integrabile. 
Exemple: 
  1)  ( )22 5 2 4 2 2sin  cos  sin  cos  cos  sin 1 sin cos  x x dx x x x dx x x x dx= = −∫ ∫ ∫  
 
                    sint x=           cos  dt x dx=  
 

      ( ) ( )22 5 2 2 2 4 6sin  cos  1 2x x dx t t dt t t t dt= − = − + =∫ ∫ ∫  
 

                             
3 5 7

3 5 71 2 12 sin sin sin
3 5 7 3 5 7
t t t C x x x C= − + + = − + +  

  

 2)  
3 2 2

2 2 2

sin sin 1 cossin  sin  
cos cos cos

x x xdx x dx x dx
x x x

−
= =∫ ∫ ∫  

 
                      cost x=         sin  dt x dx= −  
       

 
3 2

2 2 2

sin 1 1 1 11 cos
cos cos

x tdx dt dt t C x C
x t t t x

− ⎛ ⎞= − = − = + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

 

  3)  
3 2cos 1 sin cos  

sin sin
x xdx x dx
x x

−
=∫ ∫  

 
                    sint x=           cos  dt x dx=  
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1 5
1 33 2 2 2

52 2cos 1 22 sin sin1 5 5sin
2 2

x t t tdx dt t t dt C x x C
x t

−⎛ ⎞−
= = − = − + = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  

 
   b)  α şi β sunt numere pozitive pare,  2mα =   2nβ = ,  ,m n∈`    
 
Manipulăm funcţia de sub integrală aplicând formulele trigonometrice: 
 

                           2 1 cos 2sin
2

xx −
=              2 1 cos 2cos

2
xx +

=      pentru  m n≠  

                                                    1sin cos sin 2
2

x x x=                     pentru  m n=  

 
□ m n≠  

         ( ) ( )2 2 2 2 1 cos 2 1 cos 2sin cos  sin cos
2 2

m nm nm n x xx x dx x x dx dx− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

                            ( ) ( )1 1 cos 2 1 cos 2
2

m n
m n x x dx
+

= − +∫  

Aplicăm teorema binomială factorilor ( )1 cos 2 mx−  şi  ( )1 cos 2 nx+ , înmulţim 
polinoamele astfel obţinute şi ajungem la integrale din puteri pare sau impare de 
cos 2x . Termenilor cu puteri impare în cos 2x , le aplicăm tehnica precedentă, iar 
termenilor cu puteri pare în cos 2x , le aplicăm iar: 

                              2 1 cos 4cos 2
2

xx +
=    

Continuăm procedeul până când ajungem la integrale de forma cos  kx dx∫ . 

 
□ m n=  

               ( )
2

22 2 21 1sin cos  sin cos sin 2 sin 2
2 4

n
nn n n

nx x dx x x dx x dx xdx⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫  

                  ( ) ( )21 1 1 cos 4 1sin 2 1 cos 4
24 4 8

nn n
n n n

xx dx dx x dx−⎛ ⎞= = = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

 
Se aplică teorema binomială etc. 
Exemple: 
 

         ( )( )
2

22 4 1 cos 2 1 cos 2 1sin cos  1 cos 2 1 cos 2
2 2 8

x xx x dx dx x x dx− +⎛ ⎞= = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

 

                  ( )( )21 1 cos 2 1 2cos 2 cos 2
8

x x x dx= − + +∫  
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                  ( )2 2 31 1 2cos 2 cos 2 cos 2 2cos 2 cos 2
8

x x x x x dx= + + − − −∫  

                  ( )2 31 1 cos 2 cos 2 cos 2
8

x x x dx= + − −∫  

                  ( )21 1 cos 41 cos 2 1 sin 2 cos 2
8 2

xx x x dx+⎡ ⎤= + − − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

                  21 1 1 cos 4 sin 2 cos 2
8 2 2

x x x dx⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

                   
31 1 1 1 sin 2sin 4

8 2 8 2 3
xx x C

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

  

            ( )22 2 21 1 1 cos 4sin cos sin cos sin 2
4 4 2

xx xdx x x dx xdx dx−
= = =∫ ∫ ∫ ∫  

 

                                   1 1 sin 4
8 4

x x C⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
3)  sin cos  x x dxα β∫ ,  cos cos  x x dxα β∫ ,  sin sin  x x dxα β∫ ,  α β≠  
 
Pentru a calcula aceste integrale sunt utile următoarele identităţi trigonometrice: 
 
               ( ) ( )1sin cos sin sin

2
x x x xα β α β α β⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦  

               ( ) ( )1cos cos cos cos
2

x x x xα β α β α β⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦  

               ( ) ( )1sin sin cos cos
2

x x x xα β α β α β⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦  
 
De exemplu, 
            

( ) ( ) ( ) ( )cos cos1 1sin cos  sin sin
2 2

x x
x x dx x x dx C

α β α β
α β α β α β

α β α β
⎡ ⎤+ −

⎡ ⎤= + + − = − − +⎢ ⎥⎣ ⎦ + −⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫           

               ( ) ( ) ( )1 1cos3 cos  cos 3 1 cos 3 1 cos 4 cos 2
2 2

x x dx x x dx x x dx⎡ ⎤= + + − = +⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

                                  1 1 1 1 1sin 4 sin 2 sin 4 sin 2
2 4 2 8 4

x x C x x C⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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4.5 Integrala definită 
 
 
 

Fie ( )f x  o funcţie definită pe un interval închis [ ],a b  şi fie  
                              

                                        0 1 2 1k k na x x x x x x b−= < < < < < < =… …                               (1) 
 
o partiţie pe [ ],a b . Această partiţie împarte intervalul [ ],a b  în n subintervale. 

Fie 1 0k k kx x x −Δ = − >  lungimea subintervalului k şi fie kξ  un punct arbitrar din 
subintervalul k. În această manieră construim o mulţime de puncte intermediare 

1 2, , , nξ ξ ξ…  asociate partiţiei date. 
 

Definiţie: Fiind dată o partiţie pe [ ],a b  şi o mulţime de puncte intermediare pe această 
partiţie putem evalua suma: 

 

                  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1

n

n n n k k
k

S f x f x f x f xξ ξ ξ ξ
=

= Δ + Δ + + Δ = Δ∑…                 (2) 

 
unde ( )kf ξ  este valoarea lui ( )f x  în punctual intermediar [ ]1,k k kx xξ −∈ . Această sumă o 
numim sumă integrală Riemann pentru ( )f x  determinată de partiţia dată pe [ ],a b  şi de 
punctele intermediare alese. Geometric, nS  reprezintă o arie.  

 
Figura 4.1 

 
Observaţie: Suma Riemann depinde de modul de împărţire al intervalului [ ],a b  în 
subintervale [ ]1,k kx x−  şi de alegerea punctelor intermediare  kξ  în aceste subintervale. 

Fie λ  cea mai mare lungime a subintervalelor [ ]1,k kx x− , 1,2, ,k n= … , adică    

1
max kk n

xλ
≤ ≤

= Δ . 
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Definiţie: Spunem că numărul I este limita sumelor integrale ( )
1

n

k k
k

f xξ
=

Δ∑  atunci cand 

0λ → , pentru ( )f x  pe [ ],a b , dacă 0ε∀ > , există un număr ( ) 0δ ε >  astfel încât: 
 

                                                             ( )
1

n

k k
k

f x Iξ ε
=

Δ − <∑                                               (3) 

 
pentru orice partiţie pe [ ],a b  cu kx δΔ < , 1,2, ,k n= … , adică pentru orice partiţie cu λ δ<  şi 
pentru orice puncte intermediare kξ , 1, 2, ,k n= …  alese. Notăm: 
 

                                                                ( )
0 1

lim
n

k k
k

I f x
λ

ξ
→

=

= Δ∑                                               (4) 

 
Dacă limita există, aceasta se numeşte integrala definită sau integrala Riemann şi se 
notează: 

                                                   ( ) ( )
0 1

lim
b nnot

k k
ka

I f x dx f x
λ

ξ
→

=

= = Δ∑∫                                (5) 

a =  limita inferioară  
b =  limita superioară 
x =  variabila de integrare 
( )f x =  integrand 
( )f x dx =  element de integrare 

 
Important: Geometric, I reprezintă aria de sub graficul funcţiei ( )f x .  
 
Observaţia 1: Integrala definită rămâne neschimbată dacă valoarea funcţiei ( )f x  se 
modifică într-un punct [ ],c a b∈ . Adică, dacă funcţia ( )f x  trece în funcţia 
 

                                           ( ) ( ) [ ] { },      ,
,                

f x x a b c
g x

A x c
⎧ ∀ ∈ −⎪= ⎨

=⎪⎩
 

 

unde, ( )A f c≠ ,  atunci    ( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx=∫ ∫ . Această proprietate rămâne valabilă şi dacă 

( )f x  este modificat într-un număr finit de puncte din [ ],a b . 
 
Observaţia 2: In definiţia integralei definite s-a considerat a b< . Includerea cazurilor 
a b=  şi a b>  se face considerând: 

                                                          ( ) 0
a

a

f x dx =∫   pentru  a b=  

                                                          ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫   pentru  a b>  
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Exemplu: Calculaţi 
b

a

dx∫  

                                      ( ) ( )10 0 01 1 1
lim lim lim

b n n n

k k k k k
k k ka

dx f x x x x
λ λ λ

ξ −→ → →
= = =

= Δ = Δ = −∑ ∑ ∑∫  

               
                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 1 1 00 0 0

lim lim limn n nx x x x x x x x b a b a
λ λ λ−
→ → →

⎡ ⎤= − + − + − = − = − = −⎣ ⎦…  

 
Teorema 1: Dacă o funcţie ( )xf  este integrabilă (are integrală definită) pe un interval 
închis [ ]ba,  , atunci ( )xf  este mărginită pe [ ]ba, .  
 
Remarcă: O funcţie poate fi mărginită pe [ ]ba, , dar să nu fie integrabilă pe [ ]ba, . 
 
Exemplu: Funcţia Dirichlet:      

                                                      ( )
1,          
0,    

x
f x

x
∈⎧

= ⎨ ∈ −⎩

_
\ _

 

este mărginită pe intervalul [ ]1,0  deoarece ( ) 1≤xf  pentru [ ]1,0∈∀x , dar ( )xf  nu este 
integrabilă pe  [ ]1,0 . 

Într-adevăr, suma integrală ( )
1

n

n k k
k

S f xξ
=

= Δ∑  pentru orice şir raţional de puncte 

intermediare kξ , nk ,,1…=  devine: 
 

                                ( )1
1 1
1 1 0 1

n n

n k k k
k k

S x x x −
= =

= ⋅Δ = − = − =∑ ∑  

 
iar pentru orice şir iraţional de puncte intermediare este: 
 

                                               00
1

=Δ⋅= ∑
=

n

k
kn xS  

 
Atunci pentru orice knk

xΔ=
≤≤1

maxλ , oricât de mic, suma integrală nS  este egală fie cu unu 

fie cu zero. În această situaţie nS  nu are limită pentru 0→λ , deci funcţia ( )xf  nu este 
integrabilă pe  [ ]1,0 . 
 
Teorema 2: Dacă o funcţie ( )xf  este continuă pe un interval închis [ ]ba, , atunci ( )xf  
este integrabilă pe [ ]ba, .  
 
Exemplu: ( ) 2xexf −=  este continuă pe [ ]a,0 , deci este integrabilă pe [ ]a,0 , adică există 

integrala definită 
2

0

a
xe dx−∫ . 
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Teorema 3: Dacă o funcţie ( )xf  este monotonă pe un interval închis [ ]ba, , atunci ( )xf  
este integrabilă pe [ ]ba, .  
 
Teorema 4: Dacă funcţia ( )xf  este mărginită pe intervalul închis [ ]ba,  şi dacă ( )xf  are 
un număr finit de puncte de discontinuitate pe [ ]ba, , atunci ( )xf  este integrabilă pe 
[ ]ba, .  
 
Exemplu: 

                                                   ( )
1sin ,      0

1,        0

x
f x x

x

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

 

 
este integrabilă pe intervalul închis [ ]1,0 , deoarece ( ) 1≤xf , [ ]1,0∈∀x , deci este 
mărginită pe [ ]1,0  şi funcţia are un singur punct de discontinuitate de speţa a doua în 

0=x . 
 
Proprietăţi: 
Presupunem toate funcţiile continue şi deci integrabile pe un interval închis [ ]ba, . 

 
1. Integrala definită depinde de limitele sale de integrare, inferioară şi superioară, 

de integrandul ( )xf  şi este independentă de variabila de integrare: 
  

                                       ( ) ( ) ( )∫∫∫ ==
b

a

b

a

b

a

duufdttfdxxf                                      (6) 

2. Liniaritate: 

                                             ( ) ( )∫∫ =
b

a

b

a

dxxfAdxxAf                                            (7) 

                                              ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf 2121                          (8) 

3. Aditivitate: 

                                          ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf                                   (9) 

 
4. Monotonie: Fie ( )xf  şi ( )xg  două funcţii integrabile pe [ ]ba, , pentru care are 

loc relaţia ( ) ( )xgxf ≤  pe [ ]ba, , atunci:    
       

                                                  ( ) ( )dxxgdxxf
b

a

b

a
∫∫ ≤                                           (10) 
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5. Dacă ( )f x  este integrabilă pe [ ],a b  atunci şi funcţia ( )f x  este integrabilă 

pe [ ],a b  şi are loc inegalitatea: 

                                                  ( ) ( )
b b

a a

f x dx f x dx≤∫ ∫                                     (11)         

 
6. Fie m şi M  minimul şi maximul lui ( )f x  pe [ ],a b . Atunci: 
 

                                         ( ) ( ) ( )
b

a

m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫                             (12) 

 
Figura 4.2 

 
 

Exemplu: Evaluaţi integrala 
2

0 10 6sin
dx

x

π

+∫            

 

                                            
0 2

2

1 1 1min
410 6sin 10 6sinx

x

m
x xπ π≤ ≤

=

= = =
+ +

                                                                

                                           
0 2 3

2

1 1 1max
210 6sin 10 6sinx

x

M
x xπ π≤ ≤

=

= = =
+ +

 

Cu proprietatea 6 avem:                

                                              ( ) ( )
2

0

1 12 0 2 0
4 210 6sin

dx
x

π

π π− ≤ ≤ −
+∫     

                           

                                                       
2

02 10 6sin
dx

x

ππ π≤ ≤
+∫     

 
 


