3.13 Teoremele de medie: Rolle, Lagrange, Cauchy

Teorema 1 (Rolle):
Daci o functie f'(x) este:

1. continua pe intervalul inchis [a,b]

2. derivabila pe intervalul deschis (a,b)

3. ia valori egale la capetele intervalului, adica f (a) =f (b)
atunci exista cel putin un punct & € (a,b) astfel incat /(&) =0

Interpretare geometrica: intre a si b existd cel putin un punct & in care tangenta la

curba y=f (x) este paraleld cu axa x.
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Figura 3.27

Exemple:
1) Aratati cd functia f (x)zx—x3 verificd ipotezele teoremei Rolle pe intervalele

[-1,0], [0,1]. Determinati valori potrivite pentru &.
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Figura 3.29 f(x) =x—-x



TR
Functia f ( ) x—x" este elementard deci continui si derivabild. f ( )

EIfe(—l,O) ad. f'(f)zO. 1-3£2=0 :ﬁz—\/g.Analog, f( ) sl &= \/7

2) f (x) = |x
Pentru aceasta functie, nu este indeplinitad ipoteza 2 a teoremei, deoarece functia nu este
derivabild in x=0. Teorema lui Rolle nu este aplicabila, si in intervalul (—1,+1) nu

€ [— L+ l] (subliniaza importanta ipotezelor teoremei)

M

existd nici un punct in care f '(x) =0.
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Figura 3.28 f(x)=|x|

Teorema 2 (Lagrange sau a cresterilor finite):

Daci o functie f'(x) este:
1. continua pe intervalul inchis [a,b]
2. derivabila pe intervalul deschis (a,b)

atunci exista cel putin un punct & € (a,b) astfel incat
b)-f(a
TOEIE)_ 1), ge(an) o)

Observatie: Teorema Rolle este un caz particular al teoremei Lagrange si se obtine

impunand f(a) = f(b).

Interpretare geometrica:
Intre a si b exista cel putin un punct & in care tangenta la curba y = f (x) este paralela

cu segmentul 4B, unde A(a,f(a)) si B(b,f(b)).
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Figura 3.30
In formula
b)—
TOIT)_p¢), gean
—a
sau
F(0)-F(a)=1/(£)(b-a). Ec(ab) (62)

numarul necunoscut & poate fi reprezentat in forma

§=a+l9(b—a), 96(0,1)
f(b)-f(a)=f"(a+6(b-a))(b-a), O€(0,1) (63)

Inlocuind a si b cu x si x+ Ax respectiv, obtinem
Ay=Af (x)= f(x+Ax)- f(x)= f'(x+0Ax)Ax, 6e(0,1)

Aceastd expresie reprezintd o relatie exacta intre cresterea argumentului si cresterea
functiei, in timp ce diferentiala:

Ay =Af (x) =~ f'(x)Ax

este o relatie aproximativa, a carei eroare relativa tinde la zero pentru Ax — 0. In relatia
exactd insd, numarul 0 este in general necunoscut.

Exemple:
1) Pentru functia f(x)=x-x" testati teorema Lagrange pe intervalul [-2,+1] si
determinati valoarea lui &.

Functia f (x) =x—x este elementard deci continui si derivabild pe [—2,1]. Cu

Teorema Lagrange, exista & € (—2, 1) care verifica relatia (62). Determindm pe &.



F()=7(-2)=(1-(-2)) /(&)

0-6=3(1-3¢%) —2=1-3¢  3=23& &£=1 ¢=-1
2) Cu ajutorul teoremei Lagrange aratati ca:

|arctg X, —arctg x1| < |x2 - X,

, Vx,x,eR

Consideram functia f(x)=arctg x. Aceasta verificd ipotezele din teorema Lagrange pe

orice interval [x,,x,] € R. Atunci, exista & € (x,,x,) care verifica:

f(xz)_f()ﬂ):f’(ég)(xz_xl)a ée(xl,xz)
arctgxz—arctgxl:ﬁ(xz—xl), fe(xl,xz)

|arctg X, —arctg xl| = X, — x1|

;|
1+ &7

Deoarece

<1, VéeR

2

|arctg X, —arctg xl| < |x2 —x1|

Teorema 3: (Cauchy)

Daca functiile f'(x) si ¢(x)
1. sunt continue pe intervalul inchis [a,b]
2. sunt derivabile pe intervalul deschis (a,b)
3. ¢'(x)#0 pe (a,b)

atunci existd cel putin un punct & € (a,b) astfel incat

- (64)

Observatie: Teorema Lagrange este un caz particular al teoremei Cauchy pentru
p(x)=x.

Exemplu:
Pentru functiile f (x)=x2 +2 si go(x)=x3 —1, testati teorema Cauchy pe intervalul

[1, 2] si determinati valoarea lui &.



Functiile f (x) =x"+2 si ¢(x) =x’ —1 sunt elementare deci continue si derivabile pe

[1,2]. Cu TC exista & (1,2) care verifica relatia (64). Determinam pe &.

f2)-r()_ 1)
2(2)-0(1) ¢'($)
6-3_26  3_2 . 14
7-0 3&° 7 3¢ 9

Remarca: Teoremele Rolle, Lagrange si Cauchy afirma existenta unor puncte de mijloc
e (a,b) in care formulele mentionate sunt valabile. Din acest motiv, acestea se numesc

teoreme de medie.

3.14 Regula L’Hospital

Teorema 1: (Regula L’Hospital pentru nedeterminarea % si 2)
o0
Fie functiile f (x) s ¢(x) definite pe o vecinatate (a -o0,a+0 ) a punctului a cu
o posibila exceptie in a. Daca au loc:
1) lim f(x) =limg(x) =0 sau lim f (x)= limgp(x)= oo
2) f(x) si (x) sunt derivabile pe (a—&,a+8) cu o posibild exceptie in a
3) ¢'(x)#0 pe (a—5,a+5)

4) tim? ) _
x—a ¢'(x)

o x) .. fl(x
atunci: lim f( ) =lim f,( ) =4 (65)

x—>a ¢(x) x—>a ¢ (x)
Aceastd relatie reprezintd regula L’Hospital care permite, in conditiile mentionate,
inlocuirea limitei unui raport de functii cu limita raportului derivatelor acestora, limita
care uneori este mai usor de calculat.

Exemplu:
1]

— 1A

_l-cosx0 . (l-cosx) sinx 1

lim —=Ilim =1lim =—

x—0 X x—0 ( > ! x—0 2x 2
x*)

Observatii:
1) Daca conditiile din teoremd sunt satisfacute pe (a—5,a) sau (a,a+5 ) , atunci

regula L’Hospital este aplicabila la calculul limitelor laterale.



2) Este posibil ca limita raportului derivatelor sa nu existe In timp ce limita
raportului functiilor respective sa existe. De exemplu,

f(x)=x* sin- p(x)=x

X
x? sin—
tim? ) i % fimrsin k=0
x—0 ¢(x) x—0 X x—0 X
lim / (x) = lim(Zx sinl —CoSs lj nu exista
x—0 w' (x) x—0 X X

3) Uneori regula L’Hospital poate fi aplicatd in mod repetat la calcularea limitei

lim fgx)) . De exemplu, dacd f(x) si ¢(x) si derivatele lor f'(x) si ¢'(x)
X—>a ¢ X
toate satisfac ipotezele teoremei 1, putem aplica regula L’Hospital si la calcularea
finitot T '"(x)
imitei lim—-—- .
X—a ¢ (x)
Exemplu:
limx—s3inx :lim(x—smx) . l—cclsx zlim(l_cosx) —lim sinx _ 1
x—=0 X x—=0 (x3 )' x—=0 3x x—=0 (3x2 )’ x—0 6x 6

4) Teorema 1 poate fi aplicata si pentru a =

Regula L Hospital se foloseste §i la calcularea urmatoarelor nedeterminari:

a) Evaluarea nederminarii 0-00 Fie F = f-¢ cu lim f(x)=0, limg(x)=o0. Daci
calculam limita lim[ f (x)go(x)] avem o nedeterminare de tipul 0-c0 Scriind

produsul F = f - in forma:

_/
i
4
obtinem nedeterminarea % , 1ar In forma
_?
T
f



. . 0 :
obtinem cazul de nedeterminare — abordat anterior.

o0
1
. . Inx . ¥
Exemplu. X—I>I£Cl>0(x ln x) B X—1>1£‘;1>0T B x—1>101:1)’c1>0—1 - 0
X Xz

b) Evaluarea nedermindrii co—o Fie ®=f—-¢ cu limf(x)=c0, limg(x)=00.
Daci calculim limita lim[ f(x)- go(x)] avem o nedeterminare de tipul oo—oo.

Scriind functia @ 1n forma:

11
_ L1 _ e f
R T R I
foe fo
obtinem cazul de nedeterminare % abordat anterior.
x—1
1 o1 In.x—
Exemplu: lim(——— =lim - |=lim—* =
x—l x_l h'lx x—1 X—l lnx x—1 x_llnx
X X
. xlnx—x+1 . Inx+1-1 . Inx
=llIIll :hn} I :hn?—lz
R CE LB Inx+(x—1)— T lnx+1-—
X X
1
=lim—* _1
x—1 1 1 2
X X
c) lim[ f (x)](p(x) in situatiile:
i) lim f(x)=0, limg(x)=0 0°
i) lim £ (x) =1, limg(x) = 1”
iii) lim £ (x) =0, limp(x)=0 o0’

Pentru a rezolva aceste nedetermindri se recomandd calcularea limitei logaritmului
natural din functia initiald, adica

y=f? si limlny=Ilimgln f
X—>a X—a
Aceasta noua nedeterminare este de tipul discutat la punctul a) adica 0-c. Daca

limlny=4 atunci limy=e"

xX—a xX—a



Exemple:

I. lim x* , x>0
x—0,x>0

X

y=x" = Iny=xlnx

1

. . . Imx . ¥
lim Iny= lim xlnx= lim ——= lim —%-=0

x—0,x>0 x—0,x>0 x—0,x>0 x—0,x>0 1

2
X X

= lim y=e'=1
x—0,x>0
1

2.h%0+xﬁ

1
y=>1+x)* = lny:lln(l+x)
X

0

0
In(l+x)0 . 1

limln y =lim =1
x—0 x—0 X =0 x4+ 1
= lim y=e'=e
x—0,x>0
Exemple: (pentru a =)
2
.X . 2x .2
1) lim —=lim —=lim —=0
x>+0 @ x40 ¥ x>+ ¥
n n—1
. X . nx . n!
2) lim — = lim =...=lim—=0
x40 @F x40 ¥ x40 o

Se observa ca exponentiala creste mai repede decat functia putere la infinit.

Observatie: Uneori Regula L’Hospital nu poate fi aplicata.




3.15 Monotonia functiilor

Definitii

O functie f(x) este crescdtoare pe [a,b] daci Vx,x, €[a,b], x, <x, =
S) = £ (xy).

f(x) este descrescitoare pe |a,b] daci Vx,x, ela,b], x <x, =
f(xl)2 f(xz)‘

O functie f(x) este monotond pe [a,b] dacd f(x) este numai crescitoare sau
strict crescatoare, sau numai descrescatoare sau strict descrescitoare pe [a,b].

Teorema 1: Fie f(x) o functie continui pe [a,b] care are derivata f'(x) pe (a.,b).
Functia este crescatoare pe [a,b] daci si numai daci f'(x)>0, Vx € (a,b).

Teorema 2: Fie f(x) o functie continui pe [a,b] care are derivati f'(x) pe (a,b).
Functia este descrescitoare pe [a,b] daca si numai daci f (x)<0, Vxe(a,b).

Observatii:
- Daca f '(x) nu-si modificd semnul pe un interval, atunci functia este monotona
pe acel interval.
- Daci f'(x)>0 pe (a,b) = f(x) este strict crescitoare pe (a,b).
- Daca f(x) este strict crescitoare pe [a,b], 2 f'(x)> 0 pe (a,b).

Figura 3.31 f(x)=x"
Exemplu:
f(x)=x este strict crescitoare pe [-1,+1]. Totusi derivata sa f'(x)=3x*este
nuldin x =0.

Functie strict crescatoare sau strict descrescatoare intr-un punct



Definitie: O functie f(x) este strict crescitoare in x =x, dacd existi o vecinitate
(x, —,x, + ) alui xg astfel incat f(x)< f(x,), Vx<x, si f(x)> f(x,), Vx> x,.

I
o
I I [
— | :
O X, -0 X; xXgp+d X
Figura 3.32

Analog, o functie f(x) este strict descrescitoare in x =x, dacd existi o vecinitate
(x, —8,x, + ) alui xg astfel incat f(x)> f(x,), Vx<x, si f(x)< f(x,), Vx> x,.

I
|
: f(xﬂ)l
| |
—— —
9) XD —0 Xy Xp+o X
Figura 3.33

Teorema 3: Fie f(x) o functie care are derivata f'(x,) in punctul xy . Daca f'(x,)>0,
atunci functia este strict crescitoare in x; si daca f'(x,)<0 atunci functia este strict
descrescdtoare in xy. (conditii suficiente nu neaparat necesare)

Exemple: 1)

y=£x)

o X
Figura 3.34
Functia este strict crescatoare in x, =0, si totusi derivata nu existd In acest punct.

2) f(x)=x" Functia este strict crescitoare in x, =0, si totusi derivata este nula in acest
punct. (vezi figura 3.31)

10



3.16 Punctele de extrem ale unei functii

Definitii Fie f (x) o functie definitd pe o vecinatate a punctului x; .
Spunem ca functia are un maxim local In xy daca existd ¢ > 0 astfel incat

Af = f(x)-f(x,)<0, Vxe(x,-5,x,+5)

f (xo) este maximul functiei pe vecinatate.

y=1(x)

— :
O X -0 X5 Xp+0 S

Figura 3.35

Spunem ca functia are un minim local in x, daca exista 6 > 0 astfel incét

Af = f(x)- f(x,)>0, Vxe(x,—3,x,+5)

Figura 3.36

Maximul local si minimul local al unei functii se numesc extreme locale ale functiei.

Observatie: In aceste definitii nu s-a presupus continuitatea functiei in x.

Exemplu:
x*,x#0
f(X)—{ Lm0

11



-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 3.37
Functia nu este continud in x, =0 dar are un maxim local in x, = 0. Intr-adevar, exista

5>0, 6 =1 astfel incat f(x)-f(0)=f(x)-1<0 V xe(-1+1).
Teorema 1: (conditie necesard de extrem) O functie f (x) poate avea un extrem local
numai in puncte in care derivata sa f'(x) este fie nula fie nu exista.

Interpretare geometrica

v

X X, X3 X, S

Figura 3.38

Functia din grafic are extreme locale in punctele x;, x2, x3 si x4. Derivata sa f ’(x) nu
exista 1n x; §i x4 si este nuld in x; si x;.

Definitii:
Punctele critice pentru o functie sunt punctele in care sunt satisfacute conditiile necesare
de extrem. Acestea sunt ridicinile ecuatiei f”(x)=0 si punctele in care f’(x) nu exista.

Punctele stationare pentru o functie sunt punctele in care f '(x) =0.

Observatie: Teorema 1 furnizeaza doar conditii necesare de extrem. Nu orice punct critic
pentru functie este punct de extrem.

Exemplu: f(x)=x’
f'(x)=0 = 3x*=0 x =0 punct critic

Totusi functia nu are extrem in x, =0 deoarece f(0)=0 si f(x)<0 Vx<O0 si f(x)>0

Vx > 0 ceea ce inseamna ca functia este strict crescatoare in x, = 0. (vezi figura 3.31)

12



Dam 1n continuare doud teoreme care furnizeaza conditii suficiente pentru
maxim sau minim al unei functii Intr-un punct.

Teorema 2: Fie functia f (x) continud in xy s1 fie x = x, un punct critic pentru functia
f(x), adica fie f'(x,)=0 fie f’(x,) nu existi. Presupunem ci 35 >0 astfel incat
f'(x)>0 Vxe(x,—8,x,)si f'(x)<0 Vxe(x,,x, + ) adici derivata schimba semnul
de la pozitiv la negativ in xy . In aceste conditii functia are maxim in x,.

Teorema 3: Fie functia f (x) continud in xy s1 fie x = x, un punct critic pentru functia
f(x), adica fie f'(x,)=0 fie f’(x,) nu existi. Presupunem ci 35 >0 astfel incat
f'(x)<0 Vxe(x,—68,x,)si f'(x)>0 Vxe(x,,x, + ) adici derivata schimba semnul
de la negativ la pozitiv in x; . In aceste conditii functia are minim 1n x,.

Observatie: Ipoteza de continuitate a functiei in x, este importantd in teoremele 2 si 3.
Exemplu:

f() —X, x<0
X)=
x+1, x>0
74
4 3 5 1 0 1 2z 3 4
4 z+l ’
Figura 3.39

£'(x) nu existd in xo. Derivata schimba semnul in x, = 0, totusi functia nu are extrem in
x, =0 deoarece nu exista o vecinatate a lui x, =0, in care f(0)=1 si fie maximul sau
minimul functiei.

Explicatia consta in lipsa continuitatii functiei in x, =0.

Procedeu de determinare a punctelor de extrem

a) Calcularea derivatei f'(x) si a radacinilor ecuatiei f'(x)=0.

b) Determinarea punctelor in care f '(x) nu existd. Aceste puncte impreund cu

radacinile lui f'(x)=0 sunt punctele critice ale functiei.

c) Determinarea semnului lui f '(x) la stAnga si la dreapta fiecarui punct critic.
Atunci, functia are maxim in punctul critic x) daca f '(x) isi schimba semnul de la pozitiv
la negativ cand x trece prin punctul critic de la stanga la dreapta. Functia are minim in
punctul critic xy daca f ’(x) isi schimba semnul de la negativ la pozitiv cand x trece prin

13



punctul critic de la stanga la dreapta. Daca f '(x) nu-si modifica semnul cand x trece prin
punctul critic x, , functia nu are nici maxim nici minim in x.

Exemple:
1) y=x’e™
a) y'=2xe " —x’e " =e " (2-x)x
b) y'=0 = punctele critice x =0, x=2.
c¢) semnul derivatei

X — 0 0 2
£'(x) O++++++++++0

f '(x) <0 lastangalui x=0 si f '(x) >0 ladreaptalui x=0 = x =0 punct de minim
f '(x) >0 lastangalui x=2 si [ '(x) <0 ladreaptalui x =2 = x =2 punct de maxim

|

| 3

Figura 3.40 f(x)=x"¢""

2) y= x2/3

Figura 3.41 f(x)=x""

2
Z
a) J"=2x3 _21

373y
b) y' =0 nu are radicini, y'nu existdin x = 0 deoarece y'(0)=—0 si ' (0)=+o0
Functia are un singur punct critic x =0.
c) semnul derivatei

|x |—oo 0 +oo|

14




1'(x) FH++++++++t+H A+

f '(x) <0 lastangalui x=0 si f '(x) >0 ladreaptalui x=0 = x =0 punct de minim
3) y=x’

a) y' =3x’

b) y'=0 = puncte critice x =0

c) f '(x) =3x">0 Vx#0 = derivata este pozitivd si la stinga si la dreapta lui x =0
= functia nu are extrem.

X —00 0 +00

f’(x) ++++++++++++++H 0+

Figura 3.42 f(x)=x"
Derivata secunda in investigarea punctelor de extrem

O conditie suficientd de extrem este data de teorema urmatoare.
Teorema 4: Fie f (x) o functie care are prima si a doua derivatd n x, astfel incat

f'(x,)=0 si f"(x,)#0. Atunci, functia are in xy un maxim daci f"(x,)<0 si un

minim daca f"(x,)>0.

Procedeu de investigare a punctelor de extrem:
a) determinarea punctelor critice
b) calcularea derivatei secunde f "(x) intr-un punct critic xy si al semnului derivatei

secunde, daca aceasta existd. Daca f"(x,)< 0, atunci functia are maxim in xy si

daci f"(x,)>0 functia are minim in x,.

15




Daca f "(x) este fie nula fie nu exista, atunci putem decide asupra punctului de extrem cu

prima derivata.

XZ

Exemplu: y=e

Figura 3.43 f(x)= e

y' = 2xe™ = x=0 punct critic

y'=-2e" —2xe™ (-2x)= 2¢™ +4x2e™ y"(0)=-2<0

Atunci, functia are maxim in x = 0.

Exercitiu:

Determinati intervalele de monotonie §i punctele de extrem pentru functia:
f(x) =x" —3x+3

a) f'(x)=3x-3  f(x)=0 = 3(¥-1)=0 = x,=-1 x,=+]

b) Nu exista alte puncte critice

c)
X —© -1 +1 +00
f'(x) +++++++H0———————— O+++++++++

Intervalele de monotonie si punctele de extrem sunt:
(—o0,—1) crescatoare
x, =—1 punct de maxim
(—1,+1) descrescatoare
x, =+1 punct de minim

(+1,+00) crescatoare

Figura 3.44 f(x) =x —3x+3
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3.17 Convexitatea. Forma unei curbe. Puncte de inflexiune

Fie o curbd definitd de functia y = f'(x) si fie f'(x,) derivata finitd a functiei
in punctul x, astfel, curba admite tangentd in M, (xo, f (xo)), tangenta care nu este

paralela cu axa Oy.

Figura 3.45
Definitii:
° O curba este convexa intr-un punct M, daca existd o vecinatate (xo —0,X,+0 ) a

punctului x, astfel incat toate punctele curbei cu abscisele continute in (x, —&,x,+5) sa

se afle deasupra tangentei la curba in punctul M, (figura 3.45).

. O curb este concava intr-un punct My daca existd o vecinatate (x,—5,x,+J) a

punctului x, astfel incat toate punctele curbei cu abscisele continute n (x0 —0,X,+0 ) sa

se afle sub tangenta la curba in punctul M, (figura 3.46).

y

Figura 3.46
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. Fie y = f(x) o functie diferentiabild pe (a,b). Spunem ca graficul lui y = f'(x)
este convex (concav) pe (a,b) daca graficul se afla deasupra (dedesubt) de tangenta la
curba y = f(x), Vxe(a,b).

. Punctul M, (xo, f (xo)) se numeste punct de inflexiune al curbei y = f(x) dacd
existd o vecinatate (x,—J,x,+5) a punctului xo astfel incit curba este concava

Vxe(x,—-5,x,) si convexd Vxe(x,x,+J5) sau vice versa. (punctul in care

convexitatea curbei se modifica)

Observatie: M (xo, f (xo)) este punct de inflexiune dacd la stinga si la dreapta

punctului curba se afla in semiplane diferite fata de tangenta la curba in M,.

Figura 3.47

Procedeu analitic de investigare a convexitatii si a punctelor de inflexiune
Consideram un punct de pe curba y = f (x) si un punct de pe tangenta la curba

y=f(x) in punctul M, (xo, f (xo)). Presupunem ci aceste puncte au aceeasi abscisi x

si fie y ordonata punctului ales pe curba si Y ordonata punctului ales pe tangenta. Evident,
dacd y—-Y >0, Vx#x, dintr-o vecindtate a punctului xy, curba este convexa in M, si

dacd y—-Y <0, Vx # x, dintr-o vecinatate a punctului x, curba este concava in M.
¥

y=1(x)

|
|
|
Figura 3.48

Pentru a determina convexitatea curbei in M, este suficient sd investigdm semnul
diferentei y —Y pe o vecindtate a punctului xy.

18



Ecuatia tangentei este

y_f(xo):f,(xo)(x_xo)
= y=Y=fx)=[flx)+ f(x N —x,)]=
= [f(x)—f(xo)]—f'(xo)(x—xo)

Notdm: h=x-x,
= y=Y=[f(x+h)-f(x)]-f ()
Aplicdm teorema Lagrange pe [xo, X, + h] in ultima relatie:
y=Y=f"(x+0-h)h=f"(x,) b= f'(x,+0-h)=f"(x,)]h
unde =6(h) si 0<6<I1.
Presupunem ca functia admite derivata secunda in x, si pe o vecinatate a lui xy.

Cum prin definitie,

S +Ax)— f(x,)

si considerand Ax=6-h

77()= g L0t O R ()

cu teorema 1 de reprezentare din paragraful 1.8 Operatii cu limite, putem scrie:

(%, *99'.]2 L) o)+ a(om)

7' (5 +0-h)= (%) = /" (x,)0-h+a(6-h)6-h
unde a(6-h)—0 pentru h—0.

In concluzie,
y=Y=[f"(x)+a(0-h)]0-’
Daca f"(x,)#0 si cum a(@-h) este un infinitezimal pentru h— 0, existd 6 >0 a. i.

f"(x,)+a(6-h) are acelasi semn cu f"(x,) pe (x, —3,x,+&). Mai mult, 8-4* > 0.

Daca f "(xo)> 0 = py-Y >0 pentru x suficient de aproape de xy. Curba este
convexa in M, (x,, f(x,)).

Daca f "(xo)< 0 = py-Y <0 pentru x suficient de aproape de xy. Curba este
concava in M, (x,, f(x,)).
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Conditiile suficiente pentru convexitate pot fi schitate in mod intuitiv astfel:
f"(x)>0 = f'(x) strict crescatoare

panta=0

panta=(

panta=0

0 T T T T
1] 1 ) 3 4

Figura 3.49 Functia este convexa. Panta creste de la negativa la pozitiva cu x

f"(x)<0 = f'(x) strict descrescatoare

panta=0

pania=0

pania=0

Figura 3.50 Functia este concava. Panta scade de la pozitiva la negativa cu x

Conditii necesare pentru punct de inflexiune: M, (x,, /(x,)) poate fi punct
de inflexiune pentru curba y = f(x) doar daci f"(x,)=0 sau dacia f"(x,) nu existi.
Punctele in care f”(x)=0 sau /" (x) nu existd se numesc puncte critice de speta a doua.

Aceasta conditie nu este suficienta.
Exemplu: f(x)=x"

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 3.51 f(x)=x"
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f"(x)=12x>  f"(0)=0

Totusi punctul x, =0 nu este punct de inflexiune pentru functie. In acest punct curba este

convexa.

Conditii suficiente pentru punct de inflexiune:
Fie y=f (x) o functie care are derivatd secundd continud pe o vecindtate a

punctului x, cu o posibila exceptie in xy. Atunci, punctul M (xo, f (xo )) este punct de
inflexiune al curbei y = f(x) daca f"(x,)=0 sau f "(xy) nu existd si derivata secunda

isi schimba semnul 1n x.

Exemple:
1. Determinati intervalele de convexitate si punctele de inflexiune pentru functia:
f (x) =3x—x

5

Figura 3.52 f(x) =3x—x
f(x)=3x-x° f'(x)=3-3x*  f"(x)=—6x

Derivata secundd f”(x) se anuleazi in punctul x=0 si semnul derivatei secunde se
schimba in x=0 = x =0 punct de inflexiune.

X —0 0 + 00

Sr(x) | FHHF )

L O e L

Derivata secundd f"(x) nu se anuleaz in nici un punct si in x =0 derivata secunda nu
existd. Investigam semnul derivatei secunde pe o vecinatate a lui x =0.
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X —00 0 + 00

Fr(x) |+ttt bbb

Curba este convexa la stanga lui zero si concava la dreapta lui zero, deci punctul x =0
este punct de inflexiune.

Figura 3.53 f(x)=x""

2. Determinati intervalele de convexitate si punctele de inflexiune pentru curba
gaussiana:

Figura 3.54 f(x) e

f(x)=e™ f'(x)= 2xe™
f"(x) =2¢" —2xe™ (—Zx) =2¢ +4x%e " = 2(2x2 - l)e‘x2

x B B
—0 - - + o0
2 2
f”(x) ++++++++++0- - ——— O+++++++++++

V2 2

Doua puncte de inflexiune: x, = 5 sl x, = -
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