3.4 Derivate laterale
continuare

Fie f(x) o functie continud in x,. Spunem ci f(x) are derivatd infinitd in xo,
daca in acest punct are loc:

, . A
fx)= lim 2% = o0 (10)

In aceastd situatie tangenta la curba y = f(x) in punctul (x,, f(x,)) este paralela cu axa

Oy si perpendiculara pe axa Ox.

Exemplu: Fie f (x) =3/x si considerdm x =0
Ay f0+AY)-f(0) ¥Ax 1

s m Al

e\ 1 A
f(o)_gg})g_m

Tangenta la curba y = VYx in punctul (0,0) coincide cu axa Oy.

a4

Figura 3.7 f(x)= Ix



y=£(x)

M((x .f(x
6 EE))

v

O X

Figura 3.8
De retinut: Daca o functie f (x) are derivata finita in xy, atunci existd o tangenta la

graficul y = f(x) in punctul M, (xo, f (xo)) s1 ecuatia acestei tangente este:

y_f(xo):f’(xo)(x_xo) (11)

Definitie: O functie f(x) este netedd pe (a,b) daca f(x) si f'(x) sunt continue pe

(a,b).

Daca o functie f (x) este continud 1n x, si are derivate laterale diferite in xy,
f(x,=0)# f'(x,+0), atunci in punctul M, (x,,f(x,)) curba y=f(x) nu admite
tangentd. In aceastd situatie, curba y=f (x) nu este neteda, iar prin punctul

M, (xo, f (xo)) trec doud drepte, una tangenta la ramura stdngd a curbei si alta tangenta

la ramura dreapta a curbei. Punctul M (xo, f (xo )) se numeste punct unghiular.

M (x, . £(5,))

|
X, <
Figura 3.9

Exemplu: Functia y = |x| are un punct unghiular in O(0,0)
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Figura 3.10 f(x)=|x

Daci o functie f(x) este continua in x, si are derivati infiniti in xy, putem
distinge cazurile:

2) f'(x,)=—o0
3) fi' (xg)=—o f,/(x,)=+%  x, este punct de intoarcere
4) f/(xg)=+0  f(xy)=—00 X, este punct de intoarcere
Y
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Figura 3.11



3.5 Functii diferentiabile

Fie f(x) o functie definita pe (a,b) si fie x €(a,b). Considerim o crestere Ax a
argumentului x astfel incat x+Axe(a,b). Cresterea Ax a argumentului produce o
crestere Ay pentru functie:

Ay = f(x+Ax)- f(x) (12)

Definitie: Functia f (x) se numeste diferentiabila in punctul x e (a,b) daca cresterea
functiei Ay = f (x+Ax)— f (x), corespunzatoare cresterii Ax a argumentului admite o

reprezentare de forma:
Ay = AAx + a(Ax)Ax (13)

unde 4 este un numar independent de Ax, dar in general dependent de x si a(Ax)—) 0
pentru Ax — 0.
Exemplu: f(x)=x’

Pentru Vx e R si VAx,
Ay = (x+ Ax)’ — x* = 2xAx + AxAx

A=2x aAx)=Ax
Cu definitia, f(x)=x" este diferentiabild VxR .
Teorema 1: Pentru ca o functie y = f(x) si fie diferentiabild intr-un punct x este necesar
si suficient ca functia sa aiba derivata finitd f '(x) in punctul x.

Demonstratie:

= Considerdm y = f (x) diferentiabild In x = o crestere Ax in x produce o crestere Ay
a functiei care poate fi scrisa:

Ay = AAx + ar(Ax)Ax
Ly a(Ax)
Ax
unde A4 este o constanta pentru un x dat si a(Ax) — 0 pentru Ax —> 0.

lim == = 4= f(x)



Deci, derivata functiei in punctul x exista.

< Consideram ca functia are derivata f '(x) in punctul x = Jlim LY =f '(x)

M0 Ax

Cu teorema de reprezentare de la operatii cu limite avem:

o )+ ala)

unde a(Ax) =0 pentru Ax — 0. Atunci Ay = f"(x)Ax + a(Ax)Ax
Deoarece f'(x) este independent de Ax si a(Ax)—0 pentru Ax —0 = functia este

diferentiabild in x.

Observatie: Aceasta teorema stabileste o corespondentd unu-la-unu intre notiunea de
functie diferentiabila intr-un punct si notiunea de functie cu derivata finitd in acelasi
punct. In consecinta, operatia de calcul a derivatei unei functii se numeste si diferentierea
unei functii.

Teorema 2(Continuitatea functiilor diferentiabile): Dacd o functie y=f (x) este
diferentiabila Intr-un punct x, atunci functia este continud in punctul x.
Demonstratie:

Consideram y = f (x) diferentiabild in x = o crestere Ax a argumentului in x produce o
crestere Ay a functiei care poate fi scrisa:

Ay = AAx + a(Ax)Ax
unde 4 este o constantd pentru un x dat si &(Ax)— 0 pentru Ax — 0.

= lim Ay =0, adica functia este continua in x.
Ax—0

Reciproca nu este adevarati. Daca f(x) este continud in x, nu este necesar si fie si
diferetiabila in x.

Exemplu: f(x)= |x| este continud in x =0, dar nu are derivatd in x =0, deci nu este nici

diferentiabila 1n acest punct.



Diferentiala

Fie y=f (x) o functie diferentiabila in punctul x. Atunci o crestere Ax in x
produce o crestere Ay a functiei care poate fi scrisa:

Ay = AAx + a(Ax)Ax

unde a(Ax)— 0 pentru Ax — 0.
Daca A +#0, partea liniard AAx a lui Ay se numeste diferentiala functiei y = f (x) si se

noteazi cu dy sau df (x), adica
dy = AAx (14)

AAx este partea liniara principala a lui Ay, deoarece a(Ax)Ax este un infinitezimal de

ordin mai mare decat AAx pentru Ax — 0. Cu alte cuvinte, diferentiala este partea
principald a cresterii functiei relativ la cresterea Ax a argumentului.

Daca 4 =0, diferentiala este nula.
Din demonstratia teoremei 1 avem 4= f"(x), ceea ce conduce la

dyzf’(x)Ax

Observatie: Diferentiala unei variabile independente x este:
dx = Ax (15)

Atunci, diferentiala functiei y = f(x) se poate scrie:

dy = f"(x)dx (16)

Din aceasta scriere rezultd imediat notatia Leibniz pentru derivata in forma unui raport de
doua diferentiale:

dy
"(x)=2 17
fx)=5 (17)
Definitie: Spunem ca o functie y= f(x) este diferentiabild pe (a,b) daca functia este

diferentiabila in orice punct din (a,b).
Interpretarea geometrica a diferentialei

Fie y=f(x) o functie diferentiabild pe (a,b). Desenam tangenta la curba y = f(x) intr-
un punct M de abscisd x si consideram un punct M; cu abscisa x+dx. Desigur,
f'(x)=tge . Consideram triunghiul MPQ, in care

PQ=MP-lg(o=f’(x)dx=dy



Astfel, diferentiala dy = f"(x)dx a functiei y=f(x) este cresterea ordonatei tangentei la

curba y = f(x) in M cénd x are cresterea dx.

y=1(x)

—

O

Figura 3.12

Exemple:
1.

a) Determinati cresterea functiei si diferentiala functiei y =3x” —x
b) Calculati Ay si dy pentru aceasta functie, dacd x =1 si Ax =0.01

a Av=f(x+A)= £ (x)=[3(x+Ax) = (x4 Ax) |- (37 x) =
=3x? + 6xAx +3(Ax)” —x—Ax—3x" +x = 6xAx +3(Ax)’ —Ax
Ay =(6x—1)Ax +3Ax- Ax
dy=(6x—1)Ax
Sau dy=f'(x)dx = dy=(6x—1)dx

b. Ay=(6-1-1)-0.01+3-0.01-0.01 = 0.0503
dy=(6-1-1)-0.01=0.05

2. Determinati cresterea Ay si diferentiala dy a functiei y = 5x+x° pentru x =2 si
Ax=0.001.

Ay = f (x4 Ax) = £ (x) =| 5 (x+Ax)+ (x+ Ax)” | (Sx+27) =
=50+ 5Ax + X7+ 2xAx +(Ax)” —5x—x? = 5Ax + 2xAx +(Ax)’
Ay =(5+2x)Ax+Ax-Ax
Ay =9-0.001+0.000001 = 0.009001



dy=f'(x)dx = dy=(5+2x)dx  dy=9-0.001=0.009
3. Determinati diferentialele urmétoarelor functii pentru valori arbitrare ale argumentului

si ale cresterilor.

a) yze”‘2 b) y=xlnx—x
dy=f"(x)dx = dy= ( —2xe™* )dx

dy=f"(x)dx = dy:(lnxﬁ-x-l—ljdx = dy=(Inx)dx
x

4. Calculati diferentiala functiei y =#g x pentru x =

r
3
de = dy— } = = ~0.0698

1 P —

dy=f"(x)dx = dy:( 180 45

COS X

3.6 Reguli de diferentiere

O Derivata unei functii constante

Functia y=C =ct, Vx e(a,b) are derivata y'=0, Vxe(a,b).
Intr-adevar, Vx e(a,b), VAx astfel incat x+Ax e (a,b), are loc:

= l1m&— hmgzo, Vx e(a,b)
A0 Ax M0 Ax

In concluzie, (C)' =0 si dC=0

O Derivata sumei de functii

Fie u(x) si v(x) doua functii diferentiabile in x. Atunci, suma y(x)=u(x)+v(x) este

si ea diferentiabila 1n x si are loc:

Demonstratie:
Cu definitia derivatei avem:



(u +V)r (x) ~ lim (u+v)(x+ Ax) —(u + v) (x)
Ax—0 Ax

im u(x+Ax)+v(x+ Ax) —u(x) —v(x)
B Ax—0 Ax

Mim {u(x+Ax)—u(x) N v(x-i—Ax)—v(x)}
Ax—0 Ax Ax

(u + v)’ (x) =u'(x)+V'(x)
Rezultatul poate fi extins la suma unui numadr finit de functii diferentiabile.

Exemplu:
y=e +x’+2 y'=e +2x+0

O Derivata produsului de functii

Fie u(x) si v(x) doud functii diferentiabile in x. Atunci, produsul y(x)=u(x)-v(x)
este si el diferentiabil in x §i are loc:

(u(x)-v(x)), = u'(x)~v(x)+u(x)-v'(x)

d(u-v)zvdu+udv

Demonstratie:
Cu definitia derivatei avem:

' ) (u~v)(x+Ax)—(u~v)(x)
(1) (x) = lim il
" im u(x+ Ax)-v(x+ Ax) —u(x)-v(x)
Ax—0 Ax
lim u(x+ Ax)-v(x) —u(x) - v(x)+u(x+ Ax) - v(x + Ax) —u(x + Ax) - v(x)
Ax—0 Ax

= lim Ku(x +AY) _u(x)]v(x) +u(x+ Ax)(

Ax—0 Ax
Cum limita sumei este suma limitelor, are loc:

= lim (u(x+?_u(x)Jv(x)+£2})u(x+Ax)(

v(x+ Ax) — v(x)j
Ax

vu+A@—wm)
Ax

Ax—0

(u -v)' (x)=u'(x)-v(x)+u(x)-V'(x)

Unde, s-a folosit



limu(x+Ax):u(x)

Ax—0

datoritd continuitdtii functiei u(x). Demonstratia regulii de derivare a produsului
presupune derivabilitatea functiilor u si v, ceea ce implica continuitatea acestora.

Exemplu:
y= (x2 —2)(6" +2)

Observatie: Un factor constant iese in fata derivatei si diferentialei, adica

(Cu(x))' = Cu'(x)
d (Cu (x)) = Cdu

Regula produsului poate fi generalizata la un numar finit de functii diferentiabile:

!

(ul(x)”z(x)“'“n(x)) =) (), (x) -1, () +a (x)uy (X)), () +.o 4wy (x)ay (x)--ou]
O Derivata raportului de functii

Fie u(x) s v(x) doud functii diferentiabile in x si v(x);éO in x. Atunci, raportul

u(x)

y(x)= este si el diferentiabil in x si are loc:

v(x)

, (u u'v—uy'
’ :(_] _uv- (25)

d[ﬁjzw v(x)=0 (26)

) B
v v

Demonstratie:
Cu definitia derivatei avem:

ogglsb o

v Ax—0 A_x

u(x+Ax) u(x)
im v(x+Ax) v(x) _ ,mLu(x+Ax)v(x)—u(x)v(x+Ax)

Ax—>0 Ax EHOAX vix+Ax v(x
_ hmLu(x+Ax)v(x)—u(x)v(x)+u(x)v(x)—u(x)v(x+Ax)
A0 Ax v(x+Ax v(x)
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Exemplu: y= e2 _

x +3

3.7 Derivatele unor functii elementare

O Functia exponentiald y=a" (a>0, a#1) definitd Vxe R

Pentru Vx, VAx, cresterea functiei este

Ay:ax+Ax_ax:ax(an_l)

0
Ay | . a™-10
hm—y: lim a* 4 =a* lim 4 =
Ax—0 Ax Ax—0 =0 Ax

Facem schimbarea de variabild y =a™ -1, 1+y=a", log, (1+ y) =Ax

Al)irmoﬁza"ling#:a"ling LI
70 Ax 0 log, (1+) "log, (1+y)r log, e
= (ax )' =a'lna (27)
Caz particular: (e" )’ =e" (28)
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O Functia logaritmica y =Inx, (x > O)

Pentru Vx, VAx, astfel incat x + Ax > 0 cresterea functiei este

Ayzln(x+Ax)—lnx=1n[l+£]
X

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 X Ax—0 X

A ln(1+j Ax i Ay i‘l -
lim—yzlim—x=limln(l+—j :lnlim(1+—j —lne* =—

= (nx) =+ (29)
X

Observatie: log, x=log, e-Inx (a>0, a#1)

' r log, e 1
1 =1 | =—4 =—
(log, x) =log, e(Inx) ~ i
' 1
= (logu x) =g (30)

O Functia putere y =x“, (a € ]R) definitd Vx>0

Pentru Vx, VAx, cresterea functiei este

Ay =(x+Ax)" —x* =x" Knﬂja —1}

X

(1+ij -1 (1+A’C) -1 (1+ij -1
lim£=limx“x—=x“ limx—=x“llimx—=x“‘la
A0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax x Ax—>0 Ax
Mieid ar
X X
o (+x) -1
Unde am folosit limita lim~———=«

x—0 X
Intr-adevir,
y=(1+x)"-1 = I1+y=(1+x)" = In(l+y)=h(1+x)"

1n(1+y)=aln(l+x)
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(I+x)" -1 y  aln(l+x)

X X 1n(1+y) X

aln(l+x)

_ (+x)" -1 y oo
lim =1lim -lim -
x—0 X y—0 ln(1+ y) x—0 X y—0 ln(l n y); x—0

Trecem la limita:
1
=lim ! -limaln(1+x);=a

In concluzie, formula de derivare a functiei putere este:

!

= (x“) =ax™”! (31)

O Functii trigonometrice y =sinx, x € R

Pentru Vx, VAx, cresterea functiei este

Ay =sin(x+Ax)—sinx = 2sin%cos(x+%}

sin — sin —
lim£=lim 2 cos[ergj:lim 2 ~limcos(x+£)=l-cosx
A—0 Ay A0 2 A0 Ax A0 2

2 2
= (sin x)’ =cosx  Similar, (cos x)’ =—sinx (32)
 (sinx) cosx cOS X —sin x(—sin x)
(tg x) = = 2
COS X Cos” x
2 2
_ cos x+251n X _ 12 , x¢(2n+1)£
Cos” X COs” X 2
= (igx) = 12 , xz2n+)Z (33)
cos” x 2
Similar, (ctg x)':— .12 , XENT (34)_
sin” x

. 1 : 1
Exercitiu: Reprezentati grafic f(x)=—, x=0si f'(x)=——.
x x

13



3

Figura 3.13
Observatie: Graficele functiilor f(x) si f'(x) sunt diferite. Mai mult, f(x) este functie
impard iar f '(x) este functie para. In general, derivata unei functii impare este o functie

para si vice-versa.
3.8 Derivatele functiilor compuse

Teorema 1: Fie u:go(x) o functie diferentiabila in xp si fie y=f (u) o functie
diferentiabila in u, = go(xo ) Atunci, functia compusd y = f [go(x)] este diferentiabila 1n x,
si are loc:

’

{To)]} (x)=7"(m)e' (%) (35)

Observatie: Egalitatea de mai sus poate fi scrisa si in alte moduri:

&y _dydu

— sau /: ru! 36
e du Vi =Vl (36)

Demonstratie:
Cresterea Ax a argumentului determini o crestere Au a functiei u = @(x). Aceastd

crestere Au determind §i aceasta o crestere Ay pentru y = f (u) Cum y=f (u) este
diferentiabila 1n uy avem:

Ay = f'(uy) Au+a(Au)-Au a(Au)—>0, Au—0

VI
Ax_f(uo)Ax+a(Au)Ax (37)

14



Cum u = (p(x) o functie diferentiabila in x, aceasta este si continud in xy deci lim Au =0
Ax—0

In relatia (37) trecem la limitd Ax — 0 si obtinem relatia (35).

Exemple:

sin x

1) Calculati derivata functiei y =e
y este o functie compusa de x care poate fi scrisd in forma

y=e" cu u(x)=sin x
!
sin x

= y;:(e“)uu;:e“cosx:e COS X
2) Calculati derivata functiei y =sin (xz)
y este o functie compusa de x care poate fi scrisa in forma
y=sinu(x) cu u(x)=x’

!

= y;=(Sinu)uu;=Cosu~2x=2x-cos(x2)

3) Calculati derivata functiei y = 1n|x , x#0

y este o functie para definitd pe R—{0}
Daca x>0 = |x|=x = y=Inx = y =(Inx) :l, x>0
Dacd x<0 = |x| =—x = y=In(-x)
In aceasta situatie derivam functia compusa:
o=yl ==L (=1, x<o
In concluzie, !

(1n|x|)’ = l , x#0
X

Observatie: Teorema 1 este valabila si pentru compunerea unui numadr finit de functii.
De exemplu, daca

y=f), u=¢z) si z=yp() (38)
Atunci derivata functiei compuse y = f {(p[y/(x)]} este:
Vi = YUz, 39)

cu conditia ca derivatele implicate sa existe.

15
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Exemplu: y =sin’ 4x y.o=yu'z y=u' wu=sinz z=4x

y'=3sin’ 4x-cos4x-4

Invarianta diferentialei
Daca y=f (u) este o functie diferentiabild de variabila independenta u atunci

dy = f"(u)du (40)
unde du = Au .
Fie u = (o(x) o functie diferentiabila de variabild independentd x. Atunci putem considera

y ca o functie compusd y = f [gp(x)] de variabild x. Putem exprima diferentiala functiei
compuse astfel

dy = {flp(x)]} < dx (1)

Cu teorema 1 de derivare a functiilor compuse avem
dy = f(u)p'(x)dx (42)

Si deoarece ¢'(x)dx = du, obtinem din nou relatia

dy = f"(u)du

De retinut Diferentiala unei functii se exprima cu aceeasi formuld indiferent
daca argumentul functiei este o variabila independenta sau este o functie de o alta
variabila. Aceasta proprietate se numeste invarianta formei de exprimare a diferentialei.

In formula dy = f '(u)du , diferentiala du este egald cu o crestere arbitrard Au a

unei variabile independente u sau daca u nu este variabila independenta, adica u = go(x),
atunci du = ¢'(x)dx este partea liniara a cresterii functiei u = @(x) si este in general
diferita de Au .

Exerecitii:
Calculati derivatele functiilor:
y=(x*~2x+3)
¥ =5(x* ~2x+3)" (x* ~2x+3) =5(x ~2x+3)' (2x-2)
y=(2a+3bx)", a,beR
' =2(2a+3bx)(2a+3bx) =2(2a+3bx)(3b)

y:3a+bx3 , abeR

16



1 | ’

y'= %(a +bx’ )5_ (a +bx3) = %(a +bx’ )_§ (b3x2)

y=cos(ax+p), a,feR

Y = —sin(ax+ﬂ)(ax+ﬂ)’ =—sin(ax+f)(a)
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