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3.4 Derivate laterale 
continuare 

 
 
 

Fie ( )xf  o funcţie continuă în x0. Spunem că ( )xf  are derivată infinită  în x0, 
dacă în acest punct are loc: 

                                                    ( ) ±∞=
Δ
Δ

=′
→Δ x

yxf
x 00 lim                                                 (10) 

In această situaţie tangenta la curba ( )y f x=  în punctul ( )( )00 , xfx  este paralela cu axa 
Oy si perpendiculară pe axa Ox. 
 
 
 
Exemplu:  Fie ( ) 3 xxf =  si considerăm 0=x       

                                      ( ) ( )
( )3 2

3 100

xx
x

x
fxf

x
y

Δ
=

Δ
Δ

=
Δ

−Δ+
=

Δ
Δ  

                                        ( ) +∞=
Δ
Δ

=′
→Δ x

yf
x 0

lim0  

Tangenta la curba 3 xy =  în punctul ( )0,0  coincide cu axa Oy. 

 
Figura 3.7 3( )f x x=  
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Figura 3.8 

De reţinut:  Dacă o funcţie ( )xf  are derivată finită în x0, atunci există o tangentă la 
graficul ( )xfy =  în punctul ( )( )0 0 0,M x f x  şi ecuaţia acestei tangente este: 
 
                                               ( ) ( )( )000 xxxfxfy −′=−                                                 (11) 
 
Definiţie: O funcţie ( )xf  este netedă pe ( )ba,  dacă ( )xf  şi ( )xf ′  sunt continue pe  
( )ba, . 

Dacă o funcţie ( )xf  este continuă în x0 şi are derivate laterale diferite în x0, 
( ) ( )00 00 +′≠−′ xfxf , atunci în punctul ( )( )0 0 0,M x f x  curba ( )xfy =  nu admite 

tangentă. In această situaţie, curba ( )xfy =  nu este netedă, iar prin punctul  
( )( )0 0 0,M x f x  trec două drepte, una tangentă la ramura stângă a curbei şi alta tangentă 

la ramura dreaptă a curbei. Punctul ( )( )0 0 0,M x f x  se numeşte punct unghiular. 

 
Figura 3.9 

 
Exemplu: Funcţia xy =  are un punct unghiular în ( )0,0O  
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Figura 3.10 ( )f x x=  

 
 

Dacă o funcţie ( )xf  este continuă în 0x  şi are derivată infinită în x0, putem 
distinge cazurile: 

 
1) ( ) +∞=′ 0xf  
2) ( ) −∞=′ 0xf  

3) ( )0sf x′ = −∞     ( )0df x′ = +∞       0x  este punct de intoarcere 

4) ( )0sf x′ = +∞      ( )0df x′ = −∞       0x  este punct de intoarcere 

 
Figura 3.11 
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3.5 Funcţii diferenţiabile 
 
 

Fie ( )xf  o funcţie definită pe ( )ba,  şi fie ( )bax ,∈ . Considerăm o creştere xΔ  a 
argumentului x astfel încât ( )baxx ,∈Δ+ . Creşterea xΔ  a argumentului produce o 
creştere yΔ  pentru funcţie: 
                                                     ( ) ( )xfxxfy −Δ+=Δ                                                 (12) 
 
Definiţie: Funcţia ( )xf  se numeşte diferenţiabilă  în punctul ( )bax ,∈  dacă creşterea 
funcţiei ( ) ( )xfxxfy −Δ+=Δ , corespunzătoare creşterii xΔ  a argumentului admite o 
reprezentare de forma: 
                                                    ( ) xxxAy ΔΔ+Δ=Δ α                                                   (13) 
 
unde A este un număr independent de xΔ , dar în general dependent de x şi ( ) 0→Δxα  
pentru 0→Δx . 
Exemplu:  ( ) 2xxf =  
                           
Pentru x∀ ∈  şi xΔ∀ ,    
                                           ( ) xxxxxxxy ΔΔ+Δ=−Δ+=Δ 222   
    
                                                          xA 2=    ( ) xx Δ=Δα  
 
Cu definiţia, ( ) 2xxf =  este diferenţiabilă x∀ ∈ . 
 
 
Teorema 1: Pentru ca o funcţie ( )xfy =  să fie diferenţiabilă într-un punct x este necesar 
şi suficient ca funcţia să aibă derivată finită ( )xf ′  în punctul x.  
 
Demonstraţie:  
 
⇒  Considerăm ( )xfy =  diferenţiabilă în x ⇒  o creştere xΔ  în x produce o creştere yΔ  
a funcţiei care poate fi scrisă: 
 
                                               ( ) xxxAy ΔΔ+Δ=Δ α  
 

                                                  ( )xA
x
y

Δ+=
Δ
Δ α  

 
unde A este o constantă pentru un x dat şi ( ) 0→Δxα  pentru 0→Δx . 
 

                                               ( )xfA
x
y

x
′==

Δ
Δ

→Δ 0
lim  
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Deci, derivata funcţiei în punctul x există. 
 

⇐  Considerăm că funcţia are derivata ( )xf ′  în punctul x ⇒  ( )xf
x
y

x
′=

Δ
Δ

∃
→Δ 0

lim  

 
Cu teorema de reprezentare de la operaţii cu limite avem: 
 

                                                ( ) ( )xxf
x
y

Δ+′=
Δ
Δ α  

 
unde ( ) 0→Δxα  pentru 0→Δx . Atunci ( ) ( ) xxxxfy ΔΔ+Δ′=Δ α  
                                            
Deoarece ( )xf ′  este independent de xΔ  şi ( ) 0→Δxα  pentru 0→Δx ⇒  funcţia este 
diferenţiabilă în x .  
 
 
Observaţie: Această teoremă stabileşte o corespondenţă unu-la-unu între noţiunea de 
funcţie diferenţiabilă într-un punct şi noţiunea de funcţie cu derivată finită în acelaşi 
punct. In consecinţă, operaţia de calcul a derivatei unei funcţii se numeşte şi diferenţierea 
unei funcţii. 
 
 
Teorema 2(Continuitatea funcţiilor diferenţiabile): Dacă o funcţie ( )xfy =  este 
diferenţiabilă într-un punct x, atunci funcţia este continuă în punctul x. 
 
Demonstraţie: 
 
Considerăm ( )xfy =  diferenţiabilă în x ⇒  o creştere xΔ  a argumentului in x produce o 
creştere yΔ  a funcţiei care poate fi scrisă: 
 
                                                       ( ) xxxAy ΔΔ+Δ=Δ α  
 
unde A este o constantă pentru un x dat şi ( ) 0→Δxα  pentru 0→Δx . 
 
         ⇒    0lim

0
=Δ

→Δ
y

x
 , adică funcţia este continuă în x. 

 
Reciproca nu este adevărată. Dacă ( )xf  este continuă în x, nu este necesar să fie şi 
difereţiabilă în x.  
 
Exemplu: ( ) xxf =  este continuă în 0=x , dar nu are derivată în 0=x , deci nu este nici 
diferenţiabilă în acest punct. 
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Diferenţiala  
 

Fie ( )xfy =  o funcţie diferenţiabilă în punctul x. Atunci o creştere xΔ  în x 
produce o creştere yΔ  a funcţiei care poate fi scrisă: 
 
                                                ( ) xxxAy ΔΔ+Δ=Δ α  
 
unde ( ) 0→Δxα  pentru 0→Δx . 
Dacă 0≠A , partea liniară xAΔ  a lui yΔ  se numeşte diferenţiala funcţiei ( )xfy =  şi se 
notează cu dy sau ( )xdf , adica 
                                                            xAdy Δ=                                                             (14) 
 

xAΔ  este partea liniară principală a lui yΔ , deoarece ( ) xx ΔΔα  este un infinitezimal de 
ordin mai mare decât xAΔ  pentru 0→Δx . Cu alte cuvinte, diferenţiala este partea 
principală a creşterii funcţiei relativ la creşterea xΔ  a argumentului. 
 
Dacă 0=A , diferenţiala este nulă.  
Din demonstraţia teoremei 1 avem ( )A f x′= , ceea ce conduce la 
                                                         ( )dy f x x′= Δ  
 
Observaţie: Diferenţiala unei variabile independente x este: 
                                                             dx x= Δ                                                             (15) 
 
Atunci, diferenţiala funcţiei ( )y f x=  se poate scrie: 
 
                                                           ( )dy f x dx′=                                                      (16) 
 
Din această scriere rezultă imediat notaţia Leibniz pentru derivată în forma unui raport de 
două diferenţiale: 

                                                           ( ) dyf x
dx

′ =                                                         (17) 

           
Definiţie: Spunem că o funcţie ( )y f x=  este diferenţiabilă pe ( ),a b  dacă funcţia este 
diferenţiabilă în orice punct din ( ),a b . 
 
Interpretarea geometrică a diferenţialei 
 
Fie ( )y f x=  o funcţie diferenţiabilă pe ( ),a b . Desenăm tangenta la curba ( )y f x=  într-
un punct M de abscisă x şi considerăm un punct M1 cu abscisa x+dx. Desigur, 

( )f x tgϕ′ = . Considerăm triunghiul MPQ , în care 
                                                  ( )PQ MP tg f x dx dyϕ ′= ⋅ = =  
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Astfel, diferenţiala ( )dy f x dx′=  a funcţiei ( )y f x=  este creşterea ordonatei tangentei la 
curba ( )y f x=  în M când x are creşterea dx. 

 
Figura 3.12 

Exemple: 
1. 

a) Determinaţi creşterea funcţiei şi diferenţiala funcţiei 23y x x= −  
b) Calculaţi yΔ  şi dy pentru această funcţie, dacă 1x =  şi 0.01xΔ =  

a.        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 23 3y f x x f x x x x x x x⎡ ⎤Δ = + Δ − = + Δ − + Δ − − =⎣ ⎦  

                        ( ) ( )2 22 23 6 3 3 6 3x x x x x x x x x x x x= + Δ + Δ − −Δ − + = Δ + Δ −Δ  

                         ( )6 1 3y x x x xΔ = − Δ + Δ ⋅Δ  

                    ( )6 1dy x x= − Δ  

Sau  ( )dy f x dx′=   ⇒  ( )6 1dy x dx= −  
 
        b. ( )6 1 1 0.01 3 0.01 0.01 0.0503yΔ = ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ =  

             ( )6 1 1 0.01 0.05dy = ⋅ − ⋅ =  
 
2. Determinaţi creşterea yΔ  şi diferenţiala dy a funcţiei 25y x x= +  pentru 2x =  şi 

0.001xΔ = . 
 
                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 25 5y f x x f x x x x x x x⎡ ⎤Δ = + Δ − = + Δ + + Δ − + =⎣ ⎦  

                        ( ) ( )2 22 25 5 2 5 5 2x x x x x x x x x x x x= + Δ + + Δ + Δ − − = Δ + Δ + Δ  

                     ( )5 2y x x x xΔ = + Δ + Δ ⋅Δ  
                     9 0.001 0.000001 0.009001yΔ = ⋅ + =  
 



 8

                     ( )dy f x dx′=   ⇒  ( )5 2dy x dx= +       9 0.001 0.009dy = ⋅ =  
 
3. Determinaţi diferenţialele următoarelor funcţii pentru valori arbitrare ale argumentului 
şi ale creşterilor. 
                               a) 

2xy e−=                  b) lny x x x= −  
 
                    ( )dy f x dx′=   ⇒  ( )2

2 xdy xe dx−= −  

                    ( )dy f x dx′=   ⇒  1ln 1dy x x dx
x

⎛ ⎞= + ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⇒  ( )lndy x dx=  

 

4. Calculaţi diferenţiala funcţiei y tg x=  pentru 
3

x π
=  şi 

180
x π

Δ = . 

        ( )dy f x dx′=  ⇒  2

1
cos

dy dx
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇒  
2

1 4 0.0698
180 180 45cos

3

dy π π π
π

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = ⋅ = ≈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3.6 Reguli de diferenţiere 
 

 
□ Derivata unei funcţii constante  

 
Funcţia y C ct= = , ( ),x a b∀ ∈  are derivata 0y′ = , ( ),x a b∀ ∈ . 

Într-adevăr, ( ),x a b∀ ∈ , x∀Δ  astfel încât ( )baxx ,∈Δ+ , are loc: 
 

                            
0 0

lim lim 0
x x

y C Cy
x xΔ → Δ →

Δ −′ = = =
Δ Δ

,     ( ),x a b∀ ∈  

 

În concluzie,   ( ) 0C ′ =   şi   0dC =  
 

□ Derivata sumei de funcţii 
 
Fie ( )u x  şi ( )v x  două funcţii diferenţiabile în x. Atunci, suma ( ) ( ) ( )y x u x v x= +  este 
şi ea diferenţiabilă în x şi are loc: 
 

                                        ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )y x u x v x u x v x′′ ′ ′= + = +   

                                       ( )d u v du dv+ = +  
 
Demonstraţie: 
Cu definiţia derivatei avem: 
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                          ( ) ( ) ( )
0

( )( ) ( )
lim
x

u v x x u v x
u v x

xΔ →

+ + Δ − +′+ =
Δ

 

 

                                             
0

( ) ( ) ( ) ( )lim
x

u x x v x x u x v x
xΔ →

+ Δ + + Δ − −
=

Δ
 

 

                                             
0

( ) ( ) ( ) ( )lim
x

u x x u x v x x v x
x xΔ →

+ Δ − + Δ −⎡ ⎤= +⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦
 

 

                         ( ) ( ) ( ) ( )u v x u x v x′ ′ ′+ = +  
 
Rezultatul poate fi extins la suma unui număr finit de funcţii diferenţiabile. 
 
Exemplu:  
                                    2 2xy e x= + +                2 0xy e x′ = + +  
 

□ Derivata produsului de funcţii 
 
Fie ( )u x  şi ( )v x  două funcţii diferenţiabile în x. Atunci, produsul ( ) ( ) ( )y x u x v x= ⋅  
este şi el diferenţiabil în x şi are loc: 
 

                                   ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅  

                                   ( )d u v vdu udv⋅ = +  
 
Demonstraţie: 
Cu definiţia derivatei avem: 

                          ( ) ( ) ( )
0

( )( ) ( )
lim
x

u v x x u v x
u v x

xΔ →

⋅ + Δ − ⋅′⋅ =
Δ

 

                                             
0

( ) ( ) ( ) ( )lim
x

u x x v x x u x v x
xΔ →

+ Δ ⋅ + Δ − ⋅
=

Δ
 

                      
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim
x

u x x v x u x v x u x x v x x u x x v x
xΔ →

+ Δ ⋅ − ⋅ + + Δ ⋅ + Δ − + Δ ⋅
=

Δ
 

                              
0

( ) ( ) ( ) ( )lim ( ) ( )
x

u x x u x v x x v xv x u x x
x xΔ →

⎡ ⎤+ Δ − + Δ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

Cum limita sumei este suma limitelor, are loc: 

                                
0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim ( ) lim ( )
x x

u x x u x v x x v xv x u x x
x xΔ → Δ →

+ Δ − + Δ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

                                                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u v x u x v x u x v x′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅  
Unde, s-a folosit 
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                                                     ( ) ( )
0

lim
x

u x x u x
Δ →

+ Δ =     

 
datorită continuităţii funcţiei ( )u x . Demonstraţia regulii de derivare a produsului 
presupune derivabilitatea funcţiilor u şi v, ceea ce implică continuitatea acestora. 
 
Exemplu: 
                         ( )( )2 2 2xy x e= − +          
 
Observaţie: Un factor constant iese în faţa derivatei şi diferenţialei, adică 

                                      ( )( ) ( )Cu x Cu x′ ′=  

                                      ( )( )d Cu x Cdu=  
Regula produsului poate fi generalizată la un număr finit de funcţii diferenţiabile: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2n n n nu x u x u x u x u x u x u x u x u x u x u x u x′ ′ ′ ′= + + +…
 

□ Derivata raportului de funcţii 
 
Fie ( )u x  şi ( )v x  două funcţii diferenţiabile în x şi ( ) 0v x ≠  în x. Atunci, raportul 

( ) ( )
( )

u x
y x

v x
=  este şi el diferenţiabil în x şi are loc: 

                                    2

u u v uvy
v v

′ ′ ′−⎛ ⎞′ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                 (25) 

 

                                    2

u vdu udvd
v v

−⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  ( ) 0v x ≠                                                    (26) 

Demonstraţie: 
Cu definiţia derivatei avem: 

                          ( )
0

( ) ( )
lim
x

u ux x x
u v vx
v xΔ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ Δ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠=⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠
 

 

                       ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )0 0

( ) ( )
1( ) ( )lim lim

x x

u x x u x
u x x v x u x v x xv x x v x

x x v x x v xΔ → Δ →

+ Δ −
+ Δ − + Δ+ Δ= =

Δ Δ + Δ
 

 

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )0

1lim
x

u x x v x u x v x u x v x u x v x x
x v x x v xΔ →

+ Δ − + − + Δ
=

Δ + Δ
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )0
lim
x

u x x u x v x x v x
v x u x

x x
v x x v xΔ →

+ Δ − + Δ −
−

Δ Δ=
+ Δ

 

 

                        ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 2

u x v x u x v x

v x

′ ′−
=

⎡ ⎤⎣ ⎦
 

Exemplu: 2

1
3

xey
x
−

=
+

                                      

 

                     
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )

2 2 2

2 22 2

1 3 1 3 3 1 2

3 3

x x x xe x e x e x e x
y

x x

′ ′− + − − + + − −
′ = =

+ +
 

 
                

 
3.7 Derivatele unor funcţii elementare 

 
 
 

□ Funcţia exponenţială  xy a=    ( 0,  1)a a> ≠  definită x∀ ∈  
 
Pentru x∀ , x∀Δ , creşterea funcţiei este 
 
                                        ( )1x x x x xy a a a a+Δ ΔΔ = − = −  

                          

0
0

0 0 0

1 1lim lim lim
x x

x x

x x x

y a aa a
x x x

Δ Δ

Δ → Δ → Δ →

Δ − −
= = =

Δ Δ Δ
 

 
         Facem schimbarea de variabilă 1xy aΔ= −  ,  1 xy aΔ+ = ,   ( )log 1a y x+ = Δ  
 

               
( ) ( )

10 0 0

1 1lim lim lim ln
log 1 loglog 1

x x x x

x y y
a ay

a

y ya a a a a
x y ey

Δ → → →

Δ
= = = =

Δ + +
 

 

                                           ⇒   ( ) lnx xa a a′ =                                              (27) 
 

Caz particular:                          ( )x xe e′ =                                                      (28) 
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□ Funcţia logaritmică  lny x= ,   ( )0x >  
 

Pentru x∀ , x∀Δ , astfel încât 0x x+ Δ >  creşterea funcţiei este 
 

                                          ( )ln ln ln 1 xy x x x
x
Δ⎛ ⎞Δ = + Δ − = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

            
1 1

1

0 0 0 0

ln 1
1lim lim lim ln 1 ln lim 1 ln

x
x x x

x
x x x x

x
y x xx e
x x x x x

⋅
Δ Δ

Δ → Δ → Δ → Δ →

Δ⎛ ⎞+⎜ ⎟Δ Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠= = + = + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

                                                ⇒    ( ) 1ln x
x

′ =                                                       (29) 

 
Observaţie: log log lna ax e x= ⋅   ( 0,  1)a a> ≠  
 

                   ( ) ( ) log 1log log ln
ln

a
a a

ex e x
x x a

′ ′= = =  

 

                                       ⇒   ( ) 1log
lna x

x a
′ =                                                     (30) 

 
 

□ Funcţia putere  y xα= ,  ( )α ∈  definită 0x∀ >  
 
Pentru x∀ , x∀Δ , creşterea funcţiei este 
 

               ( ) 1 1xy x x x x
x

α
α α α

⎡ ⎤Δ⎛ ⎞Δ = + Δ − = + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

             

1

0 0 0 0

1 1 1 1 1 1
1lim lim lim lim

x x x x

x x x
y x x xx x x xx xx x xx

x x

α α α

α α α α α−
Δ → Δ → Δ → Δ →

Δ Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = =
Δ ΔΔ Δ

Unde am folosit limita  ( )
0

1 1
lim
x

x
x

α

α
→

+ −
=  

Într-adevăr,  
        ( )1 1y x α= + −    ⇒   ( )1 1y x α+ = +    ⇒   ( ) ( )ln 1 ln 1y x α+ = +  
 
            ( ) ( )ln 1 ln 1y xα+ = +     
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            ( )
( )

( )1 1 ln 1
ln 1

x xy y
x x y x

α α+ − +
= = ⋅

+
 

  
Trecem la limită:              

    ( )
( )

( )

( )
( )

1

10 0 0 0 0

1 1 ln 1 1lim lim lim lim lim ln 1
ln 1 ln 1

x
x y x y x

y

x xy x
x y x y

α α
α α

→ → → → →

+ − +
= ⋅ = ⋅ + =

+ +
 

 
       În concluzie, formula de derivare a funcţiei putere este:              

                                               ⇒   ( ) 1x xα αα −′ =                                                          (31) 
 

 
□ Funcţii trigonometrice siny x= , x∈  

 
Pentru x∀ , x∀Δ , creşterea funcţiei este 

 

                       ( )sin sin 2sin cos
2 2
x xy x x x xΔ Δ⎛ ⎞Δ = + Δ − = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

        
0 0 0 0

sin sin
2 2lim lim cos lim lim cos 1 cos

2 2
2 2

x x x x

x x
y x xx x xx xxΔ → Δ → Δ → Δ →

Δ Δ
Δ Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = ⋅ + = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ ΔΔ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                         ⇒    ( )sin cosx x′ =       Similar,              ( )cos sinx x′ = −               (32) 
     

                     ( ) 2

sin cos  cos sin ( sin ) 
cos cos

x x x x xtg x
x x

′ − −⎛ ⎞′ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                                     
2 2

2 2

cos sin 1
cos cos
x x

x x
+

= = ,  (2 1)
2

x n π
≠ +  

 

                                  ⇒     ( ) 2

1 
cos

tg x
x

′ = ,  (2 1)
2

x n π
≠ +                                    (33) 

      Similar,                        ( ) 2

1 
sin

ctg x
x

′ = − ,  x nπ≠                                           (34)_ 

 

Exerciţiu: Reprezentaţi grafic 1( ) ,   0f x x
x

= ≠  şi ( ) 2

1f x
x

′ = − . 
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Figura 3.13 

Observaţie: Graficele funcţiilor ( )f x  şi ( )f x′  sunt diferite. Mai mult, ( )f x  este funcţie 

impară iar ( )f x′  este funcţie pară. În general, derivata unei funcţii impare este o funcţie 
pară şi vice-versa.   
 
 

3.8 Derivatele funcţiilor compuse 
  
 
Teorema 1: Fie ( )xu ϕ=  o funcţie diferenţiabilă în x0 şi fie ( )ufy =  o funcţie 
diferenţiabilă în ( )00 xu ϕ= . Atunci, funcţia compusă ( )[ ]xfy ϕ=  este diferenţiabilă în x0 
şi are loc: 

                                            ( ){ } ( ) ( ) ( )0 0 0f x x f u xϕ ϕ′ ′ ′⎡ ⎤ =⎣ ⎦                                      (35) 

 
 
Observaţie:  Egalitatea de mai sus poate fi scrisă şi în alte moduri: 
 

                                       
dx
du

du
dy

dx
dy

=                 sau               xux uyy ′′=′                     (36) 

 
Demonstraţie: 
Creşterea xΔ  a argumentului determină o creştere uΔ  a funcţiei ( )xu ϕ= . Această 
creştere uΔ  determină şi aceasta o creştere yΔ  pentru ( )ufy = . Cum ( )ufy =  este 
diferenţiabilă în u0 avem: 
 
                                  ( ) ( )0y f u u u uα′Δ = Δ + Δ ⋅Δ          ( ) 0uα Δ → , 0uΔ →  
 

                                               ( ) ( )0
y u uf u u
x x x

αΔ Δ Δ′= + Δ
Δ Δ Δ

                                          (37) 
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Cum ( )xu ϕ=  o funcţie diferenţiabilă în x0 aceasta este şi continuă în x0 deci 

0
lim 0
x

u
Δ →

Δ =  

În relaţia (37) trecem la limită 0xΔ →  şi obţinem relaţia (35). 
 
 
Exemple: 
 

1) Calculaţi derivata funcţiei xey sin=  
y este o funcţie compusă de x care poate fi scrisă în forma 
 
                            ( )xuey =    cu    ( ) xxu sin=  

           ⇒        ( ) xexeuey xu
xu

u
x coscos sin==′

′
=′  

2) Calculaţi derivata funcţiei ( )2siny x=  
y este o funcţie compusă de x care poate fi scrisă în forma 
                            ( )siny u x=    cu    ( ) 2u x x=  

              ⇒         ( ) ( )2sin cos 2 2 cosx xu
y u u u x x x′′ ′= = ⋅ = ⋅  

 
3) Calculaţi derivata funcţiei xy ln= , 0≠x  
 

     y este o funcţie pară definită pe { }0−  

             Dacă 0>x   ⇒   xx =   ⇒   xy ln=   ⇒    ( )
x

xyx
1ln =′=′ ,   0>x  

             Dacă 0<x   ⇒   xx −=   ⇒   ( )xy −= ln   
 
In această situaţie derivăm funcţia compusă: 

                               ( ) ( )
xxu

uyy xux
11111

=−
−

=−=′′=′ ,    0<x  

In concluzie, 

                                                 ( )
x

x 1ln =′ ,    0≠x                                                  

 
Observaţie: Teorema 1 este valabilă şi pentru compunerea unui număr finit de funcţii. 
De exemplu, dacă 

                             ( )ufy = ,      ( )zu ϕ=      şi     ( )xz ψ=                                         (38) 
 
Atunci derivata funcţiei compuse ( )[ ]{ }xfy ψϕ=  este: 
 

                                             xzux zuyy ′′′=′                                                                      (39) 
 
cu condiţia ca derivatele implicate să existe. 
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Exemplu: 3sin 4y x=          xzux zuyy ′′′=′          3y u=      sinu z=     4z x=  
 
                                          23sin 4 cos 4 4y x x′ = ⋅ ⋅  
 
 
Invarianţa diferenţialei  

Dacă ( )ufy =  este o funcţie diferenţiabilă de variabila independentă u atunci 
                                                       ( )duufdy ′=                                                            (40) 

unde udu Δ= . 
Fie ( )xu ϕ=  o funcţie diferenţiabilă de variabilă independentă x. Atunci putem considera 
y ca o funcţie compusă ( )[ ]xfy ϕ=  de variabilă x. Putem exprima diferenţiala funcţiei 
compuse astfel 

                                                 ( )[ ]{ } dxxfdy x
′= ϕ                                                        (41) 

 
Cu teorema 1 de derivare a funcţiilor compuse avem 
 
                                                 ( ) ( )dxxufdy ϕ′′=                                                           (42) 
 
Şi deoarece ( ) dudxx =′ϕ ,  obţinem din nou relaţia  
 
                                                       ( )duufdy ′=  
 

De reţinut Diferenţiala unei funcţii se exprimă cu aceeaşi formulă indiferent 
dacă argumentul funcţiei este o variabilă independentă sau este o funcţie de o altă 
variabilă. Această proprietate se numeşte invarianţa formei de exprimare a diferenţialei. 

In formula ( )duufdy ′= , diferenţiala du este egală cu o creştere arbitrară uΔ a 
unei variabile independente u sau dacă u nu este variabilă independentă, adică ( )xu ϕ= , 
atunci ( )dxxdu ϕ′=  este partea liniară a creşterii funcţiei ( )xu ϕ=  şi este în general 
diferită de uΔ . 
 
Exerciţii: 
 
Calculaţi derivatele funcţiilor: 

              ( )52 2 3y x x= − +  

                         ( ) ( ) ( ) ( )4 42 2 25 2 3 2 3 5 2 3 2 2y x x x x x x x′′ = − + − + = − + −  

               ( )22 3y a bx= + ,   ,a b∈  

                          ( )( ) ( )( )2 2 3 2 3 2 2 3 3y a bx a bx a bx b′′ = + + = +  

               3 3y a bx= + ,    ,a b∈  



 17

                           ( ) ( ) ( ) ( )
1 213 3 3 23 31 1 3

3 3
y a bx a bx a bx b x

− −′′ = + + = +  

 
              ( )cosy xα β= + ,    ,α β ∈  

                            ( )( ) ( )( )sin siny x x xα β α β α β α′′ = − + + = − +  
 
 
 
 
 

 
 


