1. Notiuni introductive
1.1 Multimi. Operatii cu multimi
O multime este o colectie de obiecte distincte pe care le numim
elemente. Exemple: multimea literelor scrise pe aceasta pagina, multimea

radacinilor unei ecuatii, multimea studentilor din anul intai.

Modul conventional de a scrie o multime este sd-i listam toate elementele
intre doud acolade:

A:{a} B:{a,b} C={a,b,c} (1)

Multimea numerelor naturale N={0,1,2,3,...}
Multimea patratelor numerelor naturale {0,1,4,9,...}
Multimea numerelor intregi Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Elementele unei multimi trebuie sd fie distincte, iar ordinea elementelor nu
conteaza.

{a.b}={b.a]

Scrierea x e 4, Inseamna ca x este un element al multimii 4. De exemplu,
2eN. Scrierea y ¢ 4, iInseamna ca y nu este un element din multimea 4.

Compararea multimilor

Scrierea 4 < B inseamnd ca multimea A4 este inclusd in multimea B
sau A este submultime pentru B, ceea ce implicd ca fiecare xe 4 este si
element in a doua multime, x € B. De exemplu, Nc Z.

Notam cu ¢ multimea vida. Pentru orice multime 4 avem ¢ < 4.

A=B< AcBsi Bc A (2)



Operatii cu multimi

Fie 4 si B doud multimi.
Reuniunea lui A cu B, notata 4u B, este multimea tuturor elementelor x e 4
sau xeB.

Intersectia lui A cu B, notata 4 B, este multimea tuturor elementelor x e 4
si simultan x e B.

Diferenta lui A cu B, notatd 4- B, este multimea tuturor elementelor x e 4 si
x¢B.

AuB={x|xeA sauxeB}
AmB={x|xeA sixeB}
A-B={x|xeAsix¢B}

Dacda 4nB=4¢, A si B se spune ca sunt multimi disjuncte.

AZB AUB = zona umbrita
AB = zZona wmnbrita ANB= ;25

Figura 1.1 Operatii cu multimi.



Definitia reuniunii §i intersectiei de doud multimi poate fi extinsa la
un numar finit sau chiar infinit de multimi. Astfel,

Ud =4 U...u4 Ud =404, 0... (3)
k=1 k=1
Nd =4 ..AA NA =44 (4)

Exemple:

Fie A4cE. Numim complementara multimii A in raport cu E,
multimea notatd C,4, unde

CEA=E—A={x|ersix$A} (5)

Figura 1.2 Complementara unei multimi.
Proprietati:
l. AnC,A=0
AUC A=E
Cp(Cpd)=4
Cp(AUB)=CpANC,B
Cp(ANB)=C,AUC,B

el

Ultimele douad egalitati poarta numele de relatiile lui De Morgan.

Diferenta simetrica a douda multimi 4 si B este multimea elementelor
lor necomune.



AAB=(A-B)U(B - A) (6)
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Figura 1.3 Diferenta simetrica a doua multimi.
Proprietati:

1. 4AB=(4UB)—(ANB)
2. AN =0

Produsul cartezian a doua multimi 4 s1 B este multimea de perechi
(a,b), acA §lbeB.

AxB:{(a,b)|aeA sibeB} (7)
Exemplu: 4={0,2,4,6,8} s1 B={1,2,3,4}

AUB={0,1,2,3,4,6,8}
AnB={2,4}
A-B={0,6,8}
B-4={1,3}
1,3,6,8}
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4),(2,1),(2,2),(2.3),(2,4).(4,1),(4.2),(4.3).(4.4),
(6,1),(6,2),(6,3).(6,4),(8.,1),(8,2),(8,3).(8,4) }

A
X
&
Il
/__/%
—
=)
—
~— —
—
=)
~—
—
<o
w
~—
—
=]
N—

Proprietatile operatiilor cu multimi:
1. Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica sunt comutative:

AUB=BUA, ANnB=BnA, AAB=BAA (8)

Diferenta si produsul cartezian nu sunt comutative.



2. Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica sunt asociative:

(AuB)UC=4U(BUC)
(ANB)NC=AN(BNC) 9)
(AAB)AC = AA(BAC)

3. Intersectia este distributiva fatd de reuniune:
AN(BUC)=(4NB)u(4NC) (10)
4. Reuniunea este distributiva fatd de intersectie:
AU(BNC)=(AuB)n(4uC) (11)
O multime este finita daca are un numar finit de elemente. Multimea
locuitorilor oragului Timisoara este finitd. Cardinalul unei multimi finite
reprezintd numarul elementelor din acea multime. Vom nota cu cardd,
cardinalul multimii 4.
Proprietati:

1. card (A B)=cardA+ cardB —card (AN B) (12)

2. card(AuBuC)=cardA-I—cardB-l—cardC—card(AmB)—card(BmC)—card(AmC)+

+card(ANBNC) (13)
3. card(A—B)=cardA—card (AN B) (14)
4. card(Ax B)=cardA-cardB (15)

Exemplu: In anul intii sunt in total 25 de studenti. 14 dintre ei s-au inscris
la cursul de matematica, 12 studenti sau inscris la cursul de chimie, iar 13 au
participat la cursul de fizica generald. 6 dintre ei s-au inscris si la chimie si la
fizica, 5 s-au inscris si la chimie si la matematica, 7 s-au inscris si la fizica si
la matematicd, iar 2 studenti s-au inscris la toate cele trei cursuri. Cati
studenti nu s-au inscris la nici un curs?



Reprezentam prin diagrame multimea M a studentilor care s-au
inscris la cursul de matematica, respectiv multimile C si F' ale studentilor
care s-au inscris la chimie, respectiv fizica. Din enunt rezulta ca:

cardM =14 cardC =12 cardF =13

card(MmCmF)=2
card(FmC)=6 card(CmM)=5 card(FmM)=7

card(MuCuF)zcardM+cardC+cardF—card(MmC)—card(CmF)—card(MmF)+
+card(MmCmF)

card(MUCUF)=14+12+13-5-6-7+2=23

In concluzie, doi studenti nu s-au Inscris la nici unul din cele trei cursuri.
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Figura 1.4 Diagrama multimilor pentru exemplu.

Numadrul submultimilor unei multimi cu n elemente este 2".

Exemplu: Submultimile multimii cu trei elemente {a,b,c} sunt:

@, {af b}, {ejs {@b, {bic}, {ach, {abief

O multime este infinita daca nu este finitd. Multimea numerelor
naturale N={0,1,2,3,...} este infinita.



Fie 4 si B doud multimi. Spunem ca exista o corespondenta unu-la-
unu intre A si B daca fiecare element din 4 este asociat cu un element din B
astfel incat:
(i)  elemente distincte din A sunt asociate cu elemente distincte din B
(i1)) fiecare element din B este in corespondenta cu un element din 4.
In aceasta situatie spunem ca multimile 4 s1 B sunt echivalente i scriem
A=B.

O multime infinita se spune ca este numarabila daca poate fi pusa in
corespondenta unu-la-unu cu multimea N a numerelor naturale. Orice
multime infinitd contine o submultime numarabila.

Multimea numerelor rationale este numadrabild, iar multimea
numerelor reale nu are aceasta proprietate.

1.2 Numere reale

Numerele ..., -2, -1, 0, +1, +2,... se numesc numere intregi.

Numerele rationale se scriu ca o fractie de forma +£ | unde p si ¢ sunt
q

numere Intregi pozitive p>0 si g >0. Toate numerele rationale pot fi scrise,
in urma unui proces de impartire, in forma de fractie zecimala:

Pogyaa,... (16)
q

unde ¢, este un intreg pozitiv si «,(k=1,2,...) sunt cifre zecimale. Fractia

zecimald din dreapta relatier (16) se numeste reprezentare zecimala a
numarului rational p/q. Reprezentarea zecimald poate fi pusd sub forma
unei serii infinite:

Reprezentarea zecimald a unui numar rational poate fi una finita:

Pog,aa,..a =a.aa,..a,00.. (a, >0) (17)
q

sau una infinita periodica:



Ezao.alaz...amﬁ’l...,Bkﬂl...ﬂk...:ao.alaz...am(ﬂl...ﬂk) (18)
q

Incepand cu pozitia m+1, un bloc finit de cifre ..., se repetd la infinit si
nu toate cifrele g, sunt nule.

Prima forma cea finita, poate fi redusa la cea de-a doua impunand:

£:050.051052...ozm_l(Otm—1)99... (19)
q

De exemplu, 0.5=0.4(9)
3.175=3.174(9)
1.0=0.(9)

Pentru a demonstra ultima egalitate, se foloseste seria numitd progresie
geometrica:

a4 aq
. 1
;aq g lq| <

9
=9 : : 1 =9 10
0.(9)= deci a=9 si g=— =Y =1
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Pe langa fractiile zecimale periodice exista si fractii zecimale infinite
neperiodice, de exemplu:

0.1010010001...,  0.121122111222..., +/2=141... sinumarul .
Definitie: Prin numadr irational intelegem o fractie zecimald infinitd
neperiodica arbitrara

a=o,a,a,a;...

unde ¢, este un intreg pozitiv si «, (k =1,2,...) sunt cifre zecimale.

Reuniunea numerelor rationale si irationale formeazd multimea
numerelor reale. Prin conventie, multimea numerelor naturale, intregi,
rationale si reale se noteazd cu N, Z, Q si R respectiv.



Proprietatile numerelor reale

Multimea numerelor reale este o multime ordonata de relatia <, care
are urmatoarele proprietati.

L. Proprietati de ordine:

I.1. Pentru orice pereche de numere reale a si b are loc una si numai una din
relatiile:

a=>b, a<b S1  a>b
[.2. Daca a<b s1 b<c, atunci a <c (tranzitivitatea relatiei exprimate prin
simbolul <)
1.3. Daca a < b, atunci exista un numar c astfel incat a<c<b.

Pe multimea numerelor reale, sunt definite operatiile de adunare si
inmultire astfel incat fiecarei perechi de numere reale 1 se asociaza Tn mod
unic numerele reale numite suma si produs.

Il.  Proprietatile operatiilor de adunare si scadere:

II.L1. a+b=b+a, Va,b e R comutativitate

I.2. (a+b)+c=a+(b+c), Va,b,ceR asociativitate
I1.3. a+0=a, VaeR element neutru

4. a+(-a)=0, YaecR

II.5. a<b= a+c<b+c pentru oricare c real.

Ill.  Proprietatile operatiilor de inmultire §i impartire:

III.1. ab=ba, Va,bc R comutativitate
I1.2. (ab)c = albc), Va,b,c € R asociativitate
III.3. a-1=a, VaeR element neutru

nes a-(ljzl, 4 %0

a
I1L5. (a+b)c=ac+bc, Ya,b,ceR distributivitate
IM1.6. a<b, c>0 = ac<bc.



Valori absolute pentru numere reale

Fie a un numar real. Valoarea absolutd sau modulul lui a este egal cu
a daca a este pozitiv si este egal cu —a dacd a este negativ. Valoarea
absolutd a lui zero este zero. Notdm valoarea absoluta a lui a cu ¢ §i scriem

|a|:{a,a20 (20)

—a,a<0
Inegalitatea |a| <& cu ¢ >0, este echivalenta cu inegalitatile:

—g<a<+e¢ (21)

Inegalitatea |a —b| < ¢ este echivalentd cu

—-s<a-b<+e

b—e<a<b+e¢ (22)
Proprietati:
1. |a|>0 (23)
2. |a|=|~q| (24)
3. |a-b|=|a|-|p| (25)
a _ld
g o 2
AR b#0 (26)
5. |a+b|<|d+|p] (27)

Intr-adevar,
- |a| <a< |a|
—|p| < b <|p|
—Qa|+|b|)£ a+b< |a|+|b|

o)

el 18| <la— 28)

Intr-adevar,
la| =|(a—b)+b| <|a—b|+|p]
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ja| - [p| <|a - 2]
|b| :|(b—a)+a| S|b—a|+|a| :|a—b|+|a|
~|a = b| <|a - [p)
~|a—b[ <|a|-|p| <|a D]
||~ [6] <]a 2]
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