Curs Recapitulativ

Ecuatiile diferentiale ale fizicii matematice

Partea Il Ecuatii Diferentiale

O ecuatie diferentiala este o ecuatie in care necunoscutele sunt functii de una
sau mai multe variabile si contin atat functiile cat si derivatele acestora. Fizic, sunt
relatii intre cantitati si ratele lor de modificare in timp, spatiu sau alta variabila
independenta pe care o introducem. Daca functiile necunoscute sunt functii de o
singura variabila, atunci ecuatiile diferentiale sunt ordinare, iar daca functiile
necunoscute sunt functii de mai multe variabile ecuatiile diferentiale sunt cu derivate
partiale.

O derivata reprezinta rata de modificare instantanee a unei cantitati cu timpul
sau cu spatiul:

dy . dy
a ) dx

!
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O ecuatie diferentiald ordinara este o ecuatie de tipul:
Fxyy.y™)=0 ()

care pune in relatie o variabild independenta X, functia necunoscutd y=y(x) si
derivatele acesteia y'(x),y"(x),---,y'" (x). In acest context, F este o functie cunoscuti

de argumentele sale. Variabila independenta o notam cu x dar adesea o notam si cu
t in special atunci cand vrem sa gandim ecuatia noastra ca ar descrie evolutia in timp
a unei cantitati fizice.

Definitie: Ordinul unei ecuatii diferentiale este ordinul cel mai mare al derivatelor
prezente in ecuatie.

Exemplu: Ecuatia y”+y=0 este o ecuatic diferentiald de ordinul doi.
Functia y(x)=sinx este o solutie a acestei ecuatii diferentiale pe intervalul (—oo,+o0)

Definitii:
e Rezolvarea unei ecuatii diferentiale se numeste integrarea ecuatiei
diferentiale.



e Graficul unei solutii a unei ecuatii diferentiale se numeste curba integrala a
ecuatiel.

Fie F(xy,y')=0 o ecuatie diferentiald de ordinul intai. Daca este rezolvabila
n y’, obtinem o alta forma a ecuatiei:
y'="f(xy) (2)
unde f(x,y) este o functie cunoscuta in argumentele sale.

O alta forma echivalenta a ecuatiei este:

dy—f(x,y)dx=0 (3)
sau, mai general, punand pe pozitie de egalitate variabila independenta x si variabila
dependenta y , obtinem forma simetrica a ecuatiei diferentiale:
M (x, y)dx+N(x,y)dy=0 (4)
VVom vedea ca ecuatiile diferentiale ajung intr-o astfel de forma inainte de integrare.

Aceasta ecuatie este obtinuta din precedenta prin inmultire cu o functie N(x,y)=0.
Functiile M (x,y) si N(x y) sunt functii cunoscute.

In general, 0 ecuatie diferentiala are o infinitate de solutii. Pentru a preciza o
anumita solutie a ecuatiei y'= f (x,y) trebuie sa impunem o conditie initiala, adica
sa presupunem ca la o anumita valoare Xp a variabilei X functia cautata ia o anumita
valoare Yyo:

Y|X_XO =Y, Sau y(xo) =Yo (5)

Geometric, conditia initiald implicd precizarea unui punct Mg (X, y,) prin
care va trece curba integrala cautata.

Definitie: Problema determinarii acelei solutii a ecuatiei y'= f(x,y) care verifica
conditia suplimentard y(x,)=Y,, se numeste problema Cauchy sau problemdi
initiala.

) ©

Y(Xo) =Y



Ecuatii cu variabile separate

Au forma generala:
f,(y)dy=f,(x)dx (7)

cu f,(y) st f,(x) functii continue cunoscute. Prin integrare obfinem:

_[fl(y)dyzj. f,(x)dx+C

Exemplu: ydy = —xdx
Integram ambele parti ale relatiei si gasim integrala generald a ecuatiei
diferentiale date:

2 2
Y _ Xic = x+y*=C
2 2

Ecuatii cu variabile separabile

Au forma generala:
f,(x) e (y)dx=1f,(x) e, (y)dy (8)

Coeficientii diferentialelor pot fi factorizati in factori ce depind doar de x sau doar
de y. Prin Tmpartire cu ¢, (y) f,(x)#0, ecuatia se reduce la una cu variabile separate:

fl(x) dx = P, (y)
f,(x) o(Y)

dy

Exemplu: Integrati ecuatia: (1+y?)x dx=(1+x*)y dy

Impartim ecuatia cu (1+y*)(1+x*) =0

X y X y
dx = d = dx = dy+C
1+ x? 1+y° y I1+x2 J.1+y2 /

1 1
Eln(1+x2):§ln(1+ y?)+C
1+x°
1+y?
Observatii: Impartirea cu ¢,(y)f,(x)=0 poate conduce la o pierdere de solutii,
solutii care fac ¢,(y)f,(x) zero.
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Exemplu: Integrati ecuatia: xdy=ydx [ xy=0

dy dx Y|

—=— = Iny|=Ihix+In|C| = In|y|-In|C|=In|x] = In = =In|x

) x [¥|=Injx|+In[C| [¥/=In|C[=1In]x /="
= %:M = |y|=[cy = y=#Cx = y=Cx

unde constanta C poate avea valori pozitive, negative, dar nenule. Impartind ecuatia
cu y am pierdut solutia y =0, solutie care poate fi inclusa in solutia generala y =Cx

daca permitem lui C si ia si valoarea zero.

Integrati ecuatia: % =x(y-1)
X

oy _ xdx

y-1
i C

dy x? T+
-[y_—lz-[XdX = In|y—]4:?+C = |y-1|=e?

X2 X2 X X
ly-1=€%2 = |y-1=Ce2 = y-1=+Ce? y-1=Ce?

XZ
y(x)=1+Ce7

Integrati ecuatia: % =2x(1-y)’
X

(1ij);)2 = 2xdx
dy 1 5 1
= 2| xdx —= C =1-
J.(l— 7 j = Ty ¥+C = y(x) T C

Observam ca y(x)=1 este este solutia pierduta prin impartirea cu (1-y)° si nu se afla
in solutia parametrizata.

Observatie: Cea mai importanta ecuatie cu variabile separabile este: y=ky cu k o
constanta nenula.

%:ky = Y it = In|ly|=kt+C = |y|=€""¢ = y(t)=Ce"
y



Exemplu: (1+ yz)(ezxdx—eydy)—(lJr y)dy=0
(1+ yz)ezxdx = (1+ yz)eydy+(l+ y)dy

eXdx = (ey + 1+_y] dy

2

1+y
jezxdx - J'eyderIlJrly2 dy+_|'1+yy2 dy

1 2X _ Ay 1 2
Ee =e’ +arctg y+EIn<1+y )+C

In cele ce urmeaza ne ocupam de ecuatii diferentiale liniare, de ordinul intai.

Definitie: O ecuatie diferentiala liniara de ordinul intdi este o ecuatie liniara in
functia necunoscuta y=y(x) si in derivata sa dy/dx. In general o astfel de ecuatie

are forma:
AOY 1 B(x)y=f(x) 9)

unde coeficientii A(x), B(x) si f(x) sunt functii definite pe un interval (e, 8).
Dacd f(x)=0, ecuatia se numeste omogend. In caz contrar, neomogend.
Presupunem ca A(x)=0, si impartim ecuatia (5.27) cu A(x):

%+ p(x)y=a(x) (10)

In aceasti ecuatie p(x)=B(x)/A(x) si q(x)=f(x)/A(x).
O Integrare prin metoda variatiei de constanta

O ecuatie diferentiala liniara omogenda, corespunzatoare ecuatiei (5.28), are forma:

ep(xy-0 (11)

Aceasta ecuatie se integreaza separand variabilele:



In|y|=—f p(x)dx+In|C|

y(x)=ce " (12)

Formula (12) reprezinta solutia generala pentru ecuatia (11) in banda a<x<b
y —0< Y <+00.

Ecuatia liniard neomogena (10) poate fi integrata folosind metoda variatiei de
constanta. Aceasta consta In urmatoarele:
Mai intai integram ecuatia omogena:

dy
=2 =0,
dx " p(x) y
a carei solutie, stim deja, este:
y(x)=ce [

unde C este o constanta arbitrara.
Apoi, facem constanta C functie, C —C(x), si cautam o solutie pentru ecuatia

neomogena sub forma:
y(x)=C(x)e 1" (13)

unde C(x) este o noud functie necunoscuta.
Calculam derivata functiei (13) si o substituim Tmpreuna cu functia in ecuatia
neomogena (10):

Yp(y=a(x (10)

dy dC - p(x)dx ~| p(x)dx
&:&ej +C(x)eI (—p(x))

Tnlocuim in ecuatia (10):



dx
%—§+C(X)(—D(X))+ p(X)C(x) :q(x)ejp(x)dx
(ji_i Q(x)ej”(x)dx

= [a(x)e!"“ax+c (14)

unde C este o constanta de integrare.
Atunci:

y(x)= ce P o] _[q dx (15)

Aceasta este solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare neomogene (10).
Se observa ca solutia generala pentru ecuatia liniara si neomogena (10) este suma
solutiei generale a ecuatiei omogene (11) si a solutiei particulare pentru ecuatia
neomogena (10) care rezulta din (15) pentru C =0, adica:

ygen.neomogena = ygen.omogena + ypartic.neomogena (16)
Exemplu 1: Integrati ecuatia diferentiala liniara:
d
—y+ y COS X = 2C0S X
dx

Rezolvam ecuatia omogena:

ﬂ+ycosx:0 ﬂ:—cosxdx In|y|=—sinx+In|C]|
dx y



In

C
Pentru a rezolva ecuatia neomogena, aplicam variatia de constanta:

%‘ =-sinXx ‘l‘ — g sinx y(x):Ce—sinx

y(x)=C(x)e "™

dc;f(x)esm +C(x)e™" - (—cosx)+C(x)e™"*-cos x = 2¢0s X
d(;—(x)e‘s"” = 2C0S X dC (x)=2cosx e™"*dx
X
C(x):ZIcosx e dx C(x)=2e""+C

y(x)=Ce ™ +2
Observam ca 2 este o solutie particulara a ecuatiei neomogene.

Exemplul 2: Integrati ecuatia diferentiala liniara:

dy_y_y

dx x

Desigur are forma generala: %+ p(x)y=0q(x)

Incepem cu rezolvarea ecuatiei omogene:

dy_y_, dy _ dx In|y|=In|x|+In|C]|
dx x y X

y(x)=Cx solutia generala a ecuatiei omogene

Cautam solutia ecuatiei neomogene cu metoda variatiei de constanta:




X = X dC(x) = dx

C(x)=x+C
Deci, solutia generala a ecuatiei neomogene este: y(x)=(x+C)x
y(x)=Cx+x?

Observam ca x* este o solutie particulara a ecuatiei neomogene.

Observatie: Daca solutia particulara a ecuatiei liniare neomogene poate fi ghicita,
atunci cautarea solutiei generale este mult simplificata.

Exemplu 3: y'+y=x+3
Rezolvam ecuatia omogena:

ﬂ+yzo = ﬂ:—dx = In|y|=—x+C
y

dx
ly|=e7¢ = |y|=€¢%* = |y|=Ce™*
y=+Ce™ = y(x)=Ce™™ solutia gen. Ec. omogena

Cautam solutia ecuatiei neomogene in forma:




[dC(x)=[(x+3)e*dx [dC(x) = [ xe*dx+3 e*dx
fdc(x)=(xe"~[erdx)+3[e’dx  C(x)=xe*+2e"+C
J()=(se" 426" 4C)e”
y(x)=Ce™+x+2

Observam ca x+2 este o solutie particulara a ecuatiei neomogene.

Ecuatii diferentiale de ordinul doi

O ecuatie diferentiala de ordinul doi, rezolvata in derivata cea mai mare, are
forma

y(Z) = f (Xv Y y') (1)

Pentru a obtine o solutie particulard a acesteia, trebuie sa precizam doua conditii
initiale sau conditii la limita:

Yo =Yor Yo, = Yo (2)
unde vy,, y;, ..., y\" sunt numere reale.

Problema Cauchy constd in determinarea solutiei ecuatiei diferentiale (1) care
satisface conditiile initiale (2).

O ecuatie diferentiala liniara si omogena de ordinul doi are forma:
Y+ P (X)Y'+p,(X)y=0 3)
unde p,(x), p,(x) sunt functii continue pe un interval [a,b] si sunt cunoscute.

Ecuatia este liniard 1n functia necunoscutd y(x) si in derivatele acesteia.

O ecuatie diferentiala liniara omogena cu coeficienti constanti de ordinul doi
are forma:



y'+ ply'+ p,y=0 (4)
unde p; si p2 sunt numere reale. Pentru a determina solutia generala a ecuatiei, trebuie
sd gasim doua solutii particulare liniar independente ale acesteia. Cautam aceste

solutii de forma:

y(x)=e™, A=constantd
Derivam aceasta functie si o substituim in ecuatia diferentiala (4):

e (A +pA+p,)=0

Deoarece exponentiala este nenula, polinomul in A din paranteza trebuie sa fie nul.
In consecintd, functia y(x)=e™, este solutie a ecuatiei diferentiale numai dacd 2
este radacina a polinomului din paranteza, numit polinom caracteristic,

A+ plﬂ‘_'- P, =0 (5)

Aceastd ecuatie se numeste ecuatie caracteristica in raport cu ecuatia
diferentiala (4). Vom nota cu A si A, radacinile polinomului caracteristic. Acestea

pot fi: (1) reale si distincte (2) complexe (3) reale si egale.
Consideram separat fiecare caz:

(1) Daca radacinile A4 si 4, sunt reale si distincte, atunci solutiile particulare
pentru ecuatia (4) vor fi:

Y1(X):eﬂlx Si YZ(X):e%X (6)
Aceste solutii sunt liniar independente si formeaza un sistem fundamental de solutii
pentru ecuatie. Solutia generald va fi de forma combinatii liniare ca in teorema de
structura:

y(x)=Ce™ +C,e™* @)

cu C; si C, constante arbitrare.



Exemple: 1) Determinati solutia generala a ecuatiei: y" -3y’ +2y=0
Rezolvam mai Intai ecuatia caracteristica:

A?-31+2=0
=1 2,=2
Solutia generala va fi o combinatie liniara de exponentiale:
y(x)=Ce* +C,e*

2) Determinati solutia generald a ecuatiei: y" -7y’ +12y =0
Rezolvam mai intai ecuatia caracteristica:

A2-T7A+12=0
A =3 A, =4
Solutia generala va fi o combinatie liniara de exponentiale:
y(x)=Ce™ +C,e"

(2) Daca radacinile 4, si 4, sunt complexe, deoarece coeficientii p; si p2 sunt reali,
radacinile 2, si 4, sunt complex conjugate, adicd: 4, =a+if s1 L, =a—if.
Solutiile particulare ale ecuatiei diferentiale pot fi scrise in forma:

yl (X) _ e(a+iﬁ)x Sl yz (X) _ e(afiﬂ)x (8)

Acestea sunt functii cu valori complexe. Ne-am dori solutii reale. Pentru aceasta ne
vom folosi de relatiile Euler:

e’ = cos Sx+isin fx
e #* = cos Sx—isin Bx

Cu acestea, putem reprezenta solutiile particulare in forma:

¥, (X) =e*(cos Bx+isin px)



¥, (x)=e"(cos Sx—isin Ax)

Atat partea reala cat si partea imaginara a acestor solutii, sunt solutii particulare
pentru ecuatia diferentiala (4). Atunci

y,(x)=e"cosfx si y,(x)=e"sinBx (9)
sunt solutii si sunt liniar independente deoarece

Y (%)

¥ (x)

=tg(Bx) = ct

Cum aceste solutii sunt liniar independente, formeaza un sistem fundamental de
solutii pentru ecuatie. Solutia generala va fi de forma:

y(x)=C,e™ cos Bx+C,e” sin Bx (10)
Exemplu: Determinati solutia generala a ecuatiei:

1. y'+2y'+5y=0
A*+21+5=0

A=-1+2i  A,=-1-2i
a=-1 p=2
y(x)=Ce " cos2x+C,e *sin2x
2. y'—-4y'+13y=0
A2 —4)+13=0
A =2+3 A, =2-3i

2 p=3

o

y(x)=C,e” cos3x+C,e** sin3x



(3) Presupunem radacinile polinomului caracteristic reale si egale 4, = 4,.
O solutie particulara a ecuatiei (4) este y, (x)=e*"
Cea de-a doua solutie trebuie sa fie liniar independenta cu prima si o cautdm in
forma:
Y, (X)=e"-u(x) (11)

CU u(x) noua necunoscutd. Aceasta formd a solutiei secunde impreuna cu derivatele
sale le inlocuim 1n ecuatia (4).

y, (X)=24e* -u(x)+e u'(x)
Y, (X) =27 u(x)+4e™ u'(X)+A4e™ u'(x)+e* -u"(x)

e (AU +24U"+U"+ p AU+ pu’+ pu) =0

™" [u”+(2/11 + P U (A + A+ pz)u] =0
Cum 4 este radacina dubld a polinomului caracteristic, avem:

/112+p1/11+p2:0 si 221+p1:0

Atunci, ecuatia a cdrui solutie trebuie sd fie functia necunoscuta u(x) este: u"=0.
Cu doua integrari succesive obtinem:

u'=A u=Ax+B
Consideram A=1, B=0. Atunci, u(x)=x si a doua solutie particulara este:
Y (x)=€-x (12)

Cu doua solutii liniar independente determinate, care formeaza un sistem
fundamental de solutii pentru ecuatie, solutia generala va fi de forma:

y(x)=Ce" +C,xe™ (13)



Exemple: Determinati solutia generala a ecuatiei:
1. y'+2y'+y=0.

A2 +22+1=0
Radacina dubla a acestui polinom este 4, =-1.
y(x)=Ce ™ +C,xe™
2. y'—-4y'+4y=0.
AP —42+4=0
Radacina dubla a acestui polinom este 4, =2.

y(x)=Ce* +C,xe*
Ecuatii diferentiale liniare omogene cu coeficienti constanti de ordinul doi sunt
importante in toata fizica!

Exemplu: Pendulul simplu se supune aproximativ unei miscari armonice.

Pendulul simplu este un corp cu masa agatat de un cablu fara masa care oscileaza in
plan vertical.

Fie | lungimea cablului si fie 6(t) unghiul pe care cablul il face cu verticala (vezi

figura) Atunci forta gravitationala ce actioneaza asupra corpului cu masa m in
directie tangentiala este —-mgsin@ .

Masa punctiforma executa o traiectorie pe un arc de cerc de raza |, parametrizata de
unghiul 0. Viteza tangenta la cerc este 10 si acceleratia este 16. Legea lui Newton
F =ma pe directie tangentiala se scrie:

mlé =-mgsin &

Componenta radiala a gravitatiei echilibreaza tensiunea din cablu si ecuatia radiala
F =ma serveste doar la calcularea tensiunii din cablu.

= O=-afsind, = 9



Figura 2 Pendul matematic

Ecuatia 6 =-’sin@ neliniara, de ordinul doi, este ecuatia pendulului matematic.
Descrie oscilatiile pendulului in jurul echilibrului ¢=0. Daca presupunem ca

oscilatiile sunt mici, <1, atunci putem aproxima sin&~ @ si transformam ecuatia
diferentiala in una liniara:
0 =-a?0

Aceasta este faimoasa ecuatie a unei oscilatii armonice simple care descrie miscarea
unui pendul perturbat usor.

0+00=0 = V+af=0 = A,=tin,
0(t) =C, cosmyt +C,sin wyt
6(t) = Acos ¢ cos m,t — Asin ¢sin wt = Acos(wpt +¢)
Viteza este 0(t)=—Awsin(wyt+¢)
Constantele A si ¢ pot fi fixate din conditii initiale:

6(0)=6, si 6(0)=0Q,



Astfel pendulul are o miscare oscilatorie armonica cu frecventa o, =/g/1. Daca t
creste cu 2z/a,, atunci argumentul lui cosinus creste cu 2z si pozitia si viteza
pendulului revin la valorile avute. Perioada sau timpul necesar unei oscilatii
complete este T=27/aw,=27/1/g. Miscarea reala este arbitrar de apropiata de
aceasta pentru amplitudini suficient de mici.

In multe ocazii in fizica, in urma unor calcule, ajungem la o ecuatie de tipul
Z+w°z=0 ,unde »° este o cantitate pozitiva ce depinde de parametrii din problema.
Cand intalnim aceasta ecuatie suntem ff fericiti, pentru ca fara efort putem scrie
solutia z(t)=Acos(wt+¢) . Oricat de complicat ar fi sistemul, stim ca miscarea
acestuia este armonica simpla cu o frecventa egala cu radicalul coeficientului lui z,
oricare ar fi acesta , daca este pozitiv si are dimensiunea timp la puterea -2.



