6.6 Ecuatii diferentiale liniare omogene cu coeficienti constanti

Exemple:
1) Determinati solutia generald pentru ecuatia diferentiala: y© —y” =0
A*-2%=0 A*(A*-1)=0 A (A-1)(2+1)(4*+1)=0
h=Xk=0  Z=1  }=-1 s =i Jog =1

y(x)=C,+C,x+Cse* +C,e* +C,cosx+Cgsinx
2) Determinati solutia generald pentru ecuatia diferentiala:

Yo —y® _ay® L oy® L5y _y_2y=0
A°—2°—82 4227 +50* -1 -2=0
(A1) (2+1)°(21-2)=0

4, =1 multiplicitate 2
A, =—1 multiplicitate 3
4, =2 simpla
y(x)=Ce*+C,xe" +C,e " +C,xe™* + C;x’e* + C;e**

3) Determinati solutia urmatoarei probleme Cauchy:

{ y"” —5y"—22y'+56y =0
y(0)=1 y'(0)=-2, y"(0)=—4

A% -522-222+56=0
(1-2)(21+4)(1-7)=0

A =2 simpla
A, =—4 simpla
2, =7 simpla

y(X)=Ce™ +C,e” +Ce”

Constantele se determind din conditiile initiale:



y(0)=1 = C,+C,+C;=1
y'(0)=-2 = —4C,+2C,+7C,=-2
y"(0)=—4 = 16C,+4C,+49C, =4
W L1816

C, =—" i —_=
1733 215 % 55

y(X) :Ee—zlx +Ee2x _Eeh
33 15 55

4) Determinati solutia generala pentru ecuatia diferentiala:

y® —15y® + 84y _220y"+ 275y' 125y =0
A° —151% +844° - 2204 + 2751 -125=0
(A-1)(A-5)"(4* -44+5)=0

A =1 simpla
A4, =5 multiplicitate 2
A, =2xi simple

y(x)=Ce* +C,e™ +C,xe™ +C,e* cos x + C,e” sin x

Un pic de recapitulare: Ecuatii diferentiale liniare omogene cu coeficienti

constanfi
Cele de ordinul doi sunt importante in toata fizica!
Y'+ Py + P,y =0 y(x)=?
unde p, si p, sunt numere reale.
Tehnica de rezolvare: A*+pA+p,=0 ecuatia caracteristica

A _-hEyP 4P, p, /p_f_p
2 2 2 \Va ™

e Daca p/-4p,>0 atunci 4,4, sunt reale si solutia generala este:

y(x)=Ce" +C,e™

—&X 2 2
y(x)=¢e ? (Cle”pl""DZ +CzeXVp1’4p2)



Ecuatia are solutii functii crescatoare sau/si functii descrescatoare dupa cum sunt
semnele radacinilor 4, 4,.

Conditiile initiale y(0)=y, si y'(0)=v, determina constantele C,,C, care indica ce
mixtura a functiilor avem ca rezultat.
e Daca p?-4p, <0 atunci 4,4, sunt complexe:

—p +./p%— f 2
21’2: pl— pl 4p2:—&ii pz_%:aiiﬁ

2 2
Solutia generala este:

Py
y(x)=Ce™ cos fx+C,e™sin fx=e 2 (C cos fx+C,sin Bx)
Daca consideram C, = Acos¢ Si C, = Asing atunci:

Py Py
y(x)=e 2 (Acosgcos Bx+ Asingsin fx)=e 2 Acos(Sx—¢)
Ecuatia are solutii oscilatorii cu amplitudine variabila. Constantele A si ¢ se
determina din conditiile initiale y(0)=y,, y'(0)=\v,.
e Daca p/-4p,=0, /112:—%, polinomul caracteristic are o solutie cu
multiplicitate 2. Solutia generala este:

Py
y(x)=Ce +C,xe™ =e 2 (C,+C,x)

Exemplu: pendul matematic

Consideram un pendul de lungime |, cu 0 masa punctiforma m la capat, supus fortei
gravitationale. Masa punctiforma executa o traiectorie pe un arc de cerc de raza |,
parametrizata de unghiul 0. Viteza totdeauna tangenta la cerc este 10 si acceleratia
este 16. Legea lui Newton se scrie:

mld=-mgsind = O=-wsing, a)oz%

Figura 6.2 Pendul mathematic
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Ecuatia =-«!sin@, neliniara de ordinul doi, este ecuatia pendulului matematic.
Descrie oscilatiile pendulului in jurul echilibrului 6=0. Daca presupunem ca
oscilatiile sunt mici, 9 <1 , atunci putem aproxima sin@ ~ @ si transformam ecuatia
diferentiala in una liniara:
0=-w0
Aceasta este faimoasa ecuatie a unei oscilatii armonice simple care descrie miscarea
unui pendul perturbat usor.
O+0i0=0 = V+ai=0 = A,=tig,

0(t)=C, cosmyt +C,sinw;t
0(t) = Acos(mt +¢)

0(0)=6, si 6(0)=0Q,

Sistem disipativ: Adaugam frecare pendul matematic ideal, adica adaugam o forta
care se opune miscarii pendulului si este proportionala cu viteza acestuia (pentru
oscilatii mici):

F, =—bv=—bld
Forta totala in legea de miscare devine:
mld = —mgé—blo
0=-w6-y0

Unde, o, este frecventa naturala a sistemului si y este coeficient de frecare.
Renotam necunoscuta @ — y si rescriem ecuatia diferentiala liniara, omogena
cu coeficienti constanti:
y+yy+agy=0
Ecuatia caracteristica asociata este:

A+ i+t =0
-y =x }/2—40)0 4 7/2 )
= =—+ |[——w
A 2 2 Vg4 0

a) Frecare mica%<a)0 = A,=-Lti wg_%

2

2
Notam Q = a)é—% = ﬂlvzz—giiQ

r o
y(t)=e 2 (C,cosQt+C,sinQt)=e 2tAcos(Qt +9¢)



)
l
=

\\\H
A
mv VK

=
—_—
—

Figura 6.3

Oscilatiile sunt cu frecventa Q si amplitudinea acestora scade exponential. De
observat limita fizica y <@, , Q~ o,

b) Frecare mare £ > o,
2

4 y
4N 1—4‘”25} y[1+ {1 4“’0}
y(t)=Ce { R oX !

6.7 Ecuatii diferentiale liniare neomogene

O ecuatie diferentiala liniara neomogena de ordinul n are forma:
y W+ (x)y" P+ p, () y = (%) (6.34)

Teorema 1: (de existenta si unicitate) Daca coeficientii p,(x) si f(x) din ecuatia
diferentiala (6.34) sunt functii continue pe un interval [a,b], atunci ecuatia
diferentiala are solutie unica care satisface conditiile initiale:

' y(n—l)

e =Yor

Vo =Yor Y =y, xe(ab), yWeR  (6.35)
0 X

X=



Ecuatia diferentiala (6.34) poate fi scrisa in forma:

L[y]=f(x) (6.36)
unde
L[y]=y" +p, (x)y" ™ +...+p, (X)y (6.37)

Teorema 2: (Structura solutiei generale) Solutia generald, in domeniul xe(a,b),

y“ eR, k=0,1...,n—1 a ecuatiei diferentiale liniare neomogene:

L[y]=y™ +p (x)y"™ 4.+ p, (x)y = f (%) (6.38)

Cu pc(x), k=1...,n si f(x) functii continue pe [ab], este suma dintre solutia

generald a ecuatiei omogene corespunzdtoare si o solutie particulard a ecuatiei
neomaogene.

y(x)=>.Ciy (x)+¥(x) (6.39)
i=1
ygenerala neomogena = ygenerala omogena + yparticulara neomogena (6'40)

Exemplu: Determinati solutia generala a ecuatiei y"+y = X

Se observa cd §(x)=x este o solutie particulard a ecuatiei neomogene date.
Atunci, mai trebuie determinata doar solutia generald a ecuatiei omogene.
y'+y=0
A2+1=0 A =1 A, =—i
Yaen. omogena = Cp COS X +C, sin x

=C, cosx+C,sinx+ X

ygen. neomogena

6.8 Integrarea ecuatiei liniare neomogene prin metoda variatiei constantelor a
lui Lagrange

e Incepem cu o ecuatie diferentiala de ordinul doi:
Y+, (X) Y+ p, (X)y = f(x) (6.41)

unde p,(x), p,(x) si f(x) sunt functii continue pe [a,b].



Presupunem cunoscut un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia
omogena asociata:

y'+p(X)yY' +p,(x)y=0 (6.42)

Fie acesta y, (x) si y,(x). Atunci, solutia generald a ecuatiei omogene este:

Y(X)=C1y1(X)+C2yZ(X) (643)
Vom cauta solutia ecuatiei neomogene (6.41) in forma:
y(X)=C,(X)y; (x)+C,(x) y,(x) (6.44)

In care, am transformat constantele in functii: C, -»C,(x), C, > C,(x).
Pentru a determina functiile necunoscute C,(x), C,(x) avem nevoie de un
sistem de doua ecuatii. C,(x) si C,(x) trebuie sa satisfaca ecuatia care rezulta din

Substitutia solutiei in forma (6.44) in ecuatia diferentiala (6.41) si in plus avem
nevoie de inca o ecuatie aditionala. Aceasta ecuatie secunda o obtinem diferentiind
relatia (6.44)

y' :Cl(x) Y1' +C, (X) Y2’ +C1' (X) Y1 +C2' (X) Y,

st impunand conditia aditionala:

C, (X) %, (x)+C, (x)y,(x)=0 (6.45)
Cu aceastd conditie aditionala continudm procesul de substitutie a solutiei (6.44) in

ecuatia diferentiala (6.41):
Y+ (X)Y +p (X)y=f(x) (6.41)

y'=C,(X)y, +C,(X)y,
y" — Clyl" + C2 y2” + le ylf + sz yzf
Substituim vy, y’, y" in (6.41) si obtinem:

Cy, +Cy, +Cy, +Cy, +p, (Clyl' +Czy2')+ P, (Cy, +C,Y,) = f (x)

C, (X)y; (X)+C, (x)y, (x)=f(x) (6.46)
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In concluzie, y(x)=C,(x)y,(x)+C,(x)y,(x) va fi solutie pentru ecuatia diferentiala
neomogend (6.41) daca C,(x) si C,(x) verifica simultan conditia aditionala (6.45) si
ecuatia (6.46), adica sistemul:

C, (¥) ¥ () +C; (%) y,(x)=0 (6.47)
C/ (¥) ¥ (x)+C; (x)y, (x)=f(x)

Determinantul acestui sistem este Wronskian-ul solutiilor liniar independente y, (x)
si y,(x) ale ecuatiei omogene, deci este nenul vx e (a,b). Atunci, sistemul (6.47) are

solutie unica pentru C,'(x) si C, (x). Fie solutiile:
C, (X)=a(X) C, (X)=p,(x) (6.48)
Functiile ¢ (x) si ¢,(x) sunt functii cunoscute si prin integrare obtinem:
I(pl x)dx+C, J.(p2 x)dx+C, (6.49)

cu Cy, C; constante de integrare.
Substituind functiile (6.49) in solutia generala (6.44) a ecuatiei (6.41) obtinem:

Y (%) =Cy (%) %2 (%) +C, (x) Y2 (x) =

6.50
=CY; (X)+C,y, (X)+ ¥, (x) I¢l Yax+y, ( )Igoz(x)dx (6.50)

Exemple: 1) Determinati solutia generala a ecuatiei: y"+y= %
inx

Consideram ecuatia omogena: y"+y=0
A +1=0 A =i =i
Yaen. omogena = C1 SIN X+ C,, COS X
Cautam solutia ecuatiei neomogene date de forma:

y(x)=C,(x)sinx+C,(x)cosx

Sistemul (6.47) devine:



C, (x)sinx+C, (x)cosx =0

: v o1
C, (x)cosx—C, (x)sinx = Sy
Rezolvam sistemul:
' rooaSINX .
C, (x)cosx+C, (x) oy X = o

2 A2
COS” X+SIn“ X 1
C, (x) ==
COS X sin X

' COS X
& (0= Gnx
’ ' sin X
C2 (X) = _Cl (X)E = —1

Integram cele doua ecuatii si obtinem:

de __[— In|sin x|+ C,
sin x

Cz(x):.[(—l)dx:—xjtc2

Substituind aceste functii in forma cautata a solutiei, obtinem solutia ecuatiei
neomogene date:
y(x)=C,(x)sinx+C,(x)cosx

y(x)=C,sinx+C, cos x+sin x-In|sin x| - xcos x
2) Determinati solutia generala a ecuatiei: y” -3y’ +2y =¢e*
Ecuatia omogena este:
y"=3y'+2y=0
22-31+2=0 A4=1 A, =2

y(x)=C.e* +C,e*

y(x) =Gy (x)e" +Cy (x)e”
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C,(x)=—x+C, C,(x)=—e7+C,
y(x)=Ce* +C,e* —xe* —e*
3) Determinati solutia generala a ecuatiei: y"—2y'+y=¢*
Xx+1 1

4) Determinati solutia generald a ecuatiei: y"-——y +=y=x daca se cunosc
X X

doua solutii particulare liniar independente ale ecuatiei omogene asociate:
yi(x)=e* si y,(x)=x+1

e Consideram ecuatia diferentiald liniard neomogena de ordinul n
Y+ ()Y o p, (X)y = F(X) (6.51)

Similar, presupunem cunoscut un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia
omogena asociata:

Y+ p, (x) " + .+ p, (x)y =0 (6.52)
Fie acesta y,(x), y,(x), ..., y,(x). Atunci, solutia generald a ecuatiei omogene este:
y(X)=C.y, (X)+C,Y, (X)+...+C,y, (X) (6.53)

Vom cauta solutia ecuatiei neomogene (6.51) in forma:
Y(X)=C.(X) Y, (X)+C, (X) ¥, (X)+...+C, (X) Y, (X) (6.54)

Pentru a determina cele n functii necunoscute C,(x), C,(x), ..., C,(x), avem

nevoie de un sistem alcatuit din n ecuatii pentru aceste necunoscute. La constructia
sistemului consideram n-1 ecuatii intr-o manierd arbitrara iar a n-a ecuatie o
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obtinem din cerinta ca solutia y(x) in forma (6.54), sa satisfaca ecuatia diferentiala
(6.51). Astfel, functiile necunoscute C,(x), C,(x), ..., C,(x) se determind din
sistemul:

C'y, + C'y, +..+ C'y =0

Cy, + Gy, +..+ CJy, =0 (6.55)

CY Y4,y L+ C Yy = f (x)

Determinantul acestui sistem este Wronskian-ul solutiilor liniar independente vy, (x)

, ¥(X), ..., ¥,(x) ale ecuatiei omogene, deci este nenul Vxe(a,b). Atunci, sistemul
(6.55) are solutie unica pentru necunoscutele C/'(x), C,' (x), ..., C, (x). Fie solutiile
sistemului functiile:
C' (X)=¢(x), i=1,...,n.
Functiile ¢ (x) sunt cunoscute si putem integra:
Ci(X):.[(pi(X)dX+Ci i=1...,n

Substituind aceste functii in solutia generala (6.54) a ecuatiei neomogene obtinem:

Y(X)=C,(X)y; (X)+C, (X) Y, (X)+...+C, (X) Y, (X) (6.54)
(=2 () + 2, () o, (x) (6.56)

Adicd, o suma formatda din solutia generald a ecuatiei omogene si o solutie
particulard a ecuatiei neomogene.

Exemple:
1. Integrati ecuatia diferentiald: Xy”—y"—xy'+y=-x* dacd ecuatia omogeni

asociatd admite solutiile liniar independente: Y, =X, Y, =€* | Y3 = e ™,

Dupa impartirea cu X, ecuatia diferentiald are forma generala:
n 1 " ’ 1
Yy ==y -y oy =X
X X
Solutia generald a ecuatiei omogene este:

y(X)=Cyx+Cpe* +Cse™™
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Cautam solutia ecuatiei neomogene in forma:
y(x)=Cy(x)x+Cy(x)e* +Cz(x)e™

Noile functii necunoscute C,(x), C,(x) $1 C;(x) se dermind din sistemul:

C/ (X)x+C, (x)e* +C5 (x)e™* =0
C/ (x)x1+C; (x)e* —C4 (x)e™* =0
C, (x)x0+C, (x)e*+ C5 (x)e™ =-x

Substituind ultima ecuatie in prima obtinem: C,' (x)x-x=0 = C/(x)=1

Adunand ecuatia 2 cu ecuatia 3 obtinem: 1+2C, (x)e* =—x
d

C, (x)= —%e‘x (x+1) Cy(x)= %I(x +1) (e‘x): %((x+1)e‘X —je‘xdx)

Scazand ecuatia 2 din ecuatia 1 obtinem: C; (x)= %ex (1-x)

Cs (x)= %ex (1-x) Cs(x)= 1 (1-x)d (ex) = %((1—x)eX +Iexdx)

2

1

y(X)=Cy(X)x+C,(x)e* +Cy(x)e™* =Cx+Cpe* +Cqe ™ + X% +2

2. Integrati ecuatia diferentiala:
y"+Yy" =X +1+3xe*

y"+y"=0
A+a2=0 < A*(A+1)=0 4 =0 multiplicitate 2
4, =-1 simpla
y(X)=C,+C,x+Cpe™
Cautam solutia ecuatiei neomogene in forma:
y(x) = Cl(x)+C2 (X)X+C3 (X)eix
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C, (X)+C, (x)x+C; (x)e™ =0
C, (x)-C; (x)e™*=0

C, (x)e™ =x*+1+3xe”

C, (x)=—x*—x* —x—1-3x%* — 3xe*
C, (X)=x*+1+3xe"
C, (X)=x%e* +e* +3xe*

4 3 2
Cl(x):—XI—X?—X?—x—SXZeX +3xe* —-3e* +C,

3
Cz(x)z)%+x+3xeX —-3e* +C,

C,(x)=x%e* —2xe” +3e* +§xe2X —%ezx +C,

4 3
y(x)=C,+C,x+Ce™ +§xeX —EeX +X——X—+§x2 -3x+3
2 4 12 3 2

6.9 Ecuatii diferentiale liniare neomogene cu coeficienti constanti

Definitie: Daca in ecuatia diferentiald liniard neomogena:
Y ()Y 4 p (X) Y P (X) Y = F(X) (6.51)
coeficientii sunt constante, adica p, e R, atunci ecuatia:
Yoy L pLY + Py = F(X) (6.57)
este ecuatie diferentiald liniarda neomogena cu coeficienti constanti.
Polinomul caracteristic atasat acestei ecuatiei este:
P(A)=A"+pA" "+ 4+ paA+ D, (6.58)
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Ecuatia ¢(1)=0 este ecuatia caracteristicd atasatd ecuatiei.

Teorema 1: Fie yp solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare omogene cu
coeficienti constanti L[y]=0 si fie § o solutie particulard a ecuatiei neomogene

L[y]=f . Atunci, solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare neomogene (6.57)

este:
y=Yo+¥ (6.59)

§ putdndu-se determina intotdeauna prin metoda variatiei constantelor.

In anumite cazuri se poate determina forma solutiei particulare § functie de
forma membrului drept al ecuatiei L[y]=f si atunci § poate fi determinat prin
metoda coeficientilor nedeterminati.

Teorema 2: Dacd membrul drept al ecuatiei cu coeficienti constanti L[y]=f are

forma:
e f(x)=e”R,(x), Pm fiind un polinom de gradul m in X, atunci solutia
particulard are forma:
¥(x)=e"Q,(x), daca ¢(a)=0
Sau
¥(x)=x"e”Q, (x), daca go(a)=(p'(a)=...=(p(r71)(a)=0 si go(r)(a);tO

adica o este radacina multipla de ordinul r a ecuatiei caracteristice.

Q. (x) este un polinom de gradul m in x, cu coeficienti nedeterminati, coeficientii
determinandu-se prin identificare dupd substitutia in ecuatia L[y]=f .
o f(x)=e[P,(x)cos px+Q,(X)sin x|, P,(x) si Q(x) fiind polinoame de
gradul m si s in x, atunci solutia particulara are forma:

§(x)=e[U(x)cos Bx+V (x)sin px|, dacd p(a+if)=0
Sau
¥(x)=x"e” [U (x)cos Sx+V (x)sin ﬂx] ,

dacd p(aztif)=¢'(atip)=... =l (a+ip)=0si ") (a+ip)=0,adicd a£ip
este radacind multipla de ordinul r a ecuatiei caracteristice.

14



U (x) si V(x) sunt polinoame de grad egal cu maximul dintre (m,s), cu coeficienti

nedeterminati, coeficientii determinandu-se prin identificare dupa substitutia in
ecuafia L[y]=f.

Exemple: Determinati o solutie particulara si solutia generala pentru ecuatiile:
1. y"+y =2x+3

a=0 este radacina simplda (r=1) a polinomului caracteristic A*+1=0, atunci
conform teoremei 2, cautam o solutie particulara a ecuatiei neomogene date in forma

¥(x)=x(Ax+B). Substituim aceastd expresie in ecuatia datd si determindm prin
identificare coeficientii necunoscuti A si B.

¥'(x)=Ax+B+xA=2Ax+B
"(x)=2A

<t

Substituim in ecuatia data:
2A+2Ax+B=2x+3
2AX+2A+B=2x+3

Identificand coeficientii polinoamelor in x: A=1, B=1 = §(x)=x"+Xx
Solutia generala a ecuatiei omogene: 4, =0, 4, =-1 =y, (x)=C,+C,e”"

Solutia generald a ecuatiei date este y(x)=C,+C,e™ +x* +x
2. y'+y =2

a=1 nu este radacina a polinomului caracteristic A*+1=0, atunci cu teorema 2,
cautim o solutie particulard a ecuatiei neomogene date in forma §(x)=e*A.

Substituim aceasta expresie in ecuatia datd si determinam prin identificare
coeficientul necunoscut A.
y'(x)=e*A y'(x)=€*A
Ae* + Ae* = 2¢*
A=1= §(x)=¢"

Solutia generala a ecuatiei omogene: 4, =0, 4, =-1 =y, (x)=C, +C,e™*
Solutia generald a ecuatiei date este y(x)=C,+C,e™ +e*
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3.y’ -2y +y=xe"

a =1 este radacina multipla de ordinul doi a polinomului caracteristic 1> -21+1=0,
atunci cu teorema 2, cautam o solutie particulara a ecuatiei neomogene date in forma
¥(x)=x*"(Ax+B). Substituim aceasta expresie in ecuatia data si determindm prin
identificare coeficientii necunoscuti A si B.

§'(x) = 2xe* (Ax+B)+x’e* (Ax+B)+ x’e*A
§"(x) = 2e* (Ax+B)+2xe* (Ax+B)+2xe* A+ 2xe* (Ax+ B) + x’e* (Ax + B) + x’e* A+
+2xe* A+ x’e*A
Inlocuim in ecuatia diferentiala si simplificam exponentiala:

2( Ax+B)+2x( Ax+B)+2xA+2x(Ax+B)+x* (Ax+B)+X*A+ 2xA+ X’ A—
—2(2x(Ax+ B)+x*(Ax+ B)+x2A)+x2(Ax+ B)=x

6AX+2B=x

A=, B=0
6

v _1 34X
y(x)= 5 x’e
Solutia generala a ecuatiei omogene este: (.4, =1 multiplicitate 2) y, (x)=Ce*+C,xe"

Solutia generald a ecuatiei date este y(x)=Ce”* +C,xe" Jr%xe'eX
4. y"+2y'+y=cosx
a=0 si f=1si +i nu este radacind a polinomului caracteristic 1> +24+1=0, atunci

cu teorema 2, cautam o solutie particulara a ecuatiei neomogene date in forma
¥(x) = Acosx+Bsin x. Substituim aceastd expresie in ecuatia datd si determindm prin

identificare coeficientii necunoscuti A si B.

¥'(x)=—Asin x+Bcosx
¥"(x)=—Acos x—Bsin x

—Acosx—Bsinx+2(—Asin x+Bcosx)+ Acos X + Bsin x = cos x
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—2Asin X+ 2B cos X = Cos X
1 1.
A=0,B== = §(x)==sInx
2 y(x) 2
Solutia generala a ecuatiei omogene (4, =—1 multiplicitate 2): y, (x)=C,e™+C,xe™

Solutia generald a ecuatiei date este: y(x)=Ce™ +C,xe™ + %sin X

Exemplu: Rezonanta
Consideram ecuatia oscilatiilor elastice fara frecare sub actiunea unei forte periodice
externe:

y'+ o’y =asin St

In aceasta ecuatie variabila independenta este timpul t. » este frecventa oscilatiilor
naturale ale sistemului, iar g este frecventa fortei externe.
Ecuatia caracteristica:
A +0*=0
are solutiile:

Solutia generald a ecuatiei omogene este:

=C, coswt +C, sin ot = Asin § cos wt + Acos 5sin wt = Asin (ot +5)

ygen. omogena

e Daca p=w, adica daca frecventa fortei externe este diferita de frecventa
oscilatiilor naturale ale sistemului si +if nu este solutie a ecuatiel
caracteristice, atunci solutia particulara a ecuatiei neomogene va fi:

¥(t)=M cos St+Nsin it M,N = ct

Substituind aceastd expresie in ecuatia diferentiald se determind constantele
necunoscute M si N.

¥'(t)=—M Bsin St + N S cos ft
§"(t)=—M p*cos St— N B*sin pt

y'+@’y=asin pt
—M /8% cos pt— N 3% sin it + &” (M cos St + N'sin Bt) = asin it
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@*M — B*M =0
@*N—-pB°N=a
a
a)Z_ﬁZ
. a .
=AsIin(wt+0)+ sin
( ) a)Z_ﬂZ ﬁt

M=0, N=

ygen. neomogena

Miscarea rezultata este o combinatie de oscilatii naturale cu frecventa o si oscilatii
fortate cu frecventa 3.

e Daca p=w adica frecventa fortei externe coincide cu frecventa oscilatiilor
naturale ale sistemului s1 *i este solutie a ecuatiel caracteristice, atunci
trebuie sd cautdm solutia particulara a ecuatiel neomogene in forma:

¥(t)=t(M cos St +Nsin jt)
¥'(t)=M cos St + Nsin St +t(—M Bsin St + N S cos ft)
§"(t)=—-M Bsin Bt + N Bcos Bt — M fsin Bt + N B cos Bt +t(~M B° cos Bt — N 5% sin gt

Inlocuim derivatele in ecuatia diferentiala:

y'+ @’y =asin St
~M wsin ot + N cos wt — M wsin ot + Na)coswt+t(—M @? cos wt — Nw?sin cot)+
+w? (t(M cos wt + N sin a)t)) = asin wt

2Nwcos wt —2M wsin wt = asin wt

¥(t)=t(M cos St + Nsin jt)

y(t):—%tcoswt

= Asin(a)t+5)—itCOSa)t

y en. neomogena
g g 2(0

Al doilea termen sugereaza o crestere continud a amplitudinii oscilatiilor. Acest
fenomen apare atunci cand frecventa fortei externe coincide cu frecventa oscilatiilor
naturale din sistem si se numeste rezonanta.
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