5.3.8 Ecuatia diferentiala Riccati

Ecuatia diferentiald de ordinul intai de forma:

%:q(x)+ p(x)y+r(x)y’ (5.64)

unde q(x), p(x) si r(x) sunt functii continue pe un interval, cunoscute, iar functia
y(x) este necunoscuta se numeste ecuatia diferentiala Riccati.

e Dacad (¢, p si r sunt constante, atunci ecuatia se integreaza prin separarea
variabilelor:

d
Jaay €
e Daci r(x)=0, ecuatia (5.64) este liniara
e Dacd q(x)=0, ecuatia (5.64) este de tip Bernoulli
In general, aceasti ecuatie nu se poate rezolva prin metode elementare.

Teorema 5: Daca se cunoaste o solutie particulard a ecuatiei Riccati, atunci solutia
generald a ecuatiei poate fi gasita prin metode elementare.

Demonstratie: Presupunem cunoscutd o solutie particulard y =y, (x) a ecuatiei (5.64)
si are loc:
Y1 (%) =a(x)+ p(x) %1 () +r(x)¥; (x)
Atunci, cu substitutia:
z=y-y, y =y, (x)+2(x)
unde z(x) este noua functie necunoscutd, ecuatia Riccati se reduce la o ecuatie

diferentiala Bernoulli.

B q(x)+ by, (0)+ ) 2(X) 7 ()57 ()47 (x)25, (1)2(x) 1 (x)2* (x)

dx dx
%—(D(X)+2r(x) yl(x))z(x): l’(X)zz(x)

Aceasta este o ecuatie Bernoulli.

Exemple: Integrati ecuatia Riccati:
1. y—-y*+2e*y=e"+¢* dacd cunoastem solutia particulara y, =e*.

Fie: 2(x)=y()-¢ = y=e'+2(x)
ex+%_e2x_Zexz_22+zexex+2exz:ezx+ex



——7*=0 ecuatie cu variabile separabile

%:dx —1:x+C
Z Z

z(x)zc_x y(x)=e*+

C-x

1
2(x)= = y(X)=
Ci_l Cé_f X
X 2 X 2

y1)=2 = 2:&+1 = C=3

= y(x)= 33);2 +§ solutia problemei Cauchy




Cap.VI Ecuatii diferentiale de ordin superior
Bibliografie: Krasnov et al. (1989), Riley et al. (2006), Micula & Paval (1989)

6.1 Problema Cauchy

O ecuatie diferentiala de ordinul n, rezolvata in derivata cea mai mare, are
forma

Y= (v Yy 6.1)

Pentru a obtine o solutie particulara a acesteia, trebuie sa precizam n conditii initiale
sau conditii la limita:

Yo =Yor Y

!

' y(n—l)

g =Yor e

=y (6.2)
Xo

X=

unde y,, y;, ..., yI"" sunt numere reale.

Problema Cauchy consta in determinarea solutiei ecuatiei diferentiale (6.1)
care satisface conditiile initiale (6.2).

Teorema 1: (de existenta si unicitate a solutiei problemei Cauchy) Fie:
y" = f (x, VAT y("‘l)) (6.3)
o ecuatie diferentiala de ordinul n, rezolvata in derivata cea mai mare. Daca functia

f este continud in cele n+1 argumente pe o vecindtate Q a punctului
Mo (X, Yoo Yoo ¥ ) (exemplu n=2 in figura 6.1), atunci existi un interval

X, —hy, < X< X, +h, pe axa X pe care exista cel putin o solutie y=¢(x) pentru ecuatie
care satisface conditiile initiale:

Vo =Yor Y =y (6.4)

are derivatele partiale %, sfy” e %

o = Yo
)

o Y

Mai mult, daci functia f(x, Y,y y Y

marginite pe Q, atunci solutia este unica.

Caz particular: n=2 y® =f(xy,y’) iar Q este vecinatatea lui M, (%), Yo, Ys)-



Figura 6.1

Exemplu:
y'=e X y+siny’
f(x,y,y)=ey+siny
Aceasta este functie de trei variabile continua peste tot. Exista cel putin o solutie
y=g¢(x) care verifica: y(x,)=y, si y'(x)=y,. Mai mult, derivatele partiale sunt
marginite peste tot.

=e o _ cosy’

6y!
Atunci, pentru orice numere x,, y,, Y,, €xistd o solutie unicd, y=¢(x), a ecuatiei
care verifica conditiile initiale:

y|x—x0 =Yo $1 yl|x—x0 =Yo

Definitie: Solutia generala a ecuatiei:
y\" = f (x, VAT y(”’l)) (6.5)
pe un domeniu Q in care problema Cauchy are solutie unica, este o familie n-
parametrica de functii S:y=¢(x,C,,C,,...,C,) care depind de x si de n constante
arbitrare C,,C,,...,C, astfel incét:
e Pentru orice constante C,,C,,...,C, functia y=¢(x,C,,C,,...,C,)eS este solutie
a ecuatiei (6.5), adica:
A" (%C.Cyr,C) = T (%, 0(X,C1.Cpre €y ) s " (X,C,, G, G
Vx e (% —h,x +h)
e Pentru orice conditii initiale:

y|X=X0 =Y, y'|x=xo =Yy e y(n—l) _ yén—l)

x=xp




astfel incat punctul (xo,yo,y{),...,yé”’l)) sa apartina domeniului QQ, de existenta si
unicitate a solutiei problemei Cauchy asociatd ecuatiei (6.5), putem gasi constantele
C/.Cy.....C astfel incat solutia y=¢(x,C/,C],....CJ)eS sa satisfacd conditiile

initiale considerate.

O solutie particulara a ecuatiei diferentiale se obtine din solutia generala
prin fixarea constantelor C,C,,...,C . Graficul sau este o curba in planul Xy si se

numeste curba integrala a ecuatiei.
Relatia la care se ajunge in urma integrarii unei ecuatii diferentiale de
ordinuln, ¢(x,y,C,,C,,...,C,) =0 si care defineste implicit solutia generald se numeste

integrala generala a ecuatiei diferentiale.
6.2 Reducerea ordinului unor ecuatii diferentiale de ordin superior

1. O ecuatie de forma:
y™ =1 (x) (6.6)
unde f(x) este functie continud cunoscutd, este integrabila cu metode elementare.
Intr-adevir, deoarece y™ =d (y(“’l))/dx, separam variabilele si integrand

ambele parti ale ecuatiei obtinem:
y" = j f (x)dx+C,

Aceasta ecuatie are aceeasi forma cu (6.6). Atunci, mai integram o data:
y"? = J(I f(x) dx)dx+C1x+C2

y" ) = J.(J.U f (x)dx)dx)dx+C1X—22+sz+C3

Dupa n-integrari obtinem solutia generala a ecuatiei (6.6):

y() = [ [ [(] (x)dx)dx}dx+cl i i

X X
(n—l)!+C2 +...+4C
3

(n-2)! "
Exemplu: y"=2x = y=x+C, = yZX?-f-ClX-FCZ

2. Daca o ecuatie diferentiald nu contine functia necunoscuta si derivatele sale
pana la ordinul k -1, adica are forma:

F(x, y(k),y("”),...,y(”)):o (6.7)
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atunci ordinul ecuatiei poate fi redus pana la n—k prin schimbarea de variabila:
y" = p(x)
Ecuatia diferentiala (6.7) in noua necunoscuta p(x) devine:
F(x,p ph.... p" M) =0
Presupunem ca putem integra aceasta ecuatie si obtinem:
p(x) :l//(x'cl’CZ"“’Cn—k)
Cum y% = p(x), prin K integrari obtinem functia ciutatd y(x).

14

Exemp|U: ym_y? — 0 y" — p(x) ym — p!(x)

Ecuatia in noua necunoscuta este:
p' _B =0 % - %
X p X
In|p| =In|x|+In|C|
2

p(x)=Cyx y" =C.Xx y’:Cl)(?+C2

3

y=Cl%+C2x+Cs

3. Daca o ecuatie diferentiala nu contine explicit variabila independenta x, adica

are forma:
F(y,Y,...,y")=0 (6.8)
Ordinul ecuatiei poate fi redus cu unu, cu schimbarea de variabila:
y'=p(y)

Aici, p=p(y) este noua functie necunoscuta si y este variabila independenta.

Exemplu: y- y”+(y')2 =0

y'=p(y)
_d o(y)=dp dy_ dp
y ~dx p(y)_dy dx pdy
Ecuatia diferentiala data devine:
y- p%+ p’=0 impartimcu p=0 y@+ p=0
dy dy
d__d In|p|=—|n|y|+|n‘(~:1‘
p y



€| ¢
Injp|=In-— = 1
Iy 5 p(y) ;
< 2
dy _G y dy =€ dx y—:élx+c~32
Xy
y=,Cx+C,

6.3 Ecuatii diferentiale liniare si omogene

O ecuatie diferentiala liniara si omogena are forma
Yy o, ()Y ()Y P, (X) y =0 (6.9)
unde p,(x), p,(x), ..., P,(x) sunt functii continue pe un interval [a,b] si sunt
cunoscute. Ecuatia este liniara in functia necunoscuta si in toate derivatele acesteia.

Ecuatia (6.9) o putem rescrie rezolvata in derivata de ordin maxim:
Y =—p (X)y" Y —. = pa (X)Y =, (X) Y (6.10)
Functia din partea dreaptd a acestei ecuatii este o functie continud in X pe [a,b] si in
Y, v, ..., y" peste tot. Mai mult, aceastd functie are derivate partiale in raport cu
y“ egale cu —p, , (x), derivate care sunt marginite pe [a,b]. Atunci, cu teorema 1 de
existenta si unicitate, rezultd ca dacd coeficientii p,(x), k=12,...,n sunt functii
continue pe [a,b] atunci pentru orice conditii initiale:

y|x=x0 = Yo yl|X=X{J = y('); SR y(n_l)‘x=x() = yén—l), VX, € (a’b)’ y(()k) eR (611)

exista o solutie unica a ecuatiei (6.10) care satisface conditiile initiale (6.11).

Preliminarii
Fie E si F doua multimi. Spunem ca A este un operator A:E —F daca la
fiecare element y € E Ti corespunde printr-o lege data, un element f = Aye F . E este
domeniul operatorului A.
Daca E este un spatiu liniar, atunci operatorul A se numeste operator liniar,
daca:
o A(Y,+Y,)=Ay,+Ay,, Vy,y,cE
° A(ay)zaAy, VyeE, VaelR

Rescriem ecuatia diferentiala liniara si omogena (6.9) in forma:



L[y]=0 (6.12)
unde
L[y]=y" +p (X)y" ™ 4.4y (X) Y + P, (X) Y (6.13)
L[y] este un operator diferential liniar, definit pe spatiul functiilor y(x), continue pe
[a,b], impreund cu derivatele pana la ordinul n, adica L[y]:C"[a,b] - C][a,b].

Natura diferentiala a operatorului este evidenta.
Liniaritatea operatorului, presupune:

i I—[y1+y2]:|—[y1]+|—[y2]
e L[Cy]=CL[y],
unde y; si Y, sunt functii arbitrare, avand derivate pana la ordinul n continue.

Teorema 1: Daca functia y,(x) este o solutie a ecuatiei diferentiale liniare omogene
L[y]=0, atunci si functia Cy,(x) este de asemenea o solutie a acestei ecuatii (C este
constanta arbitrara).

Teorema 2: Daca functiile y,(x) si y,(x) sunt solutii ale ecuatiei diferentiale liniare
omogene L[y]=0, atunci si suma y,(x)+Y,(x) este de asemenea o solutie a acestei
ecuatii.

Corolar: Daca functiile y,(x), y,(X), ..., ¥, (x) sunt solutii ale ecuatiei diferentiale
liniare omogene L[y]=0, atunci i combinatia liniard ) Cy,(x) este o solutie a

i=1
acestel ecuatii.

Ecuatia L[y]=0 are intotdeauna solutia triviald y(x)=0.

Observatie: Din teoremele 1 si 2 rezultd ca multimea solutiilor ecuatiei L[y]=0

formeaza un spatiu liniar, a carui 0 este functia y(x)=0.

Teorema 3: Daca o ecuatie diferentiala liniard omogend L[y]=0 cu coeficienti reali
p(X), k=12,...,n are o solutie complexa y(x)=u(x)+iv(x), atunci si partea reald
u(x) si partea imaginard v(x) sunt de asemenea solutii ale acestei ecuatii.



6.4 Sisteme de functii liniar dependente si liniar independente

Consideram un sistem de functii y,(x), y,(x), ..., y,(x) continue pe un
interval [a,b].
Definitie: Spunem ca functiile y,(x), y,(x), ..., y,(x) sunt liniar dependente pe
intervalul [a,b], daca exista constantele «;,,,...,, astfel incat:
Y (X)+a,Y, (X)+...+a,Y, (X ) 0, Vvxelab] (6.14)
si cel putin un ¢, este diferit de zero.
Daca egalitatea are loc numai pentru o, =, =...=¢a, =0, atunci functiile y, (x), y,(x)

, ---» Yo (x) sunt liniar independente pe mtervalul [a,b].

Exemple:
1. Functiile y,(x)=x si y,(x)=2x sunt liniare dependente pe un interval [a,b].

Tntr-adevir, avem de exemplu, identitatea:
2y,-Y,=0, CU =2, a,=-1

2. Functiile 1,x,x%,...,x" sunt liniar independente pe orice interval [a,b]. Tntr-
adevar,
o1+ - X+, +...+a,X"=0,  Vxe[ab]

are loc numai daca «, =0, i=0,1,...,n

k,x

3. Functiile e**, e, ..., €% cu k =k; pentru i= j sunt liniar independente pe
orice interval [a,b]. Pentru demonstratie, consideram cazul n=3. Presupunem
functiile e**, e**, e liniar dependente Atunci,

e + o, + e =0  nutoti o; Nuli

Presupunem o, =0. Impirtim relatia cu e“* si diferentiem relatia obtinuta.

o, + e e =0
a, (ky —k, )& ™" 4 oy (ky —k, )e ™M =0

Impartim relatia cu el ™)

si diferentiem relatia obtinuta.
ay (ky =k )+ o (ks —k, e =0
a, (k, —k, ) (K, —k, )e* ™ =0
Relatia este imposibild deoarece o, #0 si k; =k, pentru i= j. Presupunerea noastra

a fost falsa si functiile considerate sunt liniar liniar independente.



Remareci: Daca functiile y,(x), y,(x), ..., ¥,(x) sunt liniar dependente, atunci cel
putin una dintre ele este combinatie liniara de celelalte.

Teorema 1: Daca functiile y,(x), y,(x), ..., ¥,(X) cu derivate pand la ordinul n-1,
sunt liniar dependente pe intervalul [a,b], atunci determinantul numit Wronskian-ul
sistemului de functii y,(x), y,(x), ..., y,(x) este nul pe intervalul [a,b].

0 (6.15)

W (x)= i (X) v, (%) oy (%)

Demonstratie: Pentru simplitate, considerdam n=3. Fie functiile y,(x), y,(x), y;(x)
cu derivate pand la ordinul doi si liniar dependente pe intervalul [a,b]. Atunci,

Y, (X)+a,Y, (X)+a,y;(x)=0
si cel putin un ¢, este diferit de zero. Fie «, #0. Rezolvam ecuatia in vy, si
diferentiem:

yl(x) = _% yz(x)_ % ys(x)

1 1
Y1 (X): _ﬁ)ﬁ (X)_% Y3 (X)
@ a
Y1 X):_%yz (X)_a_y3 (X)
1 1

_ﬁﬁ(x)_%%(x) Y2(X) Y3(X)
1 1

W(X): __ZYZ (x)——3y3(x) Y, (X) Y3(X)
1 1

_ﬁ)@ (X)_£Y3 X) Y, X) Y; (X
1 1
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Prima coloana a determinantului este combinatie liniara de celelalte doua coloane
vx e (a,b). Un astfel de determinant este nul. W(x)=0 vx e (a,b).

Teorema 2: Daca Wronskian-ul W(x) al unui sistem de n functii este nenul pe un
interval (a,b), atunci aceste functii sunt liniar independente pe intervalul (a,b).

Teorema 3: Daca functiile y,(x), y,(x), ..., y,(x) sunt liniar independente pe
intervalul [a,b] si sunt solutii pentru ecuatia diferentiald liniard omogena:

YO+ ()Y 4 pa (X)) Y+ P (X)y =0
cu coeficientii p, (x) functii continue pe [a,b], atunci Wronskian-ul sistemului de
functii

W)= B () W) g pe fa ).

Teorema 4: Fie y,(x), y,(x), ..., ¥,(x) solutii particulare ale ecuatiei diferentiale
liniare si omogene:

Y+ ()Y (X)) Y+ P (X)y =0
cu coeficientii p,(x) functii continue pe [a,b]. Aceste solutii particulare sunt liniar
independente pe [a,b] < Wronskian-ul W(x) al sistemului de solutii este nenul.

6.5 Structura solutiei generale a unei ecuatii diferentiale liniara omogena

Teorema 1: (asupra structurii solutiei unei ecuatii diferentiale liniare omogene) O
ecuatie diferentiald liniara omogena:

Y ()Y 4 s (X)) Y+ P (X)y =0 (6.16)
cu coeficientii p,(x) k=1...,n functii continue pe intervalul [a,b] are solutia
generala:

y(x)=>Cyy;(x) (6.17)
i=1
adica o combinatie liniard de n solutii particulare y,(x), i=1...,n, care sunt liniar

independente pe intervalul [a,b]. Cy, Co, ..., Cy sunt constante arbitrare.
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Din aceastd teorema rezultd cd daca se cunosc n solutii particulare liniar
independente ale ecuatiei diferentiale liniare omogene de ordinul n, atunci orice alta
solutie a ecuatiei poate fi reprezentatd ca o combinatie liniard de aceste solutii
particulare si aceasta ar fi liniar dependenta in raport cu primele. Astfel, numarul
maxim de solutii liniar independente al unei ecuatii diferentiale liniare omogene
este egal cu ordinul sau.

Observatie: Mulfimea de solutii a unei ecuatii diferentiale liniare omogene
formeaza un spatiu vectorial cu dimensiunea egald cu ordinul ecuatiei diferentiale.

Definitie: O multime formata din oricare n solutii particulare liniar independente ale
unei ecuatii diferentiale liniare omogene de ordinul n se numeste sistem fundamental
de solutii.

Teorema 2: Pentru fiecare ecuatie diferentiala liniara omogena

Y+ ()Y 4+ pa (X) Y+ P (X)y =0 (6.18)
cu coeficientii p,(x) k=1...,n functii continue pe intervalul [a,b], existd un sistem
fundamental de solutii (chiar un numar infinit de astfel de sisteme fundamentale de
solutii).

Un sistem fundamental de solutii defineste complet ecuatia diferentiala liniara
st omogend. Daca se cunoaste sistemul fundamental y,, y,, ..., y,, ecuatia
diferentiala respectiva se poate construi dezvoltand dupa elementele ultimei coloane
determinantul urmator:

i Y Y, y
yl y2 s yn y — 0 (6.19)
yoy ey

In aceasta relatie W (x) este Wronskian-ul sistemului fundamental de solutii y,, y,,
S|
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(X)) v (x) o y(x)

Y (X) ¥, (X)) o Y, ()

/A A R A
i) v () e v (x)

W, (x)=

Cum, W (x) =0 pe intervalul [a,b], putem imparti ultima relatie cu W (x) = 0 si ecuatia
devine:

Y+ ()Y 4 pa (X)) Y+ P (X)y =0
unde, Tn particular p,(x)=-W,(x)/W(x).

Exemplu: Determinati ecuatia diferentiala care are urmatorul sistem fundamental
de solutii: y, =cosx, y, =sinx.
Ecuatia diferentiala se obtine dezvoltand dupa ultima coloana determinantul:

Y Y, Y
Y. Y, Y|=0
Yy Y, Y

cosx sinx vy
—sinx cosx y'|=0
—cosx -sinx y”
cosx  sinx cosx  sinx

—COSX —SinX

—sinx  CosX ,

" _

y . .
—COSX -—SInX —SInX COS X

y(sin® x+cos” x) - y'(—cos xsin x+cos xsin x) + y"(cos’ x+sin’ x) = 0

y+y"=0

6.6 Ecuatii diferentiale liniare omogene cu coeficienti constanti

O ecuatie diferentiala liniard omogena cu coeficienti constanti de ordinul doi
are forma:
y'+ Py +p,y=0 (6.20)
unde ps si p2 sunt numere reale. Pentru a determina solutia generala a ecuatiei, trebuie
sd gasim doua solutii particulare liniar independente ale acesteia. Cautam aceste
solutii de forma:

y(x)=e™, A=constantd

Derivam aceasta functie si o substituim in ecuatia diferentiala (6.20):
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(A’ +pA+p,)=0
Deoarece exponentiala este nenuld, polinomul in A din paranteza trebuie sa fie nul.
In consecintd, functia y(x)=e™, este solutie a ecuatiei diferentiale numai daca 1
este radacina a polinomului din paranteza, numit polinom caracteristic,
A2+ pA+p,=0 (6.21)
Aceastd ecuatie se numeste ecuatie caracteristica in raport cu ecuatia
diferentiala (6.20). Vom nota cu A4 si A, radacinile polinomului caracteristic.

Acestea pot fi: (1) reale si distincte (2) complexe (3) reale si egale. Consideram
separat fiecare caz:

(1) Daca radacinile A, si 4, sunt reale si distincte, atunci solutiile particulare
pentru ecuatia (6.20) vor fi:
y(X)=e* si y,(x)=e* (6.22)
Aceste solutii sunt liniar independente si formeaza un sistem fundamental de solutii
pentru ecuatie. Solutia generala va fi de forma (6.17) din teorema de structura:
y(x)=Ce* +C,e* (6.23)
cu C; si C, constante arbitrare.

Exemple: 1) Determinati solutia generala a ecuatiei: y"—3y'+2y =0
Rezolvam mai intai ecuatia caracteristica:
A*=31+2=0
A=l A4=2
Solutia generala va fi o combinatie liniara de exponentiale:
y(x)=Ce*+C,e”

2) Determinati solutia generala a ecuatiei: y" -7y’ +12y =0
Rezolvam mai intai ecuatia caracteristica:
AP—TA+12=0
4=3  1,=4
Solutia generald va fi o combinatie liniara de exponentiale:
y(x)=Ce*+Ce”

(2) Daca radacinile A, si 4, sunt complexe, deoarece coeficientii p; si p2 sunt reali,

radacinile 4, si 4, Sunt complex conjugate, adica: 4 =a+if s1 L, =a—if.

Solutiile particulare ale ecuatiei diferentiale pot fi scrise in forma:
gi(x)=e“sig,(x) =€ (6.24)
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Acestea sunt functii cu valori complexe. Ne-am dori solutii reale. Pentru aceasta ne
vom folosi de relatiile Euler:
e’ = cos fx+isin Bx
e "* = cos Bx —isin Bx
Cu acestea, putem reprezenta solutiile particulare in forma:
¥, (x)=e"(cos Bx+isin Bx)
¥, (x)=e"(cos Bx—isin fx)
Cu teorema 3 din paragraful 6.3 si partea reald si partea imaginarda sunt solutii
particulare pentru ecuatia diferentiala (6.20):
y,(x)=e"cosBx si y,(x)=esinpx (6.25)
Aceste solutii sunt liniar independente deoarece
Y. (%)
. (%) =tg(Bx) = ct
Aceste solutii sunt liniar independente si formeaza un sistem fundamental de solutii
pentru ecuatie. Solutia generala va fi de forma:
y(X) =C,e™ cos Bx+C,e* sin Bx (6.26)

Exemplu: Determinati solutia generala a ecuatiei:
1. y"+2y'+5y=0

A2 +241+5=0
A=-1+2i A, =-1-2i
a=-1 p=2

y(x)=C,e* cos2x+C,e*sin2x

2. y'—-4y'+13y=0

A*—42+13=0
A =2+3i A, =2-3i
a=2 £ =3

y(x)=C,e” cos3x +C,e*sin3x

(3) Presupunem radacinile polinomului caracteristic reale si egale 4 = 4,.
O solutie particulara a ecuatiei (6.20) este y, (x)=e**. Cea de-a doua solutie trebuie
sa fie liniar independenta cu prima si o cautam in forma:
Y, (X)=e*-u(x) (6.27)
CU u(x) noua necunoscutd. Aceasta forma a solutiei secunde impreuna cu derivatele

sale le inlocuim in ecuatia (6.20) y”"+p,y'+p,y=0:
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Y, (X) = Ae™ -u(x)+e*-u'(x)
Y, (X) =A% u(x)+Ae™ u'(x)+Ae™ u'(x)+e u"(x)
e (A2U+24U"+U"+ p AU+ pu’+ pu) =0
e [u"+(2£1+ PO +( A0+ P, + pz)u] =
Cum 2, este radacina dubla a polinomului caracteristic, avem:
AA+pA4+p,=0 si 24 +p =0

Atunci, ecuatia a cdrui solutie trebuie sd fie functia necunoscuta u(x) este: u"=0.
Cu doua integrari succesive obtinem:

u=A u=Ax+B
Consideram A=1, B=0. Atunci, u(x)=x si a doua solutie particulara este:
Y, (X)=e"-x (6.28)

Cu doua solutii liniar independente determinate, care formeaza un sistem
fundamental de solutii pentru ecuatie, solutia generala va fi de forma:
y(x)=C,e™ +C,xe™ (6.29)

Exemple: Determinati solutia generala a ecuatiei:
1. y"+2y'+y=0.
A2 +224+1=0
Radacina dubla a acestui polinom este 4 =-1.
y(x)=Ce ™ +C,xe™

2. y'-4y'+4y=0.
A2 —44+4=0
Réddacina dubla a acestui polinom este 4 =2.
y(x)=Ce™ +C,xe*

Consideram ecuatii diferentiale liniare omogene, de ordin n arbitrar, cu
coeficienti constanti:

LIy]=y" +py" ™+ p Y + Py =0 (6.30)
in care p,p,,..., p, sunt numere reale. Solutia generald se cauta in aceeasi maniera
ca si la ecuatia diferentiala de ordinul doi.
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1. Cautam solutii in forma y =e™. Substituim e* in ecuatia (6.30) si obtinem:

L[e” |=e"p(4)=0 (6.31)
Adica, vom obtine ecuatia caracteristica.
A"+ p A"+ 4+ p A+ p, =0 (6.32)

2. Calculam radacinile ecuatiei caracteristice 4, 4,,..., 4, .

3. In acord cu natura radacinilor scriem solutiile particulare, liniar independente
ale ecuatiei (6.30), astfel:

a) La fiecare radacina reala simpla A a ecuatiei caracteristice, alegem cate o
solutie particulara e*.

b) La fiecare pereche de radacini complexe conjugate simple A =a+if si
A, =a—ip alegem doua solutii particulare liniar independente :

e“cos Bx sl e sin Bx

c) La fiecare radacina reala A cu multiplicitate r, alegem r solutii particulare

liniar independente:

e xe®™, ..., x"te¥
d) La fiecare pereche de radacini complexe conjugate 4 =a+if si 4, =a—if CU
multiplicitate p, alegem 2u solutii particulare:
e”* cos X , xe”*cos BX, ..., x*'e™ cos fx

e sin fx , xe™sinBx, ..., x*'e“sin Bx

4. Numarul solutiilor particulare construite in aceastd maniera este egal cu
ordinul n al ecuatiei diferentiale. Se poate arata ca aceste solutii sunt liniar
independente. Cu aceste n solutii particulare liniar independente vy, (x), y,(x)

, .-, Y,(x), care formeazd un sistem fundamental de solutii, scriem solutia

generala:
y(X)=Cy, (X)+C,Yy, (X)+...+C,y, (X) (6.33)

Exemple:
1) Determinati solutia generald pentru ecuatia diferentiala: y*® —y"=0

A =4*=0 22(a*-1)=0 22(A-1)(A+1)(4? +1)=0
h=kh=0  A=1  4=-1 Ay =i Jg =i

y(x)=C, +C,x+Cse* +C,e™ +C;cos x+Cjsin x
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