Ecuatii Diferentiale

5.3.4 Ecuatii omogene in x §i y

Definitie: O functie f(x,y) se numeste omogend de gradul n in x si y daca

pentru orice t are loc:
f(tx,ty)=t"f(x,y) (5.31)

Exemple:
o f(xy)=x*-xy+y?
f(txty) =% —tPxy +t7y% =t? (x* —xy +y* ) =t*f (x,y)
f(x,y)=x*—-xy+y?* este omogena de gradul 2n xsiy.

o« f(xy)="
t
f (tx,ty):%:%: f(xy)
f(xy) :% este omogena de gradul 0 in X g1 .

Definitie: O ecuatie diferentiala de ordinul intai: g—y = f (x,y) este omogena in
X

x §i y, dacd functia f(x,y) este omogend de gradul 0 in X si .

Consideram ecuatia diferentiala omogend in X siy :

%: f(xy) (5.32)
y

Deoarece f(tx,ty)="f(x,y), pentru t=§, obtinem f(x,y)= f(l,—j, adica o
X

functic omogena de gradul 0 in X si y depinde numai de raportul argumentelor.
Renotand functia, scriem ecuatia diferentiala omogena astfel:

Yol (5.33)

dx X
Pentru a transforma aceastd ecuatie in alta ecuatie cu variabile separabile,
consideram o noua functie:

u(x):% (5.34)

Atunci y=xu si
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du dx du dx
go(u)—u:7 = Igp(u)—u:J.?JrC
du N
'[go(u)—u =In|x+C (5.35)

Si revenind la substitutia u(x)= X, obtinem integrala generala pentru ecuatia
X

data.
Am presupus ¢(u)-u=0. Daca ecuatia ¢(u,)=u, are radacini, acestea dau

motive pentru solutii aditionale, care sunt dreptele y(x)=u,x .

2 2
Exemple: 1. Integrati ecuatia: dy _x+y
dx Xy

f (tx,ty)= f (x,y), deci ecuatia este una omogena.

X“+y* _x .y

f(xy)= —+—=¢(Xj
Xy y X X
Notam: u(x):l = y=Xu sl
X
—y=u+xd—u
dx dx
du 1 du 1 dx
U+X—=U+— = X—== = udu=—
dx u dx u X

Integram ecuatia cu variabilele separate:
2
u
?:In|x|+ln|C| = u’=Inx*+InC?

u>=InCx* = y*=x’InCx*

1. Integrati ecuatia: xy'—y=(x+y)In Xy

X
Impartim cu x=0

Notam: u(x):% = y=Xxu si

u+x:—§:u+(l+u)ln(1+u) = xd—§:(1+u)ln(1+u) [(1+u)In(1+u)=0
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du _dx
I(l+u)|n(1+u)_J. X

Facem schimbare de variabila: ¢ =In(1+u) dgo:lidu
+U

do dx
2= Ingp| =In|x|+In|C InfIn(1+u) =In|C
-[(p -[x = nlg|=In|x|+M|C| = n‘n( +u)‘ n[Cx|

‘In(1+u)‘:|Cx| =N In(1+zj:4_er =N In(l+X]:Cx
X X

1+X:er = X:er_l = y:X(eCX—l),CER
X X

In procesul de separare a variabilelor am presupus (1+u)In(1+u)=0

(1+len(1+l]=0 = 1+X:0, y =—X nu convine si
X X X

|n(1+lj:o,1+lz1, y=0.
X X

Ultima solutie este inclusa in solutia generala pentru C =0.

5.3.5 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul intdi

Definitie: O ecuatie diferentiala liniara de ordinul intdi este o ecuatie liniara
in functia necunoscutd y =y(x) si in derivata sa dy/dx. In general o astfel de

ecuatie are forma:

A(x)%+ B(x)y = f (x) (5.36)

cu coeficientii A(x), B(x) si f(x) functii definite pe un interval («, ).

Dacd f(x)=0, ecuatia se numeste omogend. Tn caz contrar, neomogend.
Presupunem ca A(x)=0, si impartim ecuatia (5.36) cu A(x):

%-{- p(x)y=0q(x) (5.37)

In aceasti ecuatie p(x)=B(x)/A(x) si q(x)=f(x)/A(X).

Teorema: Daca functiile p(x) si q(x) sunt continue pe [a,b]=(«, ), atunci
ecuatia (5.37) are solutie unica care satisface conditia initiald y(x,)=y,, unde
punctul (x,,y,) apartine benzii a<x<b, —o<y<+o0.
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Demonstratie: Rezolvam ecuatia (5.37) in y':

y'=—p(x)y+q(x) (5.38)
Aceasta ecuatie are in partea dreaptd f (x,y)=—p(x)y+q(x) siaceasta functie
satisface conditiile din Teorema 1 de existentad si unicitate. Anume, f(x,y)
este continud in variabilele X si y si are derivatd partiala of /oy =—p(x)
marginita in banda. Deci teorema este demonstrata.

O Integrare prin metoda variatiei de constanta
O ccuatie diferentiala liniara omogena, corespunzatoare ecuatiei (5.37), are
forma:
dy
o p(x)y=0 (5.39)
Aceasta ecuatie se integreaza separand variabilele:
dy
—=—p(x)dx
Y ()
Iny| :—I p(x)dx+In|C|
y(x)=ce P00 (5.40)

Observatie: Impartind cu y, pierdem solutia y=0. Aceasta poate fi inclusa in
familia solutiilor (5.40) daca permitem lui C si valoarea zero.

Formula (5.40) reprezinta solutia generala pentru ecuatia (5.39) in
banda a<x<b, —0o<y<+4ow.

Ecuatia liniarda neomogena (5.37) %-{- p(x)y=a(x), poate fi integratd

folosind metoda variatiei de constanta. Aceasta consta in urmatoarele:
Mai intéi integram ecuatia omogena:

a carei solutie, stim deja, este:
y(x)=ce T

unde C este o constanta arbitrara.
Apoi, facem constanta C functie, C — C(x), i cautam o solutie pentru ecuatia

neomogena sub forma:
y(x)=C(x)e T (5.41)
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unde C(x) este o noud functie necunoscuta.

Calculam derivata functiei (5.41) si o substituim impreuna cu functia in
ecuatia neomogena (5.37):

%+ p(x)y=0q(x) (5.37)
d dC —| p(x)dx —| p(x)dx
oo g e (o)
Tnlocuim in ecuatia (5.37):
S (e T (—p00)+ p(e (e T ~a()
% L ((-p(x)+ p(X)C ()= a(x)el
dC . jp(x)dx
&_q(x)e
dC =q (x)efp(x)dxdx
= Iq(x)ejp(x)dxdx+c (5.42)
unde C este o constanta de integrare.
Atunci:
y(x)=C(x)e "
y(x) (C+Iq eIp j Jelx
y(x)= ce [P g o0 qu dx (5.43)

Aceasta este solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare neomogene
(5.37). Se observa ca solutia generald pentru ecuatia liniara si neomogena
(5.37) este suma solutiei generale a ecuatiei omogene (5.39) si a solutiei
particulare pentru ecuatia neomogena (5.37) care rezulta din (5.43) pentru
C =0, adica:

ygen.neomogena = ygen.omogena + ypartic.neomogena (5'44)

Exemplu 1: Integrati ecuatia diferentiala liniara:

ﬂ+ Y COS X = 2C0S X
dx

Rezolvam ecuatia omogena:

dy

—+ycosx=0 &
dx

=—Cos X dx In|y|=-sinx+In|C]|
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In

y H y —sinx —sinx
— — —
‘— SIn X ‘ ‘—e y(x)—Ce

Pentru a rezolva ecuatia neomogena, aplicam variatia de constanta. Facem
constanta C functie, C —»C(x),

y(X) — C(X)e—sinx
e ™ +C(x)e ™ (—cosx)+C(x)e" -cosx =2c0s X

dC(x
dx

dC(x)
dx

—)e‘Sinx =2C0S X dC(x) =2cosx e*"dx
C(x):ZIcosx e dx C(x)=2e""+C
y(x)=Ce ™ +2
Observam ca 2 este o solutie particulara a ecuatiei neomogene.
Exemplu 2: Integrati ecuatia diferentiala liniara:

ay y_
dx X

X

Desigur are forma generala: %+ p(x)y=0q(x)

Incepem cu rezolvarea ecuatiei omogene:
& oy, dy _ o
dx x y X
y(x)=Cx solutia generala a ecuatiei omogene
Cautam solutia ecuatiei neomogene cu metoda variatiei de constanta. Facem
constanta C functie, C — C(x),

In|y|=In|x|+In|C]|

y(x)=C(x)x
dc;f(x) x+C(x)—% C(x)x = x
dC(x)

X = X dC(x) = dx

dx
C(x)=x+C

Deci, solutia generala a ecuatiei neomogene este: y(x)=(x+C)x
y(x)=Cx+ x?

Observam ca x* este o solutie particulara a ecuatiei neomogene.

Observatie: Daca solutia particulard a ecuatiei liniare neomogene poate fi
ghicita, atunci cautarea solutiei generale este mult simplificata.
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Exemplu 3: y'+y=x+3

Rezolvam ecuatia omogena:

ﬂ+y=o S Yo o In|y|=-x+C
y

dx
[y =e
y=1Ce™ = y(x)=Ce™ solutia generala a ecuatiei omogena
Cautam solutia ecuatiei neomogene in forma:
y(x)=C(x)e”

e +C(x)e™(-1)+C(x)e™ =x+3

T = Jy|=e%e ™ = |y|=Ce*

dC(x)
dx

=Xx+3 dC(x)=(x+3)e*dx
)e*dx _[dC(x) :J.xexdx+3jexdx
IdC(x):(xex—_[exdx)+3jexdx C(x)=xe*+2e*+C
y(x):(xex +2¢* +C)e‘X
y(x)=Ce ™ +x+2

Observam ca x+2 este o solutie particulara a ecuatiei neomogene.

[0 Pentru rezolvarea ecuatiei liniare neomogene se poate utiliza si alta
metoda, un fel de truc. Cautam solutia in forma unui produs:

y(x)=u(x)-v(x) (5.43)
Si inlocuim in ecuatia (5.37): %+ p(x)y=a(x)
u'v+uv' + p(x)uv = qg(x)
uv+(V+p(x)v)u=g(x) (5.44)
Daca se alege functia v astfel incat v'+ p(x)v=0 si functia u astfel ca

u'v=g(x), atunci cu u si v astfel determinate, solutia generala a ecuatiei liniare
neomogene (5.37) este y(x)=u(x)-v(x).

Exemplu: Determinati solutia generala a ecuatiei:
Yy +2xy = xe

Cautam solutia acestei ecuatii deferentiale in forma:

y(x)=u(x)-v(x)

7
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UV + UV’ + 2xuv = xe ™ u'v+(V'+2xv)u = xe ™
Consideram v(x) o solutie a ecuatiei v’ +2xv =0, ecuatie cu variable separabile
\ 2
N oy v(x)=Ce™
v

Alegem pentru v(x) o solutie particulara, de exemplu pentru C=1. Atunci,
pentru functia u(x) avem ecuatia:

2 2

=xe " u' =X u(x):X?+C

IA—X

ue

Solutia generald a ecuatiei neomogene date este:

Y00 =0 )= -

Observatie: Metoda variatiei de constantd are avantajul ca poate fi
generalizatd la ecuatii diferentiale liniare neomogene de ordin superior.

e Metoda factorului integrant
Inmultim ecuatia %+ p(x)y=aq(x) cuun factor integrant, o functie de x, x(x)

d d
() S+ u(x)p(x)y=(a(x)y)=p(x)a(x)  (5.45)
A doua egalitate (5.45) poate fi integrata imediat:
y(x)y:jy(x)q(x)dx (5.46)
lar factorul integrant necesar se determina din prima egalitate (5.45):
d dy d d
S ()Y =00 L+l y = (%) v p(x) p(x)y
Ceea ce conduce la relatia:
d d X)dx
d—;j:y(x) p(x) = 7’11: p(x)dx = y(x)zejp( s (5.47)
dy

Exemplu: =L +2xy = 4x
p . y
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d—’u:y(x)Zx = d—ﬂ=2xdx = ,u(x):Cexz, C=1
dx 7,

ex2y=.[exz4xdx = e‘y=22"+C = y(x)=Ce™ +2

5.3.6 Ecuatia diferentiala Bernoulli

Ecuatia Bernoulli este o ecuatie diferentiala de ordinul intai de forma:
d a

&+ Py =ax)y (5.48)
unde a« e R-{0,1}, iar p si g sunt functii continue pe un interval, cunoscute.

y(x)=0 clar este solutie. Impartim cu y*

Py =a(x)

1 d/ia La
o V)P0 Yy =a(x)

%+(1—a)p(x)z:(l—a)q(x)

e Prin substitutia z=y"“, ecuatia Bernoulli se reduce la o ecuatie

diferentiala liniara in necunoscuta z.
1

y=z7-e (5.49)
dy _ 1 idz_ 1 dz

= loa 77
dx 1-« dx 1-« dx
Ecuatia (5.48) devine:
1 “dz L -
_Zlfaf _+ X Zlfa — X Zlfa
7 Pz =)

% plx)z = ()
dz

&+(l—a)p(x)z =(1-a)(x) (5.50)
Deci, este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai in necunoscuta z.
Exemple:

y! +£ y — X3y2
1. Rezolvati problema Cauchy: X

y(2)=-1, x>0

9
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Facem substitutia z=y*? = z=y* = y=z1

(-1)z7 $+ﬂ 77t =x%72

dx x
(—1)%+ﬂzlzx3
dx x
dz 4 3 . i . .
o = ecuatie diferentiala liniara
X X
Rezolvam ecuatia omogena:
2 405 2% = Infg=4m[x+nc]
dx x zZ X
Ini‘:lnx4 = [El=x* = z=+Cx* = z(x)=Cx*
C C
Cautam solutia pentru ecuatia neomogena in forma: z(x)=C(x)x*
dC(x
Ax4+c(x)4x3—ﬂc(x)x4:—x3
dx X
dC(x) ,

1
i X*=-x}) = dC(x):—;dx = C(x)=-In|x/+C

z(x)=(-In|x+C)x* = z(x)=Cx"—x"Inx
1
X e —
y(x) Cx* = x*Inx
Aceasta este solutia generala a ecuatiei Bernoulli data. Pentru a gasi solutia

problemei Cauchy, trebuie sa determinam constanta din conditia initiala a
problemei.

1 1
2)=-1 1=—" C=In2-—
v(2) - C-2*-2%In2 - " 16
1 -16

y(x)= X

1 = y( ): X
(InZ—)x“—x“lnx x4(1+16lnj
16 2

1dz Zox dz

— - 157 =3e7%* ecuatie diferentiala liniara
3dx dx

10
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%—152 =0 = $:15dx = Infz|]=15x+In|C| = In i‘:15x
dx Z C
é =e™ = z=2Ce™ = z(x)=Ce™
Cautam solutia pentru ecuatia neomogena in forma: z(x)=C(x)e'"
dCd—f(X)elsx +C(x)e™-15-15-C(x)e™ =3-e™
dC (X) ele — 3.e—2x
dx
dC(x)=3-e ™ dx = C(x):—%e‘17X +C

Z(X) — (_%eﬂx + C)elsx — Ce15x _%eZX

1
y(x) — (CGlSX _ie—Zx]"3

17
Aceasta este solutia generala a ecuatiei Bernoulli data. Pentru a gasi solutia

problemei Cauchy, trebuie sa determinam constanta din conditia initiala a
problemei.

y(0)=2 = ZZ[CeO—%eojg = 23:(C—3j = C—139

17 T 17
1
139 15x 3 __ox )3
X)=| —¢€ ——€
y(x) (17 17 )
. r_2 — 4
3. Rezolvati problema Cauchy: oy —2y=xy
y(0)=-2
1
Z=y1—4 Z=y—3 y=z3
1 1\4
6(_1j 3 1%_22 3 :X[Z SJ
dx
4 1 4
-2z 3%—22 3=x.23 = E+z=—3x ecuatie diferentiala liniara
dx dx 2
%+z=0 = %:—dx = In|z|:—x+ln|C|
dx Z
= In é‘:—x = z(x):Ce‘X

11
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Cautam solutia pentru ecuatia neomogena in forma: z(x)=C(x)e™
dC(x)

™ e +C(x)e™(-1)+C(x)e™ :—%x

OIC(X)e‘X :—lx = dC(x):—lxede
dx 2 2
1 X X 1 X l X
C(x)z—z(xe —Ie dx)+C = C(x)z—Exe +§e +C

3

y(x):(Ce‘X —%x+%j

Aceasta este solutia generala a ecuatiei Bernoulli data. Pentru a gasi solutia
problemei Cauchy, trebuie sa determinam constanta din conditia initiala a

problemei.

y(0)=-2 = —2=(Ce‘°—%-0+%j3 :-2:((:&}3

(5w 1, 1)
y(x)_( 8e 2x+2j

e Altd metoda de integrare a ecuatiei Bernoulli este ’trucul” de cautare a

solutiei in forma produsului:
y(x)=u(x)-v(x) (5.51)

Inlocuim in ecuatia Bernoulli (5.48) g—i+ p(x)y = q(x)y“
uv+(V'+ p(x)v)u=g(x)uv®
Cu v(x) solutie netriviala a ecuatiei v'(x)+ p(x)v(x)=0, u(x) este definita de
ecuatia.
du _ a,,a-1
v q(x)u“v
Exemplu: Determinati solutia generala a urmatoarei ecuatii Bernoulli:
y' —y tgx = -y’ cos X

y(x)=u(x)-v(x)

Cautam solutia in forma:

12
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U'V+Uuv' —uv tgx = —u®v® cos X
u'V-+u (V' -V tgx) =—uv’ cos x
Alegem v(x) astfel incat sa fie o solutie netriviala a ecuatiei:

vV —vigx=0
dv_, sinx ﬂ:jwdx, CU ¢ =cosX
dx COS X Vv COS X
iny| =~ 22 infv| =—In|gd+ In[C]|
@
C
V(X)_cosx

Alegem pentru v(x) o solutie particulara, de exemplu pentru C =1. Atunci
pentru functia u(x) avem ecuatia:

’ 1 2
U'——=-u®—=—Ccosx
CoS X cos® X
du
u=-u®> —=-dx -==-x+C
u u
1 1

U=—=
x-C x+C’
Solutia generald a ecuatier Bernoulli data este:

Y(x)=u(x)-v(x)=

(x+C)cosx

5.3.7 Ecuatii cu diferentiale totale exacte

Ecuatia diferentiala de ordinul intai, scrisa in forma simetrica
M (x,y)dx+N(x,y)dy=0 (5.52)

se numeste ecuatie cu diferentiala totala exacta daca exista o functie de doua

variabile u(x,y) continua pe un domeniu D care are proprietatea ca

du=g—idx+%udy:M(x,y)dx+N(x,y)dy (5.53)

In acest caz ecuatia diferentiald poate fi scrisd sub forma du=0 ceea ce
inseamnd cd solufia generald a ecuatiei este u(x,y)=C cu C constantd

arbitrara.

Presupunem ca functiile M(x,y) si N(xy) au derivate partiale

continue in raport cu y si respectiv X, pe un domeniu D din planul xy.

13
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Teorema: Conditia necesara si suficienta ca partea stanga a ecuatiei (5.52) sa
fie diferentiala totala exactd a unei functii u(x,y) este:
oM _oN (5.53)
oy oX
Demonstratie:
Necesitatea: Presupunem ca partea stanga a ecuatiei (5.52) este diferentiala
totald exactd a unei functii u(x,y), adicd

ou ou
M(x,y)dx+N(x,y)dy=du=—dx+—d
(%) (xy)dy x5
Atunci:
OX oy

Derivam partial M Tn raport cu y si N Tn raport cu x:
oM _ &l i N _ o’u
oy  Oyox OX  Oxoy
Deoarece derivatele partiale mixte sunt egale, atunci:
oM oN
oy x

Suficienta: Presupunem conditia (5.53) indeplinitd si cadutdm sa determinam
u(x,y) care are diferentiala du=M (x,y)dx+N(x,y)dy. Deci trebuie sa aiba

loc:
ou

OX
Mai, intai cdutdm u(x,y) care sa satisfaca prima conditie (5.54). Integrdm
aceasta conditie in raport cu X, presupunand y constant.
u(x, y)='|.M(x, y)dx+e(y) (5.55)
Aici, ¢(y) este o functie arbitrard de y. Determinam aceasta functie impunand
a doua conditie (5.54), adica derivata partiala a lui u Tn raport cu y sa fie

N(x,y).

“M(xy) i %u:N(x,y) (5.54)

%:%IM (x,y)dx+¢'(y)=N(xy)

?'(y)=N(x, y)—%jM (x,y)dx

Integram in raport cu y:

14
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go(y):j(N —%Idejdy+C

cu C o constantd de integrare.
Substituim aceasta functie in relatia (5.55) si obtinem functia cautata:

u(x,y):Ide+J'(N—%jdejderC (5.56)

Aceasta functie are diferentiala totald du=M (x,y)dx+N(x,y)dy.
Procedura de constructie a functiei u(x,y) din aceastd demonstratie

constitue o metodd de integrare a ecuatiei diferentiale (5.52), a cérei parte
stanga este diferentiala totala exacta.

Exemplu 1: Verificati daca ecuatia:
eVdx—(2y+xe”)dy=0

este ecuatie cu diferentiala totala exacta si integrati ecuatia.

M(x,y)=e" N(x y)=—(2y+xe”)
oM oN
oy ES
Conform teoremeli, ecuatia este cu diferentiala totald exacta.
a—u:e’y a—u=—2y—xe‘y
OX

u(x, y):J.M (x,y)dx+o(y)
u(xy)= je’ydx+q)(y)
u(x,y)=xe”+o(y)
%u=—xe‘y+go’(y) —xe”’ +¢'(y)=-2y—xe”’
¢'(y)=-2y p(y)=-y*+C
u(x,y)=xe”’ -y*+C
xe”’ —y*=C integrala generala
Exemplu 2: Verificati daca ecuatia:
(3x* +6xy*)dx+(6X°y +4y°)dy =0
este ecuatie cu diferentiala totald exacta si integrati ecuatia.

M (X, y)=3x"+6xy’ N(X,y)=6x’y+4y’

15
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oM oN

= =12 —=12

oy Xy o Xy

Z—_Bx +6xy? %:6x2y+4y3
u(x, y):IM(x y)dx+e(y) u(x,y):j(3x2+6xy2)dx+¢(y)
u(x,y)=x+3xy +o(y) S =3c2yr0(y)
6X2y+¢'(Y):6X2y+4y3 ?(y)=4y = o(y)=y*+C

u(x,y)=x3+3x’y* +y* +C
x*+3x’y*+y*=C integrala generala

3 {(2xy9x2)dx+(2y+x2 +1)dy=0

y(0)=-3
%:Zx ZI:(I 2X
Z—i:ny—sz %_2y+x +1
u(x,y)=IM(x,y)dx+gp(y) u(x,y)= J.(ny—9x2)dx+go(y)
u(x,y)=yx* =3¢ +o(y)

Din 8—u:2y+x2+1 avem x*+¢'(y)=2y+x’+1

P'(y)=2y+1  o(y)=y*+y+C
u(x,y)=yx*=3x}+y*+y+C
yx? —3x*+y?+y=C solutia generala
Constanta se determina din y(0)=-3, anume C =6.
yx?-3x3+y?+y=6 solutia particulara

Daca pentru o ecuatie diferentiala:

M (x,y)dx+N(x,y)dy=0 (5.57)
are loc inegalitatea
M N (5.58)
oy Tox

adica, ea nu este ecuatie cu diferentiala totald exacta, se pune intrebarea daca
NU exista o functie p(x,y) cu proprietatea cd inmultind ecuatia cu aceastd

functie, ea sa devind cu diferentiala totala exacta, adica:
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Ecuatii Diferentiale

u(X, y)[M (x, y)dx+N(x,y)dy]:du(x,y) (5.59)
O astfel de functie x(x,y) daca existd, se numeste factor integrant al ecuatiei.
Factorul integrant «(x,y) satisface ecuatia:

8(,ul\/|)=8(,uN) (5.60)
oy OX

Ecuatie care se numeste ecuatia factorului integrant.
Aceasta ecuatie poate fi scrisa:

N

ou oM ou

MEZ+u—=N=L 5.61

oy N (5.61)

ﬂ(ﬂﬁjzm_u_m_ﬂ (5.62)
oy Ox OX oy

Tehnic, aceasta ecuatie are drept necunoscuta o functie de doua variabile
u(xy), deci este o ecuatie cu derivate partiale, care este mai dificil de

rezolvat. Dar, aici avem nevoie nu de solutia generala, ci de o solutie
particulara a acestei ecuatiei. Putem cauta un factor integrant care este functie
doar de x sau doar de y si ecuatia se simplifica considerabil. De exemplu, daca
cautam u = u(x), ecuatia devine:

M N
”(ay axJ Nox (5.63)
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