Ecuatii Diferentiale

Capitolul 5 Ecuatii diferentiale de ordinul intai
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5.1 Notiuni elementare

Abilitatea teoriilor din fizica de a face predictii in ce priveste evolutia lumii
se bazeaza pe capacitatea de a rezolva ecuatii diferentiale; sau cel putin pe
abilitatea de a le scrie si a le descrie solutiile calitativ, asimptotic sau in
termeni numerici. Deci va aflati in fata celui mai important curs de
matematica pentru fizicieni!

Vom incepe cu introducerea unor termeni si unor notiuni care vor
forma limbajul pe care-1 vom folosi.

O ecuatie diferentiala este o ecuatie in care necunoscutele sunt functii
de una sau mai multe variabile si contin atat functiile cat si derivatele
acestora. Fizic, sunt relatii intre cantitati si ratele lor de modificare in timp,
spatiu sau alta variabila independenta pe care o introducem. Daca functiile
necunoscute sunt functii de o singura variabila, atunci ecuatiile diferentiale
sunt ordinare, iar daca functiile necunoscute sunt functii de mai multe
variabile ecuatiile diferentiale sunt cu derivate partiale.

O derivata reprezinta rata de modificare instantanee a unei cantitati cu
timpul sau cu spatiul:

dy . dy ,
a ) ax )

O ecuatie diferentiald ordinara este o ecuatie de tipul:

F(x, Y, y’,-~~,y(”)):0 (5.1)

care pune in relatie o variabild independenta X, functia necunoscuta y = y(x)
si derivatele acesteia y'(x),y"(x),---, y" (x). In acest context, F este o functie

cunoscuta de argumentele sale. Variabila independenta o notam cu x dar
adesea 0 notam si cu t in special atunci cand vrem sa gandim ecuatia noastra
ca ar descrie evolutia in timp a unei cantitati fizice.

Cea mai simpla ecuatie diferentiala este:
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y'=1(x) (5.2)

unde f(x) este o functie datd, continud pe un interval (a,b), iar y=y(x) este
functia necunoscuta. Ecuatii similare apar in calculul integral. Adica, fiind
datd o functie f(x), trebuie determinatd o primitivd a sa F(x). Astfel, o
functie care verifica ecuatia (5.2) are forma:

y=F(x)+C (5.3)

unde F(x) este o primitivd a lui f(x) pe (a,b), iar C este o constantd
arbitrara. Solutia (5.3) poate fi scrisa pentru vx, e(a,b) astfel:

X

y(x):J.f(r)dr+C (5.4)

Functia cautatd y=y(x) nu este unic determinata de ecuatia (5.2). Constanta
C ne arata ca avem o infinitate de solutii parametrizate de aceasta constanta.

Definitie: Ordinul unei ecuatii diferentiale este ordinul cel mai mare al
derivatelor prezente in ecuatie.

Exemplu: Ecuatia y"+y =0 este o ecuatic diferentiala de ordinul doi.
Functia y(x)=sinx este o solutie a acestei ecuatii diferentiale pe intervalul

(—o0,+00)

Definitii:
e Rezolvarea unei ecuatii diferentiale se numeste integrarea ecuatiei
diferentiale.
e Graficul unei solutii a unei ecuatii diferentiale se numeste curba
integrala a ecuatiei.

Problema 1: Determinati o curba astfel incat panta curbei in fiecare punct sa
fie egald cu ordonata punctului respectiv.

Fie y=y(x) ecuatia curbei cadutate. Panta curbei este tga =y'(x).
Proprietatea curbei din enunt este descrisa de ecuatia diferentiald de ordinul
ntai:
y=y
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dy _ dy _ dy _ _ o _ ot
ol 7_dx .[V_Idx Inly|=x+C y=e“¢ y=Ce

Conform integrarii de mai sus, ecuatia are un numar infinit de solutii, unde C
este o constanta care parametrizeaza solutia.
Generalizarea ecuatiei diferentiale din aceasta problema este:

!

y'=ay , a=ct (5.5)

Aceasta reprezinta cea mai importanta ecuatie diferentiala din lume! Rata de
crestere (a>0) sau descrestere (a<0) a unei cantitati este proportionala cu

cantitatea. Ecuatia descrie evolutia demografica, procesele de dezintegrare
radioactiva. Aceasta ecuatie are forma rezolvata in derivata:

y'=f(xy) (5.6)
Unde, f(xy) este definita pe un domeniu D din planul R*. Prin fiecare
punct al acestui domeniu vom desena o dreapta cu panta f(x,y), dreapta ce
are vectorul director cu componentele (1,f). Acest camp de vectori se

numeste campul directiilor ecuatiei diferentiale ordinare. Solutiile ecuatiei
(5.6) sunt curbe y(x) care in fiecare punct al domeniului D sunt tangente la

campul directiilor. Acestea stim deja, se numesc curbe integrale. Campul
directiilor este reprezentarea geometrica a ecuatiei diferentiale iar curbele
integrale sunt reprezentarea geometrica a solutiilor ecuatiei diferentiale.

y y

Ce*

f{o X X
Figura 5.1 a) curbe integrale si campul directiilor b) curbe integrale pentru

ecuatia diferentiala y'=y

Revenim la cea mai importanta ecuatie diferentiala din lume:
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y=ay (5.7)

unde a este o constanta. Descrie o situatie in care rata de crestere (pentru a
real pozitiv) sau de descrestere (a<0) a unei cantitati fizice este
proportionala cu cantitatea respectiva. Daca y reprezinta o populatie, rata de
crestere a acesteia este proportionala cu numarul indivizilor in ipoteza ca
hrana este suficienta.

Solutia acestei ecuatii diferentile este:

dy dy

oY 7=adt Inly|=at+C ly|=e

at+C
y =Ce* (5.8)

unde C este o constanta. Prezenta lui C subliniaza o proprietate importanta a
ecuatiilor diferentiale, acestea au un numar infinit de solutii parametrizate
de constante. Numarul constantelor trebuie sa fie egal cu ordinul ecuatieli.

In figura 5.2 am reprezentat campul directiilor pentru ecuatia (5.7). Din
forma acestuia se vede ca y creste cu timpul t. Am reprezentat trei dintre
curbele integrale ale ecuatiei cu trei constante C diferite (a=2).

* C=1

e (=2

* C=3
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Figura 5.2 Campul directiilor pentru ecuatia y =ay si curbele integrale
y(t)=Ce™ pentru trei valori ale constantei.

Ecuatia de reproducere (5.7) este aplicabila atata timp cat y nu este prea
mare. Pe masura ce y creste competitia pentru hrana duce la scaderea ratei de
reproductie. In ipoteza a=m-ny, ecuatia de reproductie ia in considerare
competitia pentru hrana, si are forma:

y=(m-ny)y (5.9)
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Daca m=n=1 obtinem ecuatia logistica:

y=(0-y)y (5.10)
Campul directiilor pentru ecuatia logistica (5.10) este reprezentat in figura
5.3.

PR
PP e

Figura 5.3 Campul directiilor pentru ecuatia y=(1-y)y si curbele integrale

t
y(t)= I CZ - pentru diverse valori ale constantei.
+Ce

Procesul descris are doua pozitii de echilibru y=0 si y=1. Pentru ye(0,1)

campul este orientat de la O spre 1 si pentru y >1 campul directiilor coboara
spre 1. Astfel pozitia de echilibru O este instabila in timp ce pozitia de
echilibru 1 este stabila (o populatie mai mica creste si 0 populatie mai mare
va descreste). Pentru orice stare y >0 pe masura ce timpul trece procesul se
misca spre starea de echilibru stabil. Solutia generala se determina prin
separarea variabilelor.

dy
G-y
dy (1 1)
= [dt ~[| —-=ldy=t+C
I(1—y)y I jy—l y
—In|y—-1l+In|y|=t+C |ni‘:t+c
y t (ot Ce'
2 _-cC =yCe'-C t)=——
y-1 ° y=yCe-Cet y(t) 1+Ce'
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) . Ceé'
limy(t)=Ilim =1
tow y( ) t—w 1+ Cet

Aceste curbe se numesc curbe logistice. Cele cu C >0 descriu trecerea de la
starea O la starea 1 intr-un timp infinit.

Problema 2: Determinati legea miscarii rectilinii a unui punct material care
se misca cu o acceleratie constanta a.
Fie s=s(t) legea de miscare cdutatd. Din enunt avem urmdtoarea

ecuatie diferentiald de ordinul doi pentru aceasta functie:

d’s
—=a 511
dtZ ( )
Prin doua integrari succesive obtinem:
ds
—=at+C 5.12
o -at+C (5.12)
t2
s(t):aE+Clt+C2 (5.13)
Constantele de integrare C;, C; pot fi determinate impunand conditii initiale.
ds
S|t=to =s, Et:to =V,
t
SOZaE—FCltO—i-CZ v, =at, +C,
to
C, =V, —at, szso—az—(vo—ato)t0
2
a(t—t
s(t):so+vo(t—t0)+(—°) (5.14)

2

Fie F(x,y,y)=0 o ecuatie diferentiald de ordinul intdi. Daca este
rezolvabila in y', obtinem o alta forma a ecuatiei:
y'=f(xy) (5.15)
unde f(x,y) este o functie cunoscuta in argumentele sale.
O alta forma echivalenta a ecuatiei este:
dy—f(x y)dx=0
sau, mai general, punand pe pozitie de egalitate variabila independenta x si
variabila dependenta y , obtinem forma simetrica a ecuatiei diferentiale:
M (x,y)dx+N(x,y)dy=0 (5.16)

Vom vedea ca ecuatiile diferentiale ajung intr-o astfel de forma inainte de
integrare.
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Aceastd ecuatie este obtinutd din precedenta prin inmultire cu o functie
N (x,y)=0. Functiile M (x,y) si N(x,y) sunt functii cunoscute.

Doud ecuatii diferentiale F(x,y,y')=0 si F,(xy,y)=0 sunt
echivalente pe un domeniu, daca orice solutie y(x) a unei ecuatii diferentiale
este solutie si pentru cealalta ecuatie si vice versa.

In general, 0 ecuatie diferentiala are o infinitate de solutii. Pentru a
preciza o anumitd solutie a ecuatiei y'=f(x,y) trebuie sd impunem o

conditie initiala, adica sa presupunem ca la o anumita valoare Xy a variabilei
X functia cautata ia o anumita valoare Ypo:

Y|X=X0 =Y, Sau y(xo) =Y (517)
Geometric, conditia initiald implicd precizarea unui punct M, (X,, Y,)
prin care va trece curba integrald cautata.

Definitie: Problema determindrii acelei solutii a ecuatiei y'=f(x,y) care
verificd conditia suplimentard y(x,)=y,, se numeste problema Cauchy sau
problema initiala.

{V'Z f(xy) (5.18)

Y(Xo) =Y

5.2 Solutia problemei Cauchy pentru ecuatiile diferentiale de ordinul
ntai

Are problema Cauchy intotdeauna solutie? Daca gasim o solutie a
problemei Cauchy, este aceasta singura solutie sau mai sunt si altele? Cu alte
cuvinte, exista o curba integrala care trece prin orice punct (x,,y,)eD Si

daca acestea se pot intersecta? Raspunsul la aceste intrebari este dat de
urmatoarea teorema de existenta si unicitate.

Teorema 1: (existenta si unicitatea solutiei problemei Cauchy) Fie:
y'=1(xy) (5.19)
o ecuatie diferentiald de ordinul intai si fie f(x,y) o functie definitd pe un
domeniu D din planul xy. Dacd exista o vecindtate Q a unui punct M, (x,, )
din D, pe care f(x,y) :
(1) este continua in toate argumentele
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(11) are derivata partiala of /oy marginita
atunci exista un interval (x,—h,x,+h) pe axa X pe care exista o solutie unica
y=¢(x) a ecuatiei diferentiale (5.19) astfel incat y, = (x,).
Geometric, inseamnd cd prin punctul M(x,,Y,) trece o curba integrald si
numai una pentru ecuatia (5.19).

. : f
¥-h X, Xpgth

Figura 5.4 llustrarea Teoremei 1.

Observatie: Teorema 1 are naturd /ocala: garanteaza numai existenta unei
solutii unice y=¢(x) pentru ecuatia (5.19) intr-o vecindtate a punctului Xo.

Exemple:
1. Consideram ecuatia y'=x+y

Functia f(x,y)=x+y este definitd si continud in toate punctele planului Xy si
of 1oy =1 peste tot. Cu teorema 1, prin fiecare punct (x,,y,) al planului xy
trece o singura curba integrald a ecuatiei.

2

2. Consideram ecuatia y'=3y3
2 . .
Functia f(x,y)=3y® este definita si continud in toate punctele planului xy si
of

o _2 si tinde la infinit pentru y —0. A doua conditie din teorema 1 nu

1
y3
este indeplinita pe axa X.
Prin integrare, obtinem y =(x +C)3 , CeR solutie a ecuatiei date.

2 13
Y_gyr Yoz Lo_sxec oy
dx y 1/3

Wl

=x+C y:(x+C)3
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Mai mult, si y=0 este solutie a ecuatiei date.
Daca cdutdm o solutie a ecuatiei date care sa satisfacd conditia y(0)=0,
obtinem mai multe solutii, ca de exemplu:

o o, x<0 e x<0 e
y=5 y= X3, x>0’ y= 0, x>0 y

Astfel, prin fiecare punct al axei x trec cel putin doud curbe integrale, si
solutia nu este unica pe aceasta axa.

Ji
T

Figura 5.5

Observatie: Dacd consideram punctul M(11), pe o vecinatate suficient de

mica a acestuia, conditiile din teorema 1 sunt satisfacute. In consecinta, prin

acest punct, intr-un mic patrat €, trece numai curba integrala y=x* a
2
ecuatiei y'=3y®. Dacd consideram un patrat Q suficient de mare (sa

intersecteze axa x), atunci nu vom mai avea solutie unicd. Acest lucru
confirma caracterul local al teoremei 1.

Daca renuntam la marginirea lui of /oy obtinem o teorema de existenta.

Teorema 2: (existenta solutiei problemei Cauchy) Dacad functia f(x,y) este
continud pe o vecinatate a punctului (x,,Y,), atunci ecuatia y'= f(x,y) are
cel putin o solutie y=¢(x) care in x=x, ia valoarea Yo.

Definitie: O solutie generala a ecuatiei diferentiale

y'=f(xy) (5.20)
pe un domeniu Q de existenta si unicitate a solutiei problemei Cauchy este 0
familie uniparametricd S de functii y=¢(x,C) care depind de X si de o
constanta arbitrara (parametru), astfel incat:
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e Pentru orice C permis, functia y=¢(x,C)eS este o solutie pentru
ecuatia (5.20),
9, (x.C)=f(x9(xC)), xe(x—hx+h)
e Oricare ar fi conditia initiald y(x,)=y,, existd o valoare Co pentru
C astfel incat solutia y = ¢(x,C,) sa satisfaca conditia initiala
(D(Xo ' Co) =Yo

Observatie: S-a presupus cd (X, Y,) aparfine domeniului  de existenta si
unicitate a solutiei problemei Cauchy.

Exemplu: Aratati ca ecuatia y' =1 are solutia generala y=x+C, cu C
constanta arbitrara.

Intr-adevir, f(x,y)=1 si conditiile din teorema 1 sunt satisficute peste
tot. Atunci, prin fiecare punct (x,,y,) al planului xy trece o singurd curba
integrala a ecuatiei diferentiale date. Vom testa cele doud conditii din
definitia solutiei generale:

e vC avem y=(x+C) =1 astfel ncdt y=x+C este o solutic a

ecuatiei date.

e Dacd impunem condifia initiald y(x,)=y,, obtinem y,=x,+C si

C, =Y, — X% Atunci, solutia y=x+y,—x, este in acord cu conditia
initiala.

Definitie: O solutie particulara a ecuatiei diferentiale
y'=f(xy) (5.21)
este o solutie dedusa din solutia generala pentru o valoare precizata a lui C.

Observatie: Solutia generald a ecuatiei diferentiale poate fi definitd ca fiind
multimea tuturor solutiilor particulare.

Atunci cand integram o ecuatie diferentialda ajungem adesea la
integrala generala, o ecuatie de forma:
#(x,y,C)=0 (5.22)
care defineste implicit solutia generala a ecuatiei diferentiale initiale (5.21).
Ecuatia
¢(X’ Y, Co) =0 (5-23)

cu Co valoare fixata pentru C, se numeste integrala particulara.

10
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] ' =1 2
Exemplu: Rezolvati problema Cauchy: {y (0)+>1
y =
dy 2 dy dy
h A} =d =|d arctgy=x+C
ax Y 1+y? X j1+y2 IX Iy=rT

x—arctg y+C =0 integrala generala
y=tg(x+C) solutia generala

Y(0)=1 = 1=tgC = C=arctg 1:%

y=tg (x + %) solutia particulard

Definitie: O solutie y=y(x) a ecuatiei diferentiale y'=f(x,y) se numeste
singulara, daca proprietatea de unicitate nu este indeplinita in fiecare punct
al sau, adicd prin fiecare punct al sdu (x,,Y,), pe langd aceastd solutie, va
trece si o alta solutie a ecuatiei care nu coincide cu y =w(x) pe o vecinitate a
punctului (x,,,).

Graficul unei solutii singulare se numeste curba integrala singulara a
ecuatiel. Geometric, aceasta este o infasurdtoare a familiei de curbe
integrale ale ecuatiei (integrala generald). Infasurdtoarea unei familii de
curbe ¢(x,y,C)=0 este o curba care in fiecare punct este tangenta la cite o
curba din familie.

Dacd pe un domeniu D al planului xy, ecuatia y'=f(x,y) satisface
conditiile din teorema 1, atunci prin fiecare punct (x,,y,)eD trece o singurd
curbd integraldi y=g¢(x) a ecuatiei. Aceastd curbd apartine familiei
uniparametrice #(x,y,C)=0 a curbelor care formeaza integrala generald a

ecuatiei si se obtine din aceastd familie, pentru o valoare precizata a lui C,
adica este o integrald particulara a ecuatiei. Nu este posibil ca alte solutii sa
treacd prin (x,, Y,)-

Pentru ca ecuatia diferentiala y'=f(x,y) s aibd o solutie singulara
este necesar sa nu fie satisfacute conditiile din teorema 1. Daca functia
f(x,y) din ecuatia diferentiald este continud pe D, atunci o solutie singulard
poate trece numai prin punctele in care derivata of /oy este nemarginita.

Exemplu: Consideram ecuatia diferentiala:
2

y' =3y3 (5.24)

11
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2
Functia f(x,y)=3y® este continud in toate punctele planului xy, dar

derivata ﬂ=% tinde la infinit pentru y=0, adica pe axa X. Ecuatia are
Y3

solutia generala y=(x+C)3, adica o familie de parabole cubice, si solufia
evidenta y=0, solutie care trece prin punctele in care derivata of /oy este
nemarginitd. Solutia y =0 este una singulara, deoarece prin fiecare punct al
sdu trec atat parabola cubica cat si dreapta y=0. In fiecare punct al solutiei
y =0 proprietatea de unicitate nu este indeplinita. Solutia singulara y =0 nu
rezultd din solutia generala y=(x+ C)3 la nici o valoare numerica a lui C.

Observatie: Dacd multimea de puncte in care derivata of /oy este
nemarginita, este o curba, se poate ca aceasta sa nu fie o solutie singulara,
daca nu este macar curba integrala a ecuatiei diferentiale in cauza.

De exemplu, daca in locul ecuatiei (5.24) consideram:
2

y'=3y3+a ,a=ct,a=0 (5.25)
atunci pe drepta y=0 derivata of /oy este incd nemarginita, dar aceastd
dreaptd nu este nici macar curba integralad pentru ecuatia (5.25).

Procedura de determinare a solutiilor singulare pentru y'= f (x,y):

e Determinam multimea de puncte in care of /dy este nemarginita.
e Dacd aceasta multime formeaza una sau mai multe curbe, se
verifica daca ele sunt sau nu curbe integrale pentru ecuatie.
e Daca curbele sunt integrale, se verificd daca proprietatea de
unicitate este indeplinitd sau nu in toate punctele acestora.
Daca toate aceste conditii sunt indeplinite, curba este solutie singulara pentru
ecuatia diferentiald y'=f (x,y).

Probleme:
1) Determinati solutii singulare pentru ecuatia: y' = ﬂ
Functia f(x,y)=+1-y? este definita si continui pentru —1<y <1.
of 1 y
y iy Ty
Derivata of /oy este nemarginita pe dreptele y=1 si y=-1. Cele doua drepte
sunt curbe integrale pentru ecuatia diferentiald datd. Pentru a verifica

12
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proprietatea de unicitate Tn punctele acestor curbe (drepte) cautam solutia
generald integrand:

g—y:,ll—yz, ay =dx, arcsiny =x+C
X

y =sin(x +C) este solutia generald a ecuatiei diferentiale data.

AW
\/ | \\x/

Figura 5.6

Prin fiecare punct al solutiei y =1 trec doud curbe: sinusoida y =sin(x+C) si
dreapta y=1. Astfel, in fiecare punct al solugiei y=1 unicitatea nu este
indeplinita. Similar se intampla si pentru y=-1. Cele douda drepte sunt
solutii singulare.

2

2) Determinati solutii singulare pentru ecuatia: y' = 1=y
y
1-y?
f(xy)= y -1<y<1, y=0
a___ 1
ay y2 1— y2

Derivata of /6y este nemarginita pe dreptele y=1 si y=-1. Cele doua drepte

sunt curbe integrale pentru ecuatia diferentiala data. Pentru a verifica
proprietatea de unicitate Tn punctele acestor curbe (drepte) cautam solutia
generald integrand:

dy -y Y _dy=dx  —1-y?=x+c

dx B Yy 1— y2

13
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(x+C)’ +y? =1 este integrala generala a ecuatiei diferentiale.
Solutia generala este formata din cercuri de raza unu si centre (-C,0).
Acestea sunt tangente la curbele integrale y=1 si y=-1.

5.3 Metode elementare de integrare a ecuatiilor diferentiale

In continuare, invatam cateva metode de rezolvare a unor tipuri de
ecuatii diferentiale ordinare. Spunem ca 0 ecuatie diferentiala este
integrabila prin cuadraturi daca solutia sa generala poate fi obtinuta print-un
numar finit de operatii elementare cu functii cunoscute si prin integrari ale
acestora.

5.3.1 Ecuatii cu variabile separate

Au forma generala:
f.(y)dy=f,(x)dx (5.26)
cu f,(y) si f,(x) functii continue cunoscute. Prin integrare obtinem:

_[fl(y)dy:j f,(x)dx+C

Exemplu: ydy = —xdx
Integram ambele parti ale relatiei si gdsim integrala generala a ecuatiei
diferentiale date:
y’ ? 2 2

Y- Xic = X“+y =C
2 2

5.3.2 Ecuatii cu variabile separabile

Au forma generala:
fl(x)(Pl(Y)dXZ fz(x)%(y)dy (5.27)

Coeficientii diferentialelor pot fi factorizati in factori ce depind doar de x sau

doar de y. Prin impartire cu ¢ (y)f,(x)#0, ecuatia se reduce la una cu

variabile separate:

?, (Y)

f,(x) o(Y)

dy
Exemplu: Integrati ecuatia: (1+y?)x dx=(1+x*)y dy

14
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Impartim ecuatia cu (1+y?)(1+x*) =0

X y
dx = d =
1+ x? 1+y° y I

%In(1+x2):%ln(l+ y?)+C

dx:j y dy+C

1+ x? 1+y°

1+x°

=C
1+y?

Observatie: Impartirea cu ¢, (y)f,(x)=0 poate conduce la o pierdere de
solutii, solutii care fac ¢,(y)f,(x) zero.

Exemple: Integrati ecuatia: xdy=ydx  [xy =0

dy dx |y|
—=— = Inlyl=Iix{+InC| = In|y|-In|C|=In|X] = In- = =In|x
= —||g||:|x| = |y|=[cy = y=#Cx = y=Cx

unde constanta C poate avea valori pozitive, negative, dar nenule. Impartind
ecuatia cu Y am pierdut solutia y =0, solutie care poate fi inclusa in solutia
generald y=Cx dacd permitem lui C sa ia si valoarea zero.

Integrati ecuatia: % =x(y-1) [(y-1)=0

oy xdx

y-1
J.izj.xdx = In|y—]4:X—2+C = |y—]4:ex2+
y-1 2

C

x? x2 N 2
ly-1=e%2 = |y-1=Ce2 = y-1=+Ce? y-1=Ce2

XZ

y(x)=1+ Ce?
Observatie: Am modificat constanta C la fiecare pas in mod oportun, dar am
pumit-o tot C.
Impartind ecuatia cu (y-1) am pierdut solutia y =1, solutie care este inclusd
n solutia generala pentru C cu valoarea zero.

Integrati ecuatia: % —2x(1-y)* [(1-y)’ =0

15



Ecuatii Diferentiale

( dy 5 = 2xdx
1-y
dy 1 1
=2| xd — = C =1-
J.(l—y)z Ix X = Ty x*+C = y(x) e

Observam ca y(x)=1 este solutia pierduta prin impartirea cu (1-y)* si nu se
afla in solutia parametrizata.

Integrati ecuatia: (1+ y2)(ezxdx—eydy)—(1+ y)dy=0
(1+ yz)ezxdx = (1+ yz)eydy+(l+ y)dy

eXdx = (ey + fi] dy

2

+y
Iezxdx = J.eydy +Il+1y2 dy +'[l+yy2 dy

%eZX =e’ +arctg y+%ln(1+ y2)+C integrala generala

5.3.3 Ecuatii care pot fi reduse la ecuatii cu variabile separabile

Reducerea se realizeaza cu ajutorul unei schimbari de variabild. Consideram
ecuatia diferentiala de forma:

%: f(ax +by +c) (5.28)
in care f(z) este o functie continud, iar @, b, ¢ sunt constante. Substitutia

z =ax+by +c transforma ecuatia in una cu variabile separabile.
%:a+bﬂ:a+bf(z)
dx dx

L—dx
a+bf(z)

| #ﬁc(z) —x+C (5.29)
Apoi, inlocuind pe z cu substitutia facuta ax+by+c, gasim integrala generala
a ecuatiei initiale.

Alici, trebuie sa avem in vedere ca vz, astfel incat a+bf (z,)=0, z=z, este 0
solutie pe langa curbele integrale (5.29), iar ecuatia (5.28) are si solutii care
sunt dreptele:

(5.30)



Ecuatii Diferentiale

Exemple:
1. Consideram ecuatia (x+2y)y’'=1 care poate fi scrisa
dy 1
— = =f(x+2y),
dx x+2y ( y)

cu conditia x+2y =0 pentru ca ecuatia sa aiba sens.
Facem substitutia z=x+2y , Si avem

E:1+2d—y = %:1+21
dx dx dx z
Aceasta este 0 ecuatie cu variabile separabile:
dz —=dx = —dz—jdx
L2
1+—
z
z2+2-2
dz=|dx = 1—— dz=|dx
2 2o = [[1- 2 Ja

z-2In[z+2|=x+C = x+2y-2In|x+2y+2|=x+C
2y-2In|x+2y+2|=C = y-In|x+2y+2|=
In|x+2y+2/|=y+C = x+2y+2=Ce’

Aceasta ar putea sa nu fie singura solutie deoarece avem de luat in
considerare cazul in care pentru a separa variabilele am impartit cu zero,

1+£=O =  Zy,=-2 X+2y=-2
ZO

Aceasta solutie este deja cuprinsa in solutia generala pentru C=0

2. Integrati ecuatia: % =(x+ y)2

Consideram z=x+y

dz _, . dy
dx dx
9% 1422
dx
dz
L7 2:J‘dx+C

arctg z=x+C
z=tg(x+C)

17



Ecuatii Diferentiale
Revenim la substitutia facutd z=x+y si obtinem solutia generala:
x+y=tg(x+C) = y=-x+tg(x+C)

3. Integrati ecuatia: g_y =(y- x)2 +1
X

Z=Yy-X
G2 _dy ;92 gy o 9 d—zzj-dx
dx dx dx dx z
dyic o L Cxie o y—X=— L = y(x)=x+
z y—X x+C

C-x

Observatie: Alta solutie posibila: zZ =0 conduce la z,=0, adica y=x care
este solutie pentru ecuatia data si nu se obtine pentru nici o valoare a lui C.
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