Serii
3.3 Serii Taylor

Rezumat

Fie f(x) o functie care are derivate de orice ordin In x=x,, adicd
existd f'(x,), (%) -, f(”)(xo) .....

Nt f(n)(.xo)(x—xo)n +...=i f(n)(.xo)(x—xo)n (3.13)

se numeste serie Taylor a functiei f (x) Tn punctul Xo.

Pentru a evalua restul de ordinul putem folosi formula Lagrange:

(X— Xo)n+1

Rn(X)ZW £ (%, +6(x~%)), unde o<(01) (3.15)

Caz particular: x,=0 = serie Maclaurin a functiei f(x) in punctul X, =0

, f”o fmo f(n) 0 ©
f(0)+ f'(0)x+ 2(! )x2+ 3(! )x3+...+% Z

n=0

Oy (3.16)

Teorema 3: Dacd o functie f(x) Tndeplineste conditiile:
[0 are derivate de orice ordin pe (x -R,x +R)
O exista M >0 a. 1. (”)(x)‘SM pentru n=12,... si Vxe(x—-R,% +R).

Atunci: ~%)" Pe (% -R%+R), R>0 (3.17)

Seriile Taylor ale functiilor elementare
1. f(x)=¢"
2 n 0 Xn

& =1 Xb o bt ot —  —0SXS+0 (3.18)
2! n! o n!
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Figura 3.2 f(x) =e* si aproximatiile acesteia

—0< X< +oo (3.19)

2. f(x)=sinx
. X3 XS X2n+1 w0 N X2n+1
SinX=X——+——...4(-1) ———+...=> (-1) ———
TR )(2n+1)! Z;( )(2n+1)!
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Figura 3.3 f(x)=sinx si aproximatiile acesteia
3. f(x)=cosx

Functia are derivate de orice ordin, astfel incat

‘(cos x)(")‘ =

T
cos| X+n=
( 2)

<1, n=012,..

., ¥xeR
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Cu teorema 3, cosx poate fi reprezentata ca o serie Taylor in X pe R, serie
convergenta la functie.

0, n=2k+1
£ (0)=cosnZ = )
(1), n=2k
2 X4 n X2n 0 n X2n
COSX=1—E+Z—...+(—1) (Zn)|+ :g(—l) W ) R =+o0 (320)
4
34
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Figura 3.4 f(x)=cosx §i aproximatiile acesteia

4. f(x)=(1+x)", x>-1, aeR Dezvoltam aceastd functie in serie Maclaurin
si obtinem asa numita serie binomiala.

f’(x):“(“‘X)H, 1:"(X)=06(05—1)(1+x)‘“2
" (x)=a(a-1)...(a=n+1)(1+x)""

(1+x)" =1l+ax+ a(zl—l) X2+ ..+ a(e-1)..(a=n+1) x"+... xe(-11) (3.21)

Caz particular: a=-1

1 . 23 _
_1+x_l x+x=x*+...  xe(-11) (3.22)
Substituim x cu —x ,
li:]_+x+x2+x3+... Xe(—l,l) (3.23)
—X
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Adica, 0 serie progresie geometrica.

Caz particular: « :%

2 3
\/1+x:1+§—%+:—6—... xe(-11) (3.24)

5. f(x)=In(1+x), x>-1
Fo1
(In(1+ X)) = m
Pentru a dezvolta functia data in serie Taylor in X, integram seria (3.22) de la
Olax, xe(-11).
1o
o L+t

::I(In(lﬂ))’ dt =

o 1+
2% 3% 4 X 01X
|n(1+t)::t|;_t_ t_ _t_ + (_1)n—1t_
2 0 3 0 40 n 0
2 3 4 -t
'”(1+X):X——+X§—XT+ +( 1n) x"+... xe(-11) (3.25)

Aceastda dezvoltare are loc si in x=1, caz in care obtinem seria armonica
alternate:
111

IN2=1--+=-=+... (3.26)
2 3 4
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Figura 3.5 f(x) =In(1+x) si aproximatiile acesteia



Serii

Cu aceste dezvoltari pentru functiile exponentiala, trigonometrice,
putere si logaritmica, putem deduce alte dezvoltari pentru alte functii, fara a
aplica algoritmul de dezvoltare in serie (formula care defineste seria Taylor).
Mai mult, uneori este recomandata derivarea si integrarea termen cu termen a
seriilor (ca Tn exemplul de la punctul 5).

Exemple:

1. Dezvoltati functia 4Tlx intr-o serie de puteri in x-2 cu x, =2
Metoda |: Transformam functia astfel incat sa putem folosi (3.23) pentru
functia ﬁ, adica:

1 1

1
4-x 2-(x-2) 2

1
_Xx=2
2
n seria (3.23) si obtinem:

2

1 1(, x=2 x—2j2 (x—z3
—— =l — | +|— | +
A—x 2 2 2 2

2 3
L :£+X_22+(X_32) +(X_42) +...
4-x 2 2 2 2

1

Substituim x cu x=2

-

~

Aceasta dezvoltare are loc pentru ‘%2 <1, |x-2/<2, 2<x-2<2, 0<x<4.

Metoda Il: Daca aplicam algoritmul de dezvoltare in serie, avem nevoie de
derivatele functiei:

- it}
oy 1 I oy 11
(x)= (4_X)2( 1)—(4_X)2 1‘(2)—(4_2)2—4
, 1 2 , 2 1
f (X)__2(4—x)3 (_1)_(4—x)3 f (2)_(4_2)3‘2
1 6 6 3
F7(x) =~ ) (-1) Gy (2)—(4_2)4—8
L A R
1 1 x-2 (x-2)° (x-2)
—x 2 2 T T T
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2. Dezvoltati functia arcsinx Tn serie Taylor in x, =0.

-1/2

.1 )
(arcsinx) = — :(1+(—x ))

Pentru a dezvolta functia data in serie Taylor, integram seria binomiala (3.21),
substituind x cu —x® si ¢ =-1/2.

1-t2
o ), A
(arcsinx) =1+=x*+ x* — X8+
2 21 3l
2
(arcsin x) 14X 3 x* + X8 +..

Integram de la O la x,

X

X 2
I(arcsint)'dtzj 1+ 5y 1-3 t4+1'3'5t6+... dt
J 312°

) 2 2122
Cox o 18] 1318 1.3.5t7
arcsint| =t| +=—| + =5 —| +=——
0o T23] 2122 5] 312 7|

. 1, 1.3 . 135 ,
arcsin X =X+ X"+ 7 X"+ 3 X +
2.3 " 2122.57 " 312%.7

Pentru validitate:
‘—xz‘ =x’<1 = xe(-11) R=1

Integrarea termen cu termen este legitima, deoarece seria de puteri este
uniform convergenta pe orice interval [0,x] continut in (-1,1).

3. Dezvoltati functia arctgx Tn serie Taylor in x,=0.

' 1
tgx) =
(arctgx) iy

Cu seria (3.22) putem scrie dezvoltarea:
1

Tor =1-X4+x =X+ xB—...
+X

(1—t2 Fth—t® +t? —...)dt

O Ty <

arctgx = _[ (arctgt)' dt =
0



; ) ] t] t°
=t | | ——| +—| -
° 30 50 70 90
3 5 7 9
arctgx=x——+x——x—+x——... xe(-11)
3 5 7 9

Observatie: Dezvoltarile in serii de puteri uniform convergente pot fi utilizate
pentru a calcula integrale ce nu pot fi exprimate in termeni de functii
elementare.

Exemple:

. . sin . . . .. .
Primitiva lui Slt—t nu poate fi exprimatd prin functii elementare. Atunci,

folosim seria functiei sinx:

3 5 7
smt:t——+t——t—
3! 51 71
2 4 6
sint_, €t €
t 3! 51 71

A .o sint . < < .
lar in t =0, consideram e =1 s1 seria este convergenta pe R . Integram seria

termen cu termen:

X s 3 X 5 |X 7 |
a5 o] 5
0 “~lo “lo o
esint o x3 x® X

t T 33 Es 717

0

Seria obtinutd este una alternatd si este usor sa estimam eroarca facuta la
aproximarea acesteia cu o suma partiala.

2. JX‘ e Cdt
0

Primitiva lui e* nu poate fi exprimati prin functii elementare. Pentru a

integra, folosim dezvoltarea functiei exponentiale:
2 3
& =14 Xt X,
2! 3

Tnlocuim x cu —t?,



Integram de la O la x:

X

t7
T
, 317

0

5 [
+_
215

t2|*

X
eldt =t ——
.([ |0 3

0

X 3 5 7
Ie’tzdtzx—x—+x——x—+
) 3 215 317

Seria este convergentd pe R si este alternata.

Uneori este folositor sa avem la dispozitie tabele cu serii Maclaurin
disponibile pentru functii elementare, fapt pentru care cumulam cateva din
rezultatele din acest capitol pentru cateva astfel de serii.

: X X
SiNX=X——+———+... Pentru —wo<x<+w
31 51 71
2 X4 XG
cosX=1-—+———+... peNtru —oo < x <+
21 41 6!
3 X5 X7
arctgx=x——+———+... pentru -1<x<+1
3 5 7
2 3 X4 X5
e =1+ X+—+—+—+—+... PENrU —oo < X < +o0
2! 31 41 5l
2 3 4
In(1+x)=x—x—+x——x—+... pentru —1<x<1
2 3 4
2 3

n X X
(1+x) :1+nx+n(n—1)z+n(n—l)(n—2)5+...pentru—1< X<+1

Toate acestea pot fi deduse aplicand formula Taylor pentru dezvoltarea
functiilor in x,=0.

Erorile de aproximare cu serii Taylor

Am vazut cum sa dezvoltam o functie f(x) intr-o serie de puteri
infinita, serie care este exact egala cu f(x) vx din intervalul de convergenta
al seriei. Dar, in fizica nu ne dorim sume cu un numar infinit de termeni, ci



Serii

preferam sa folosim doar un numar finit de termeni din seriile Taylor pentru
a aproxima o functie intr-un anumit domeniu al valorilor lui x. In acest caz,
este de dorit sa stim care este eroarea posibila maxima asociata cu
aproximarea facuta.

Asa cum am vazut, cu relatia:

X=X,

f(X)="f(%)+(x=%) f’(xo)+(

£ (%)+R,4 (%)

o functie f(x) poate fi reprezentata cu o serie finita de puteri de ordinul n—1
Impreuna cu un termen ce constitue restul.

Ry (x) = C ) g g

n!

si & necunoscut se afla in intervalul [x,,x]. R_,(x) este termenul rest si
reprezinta eroarea in aproximarea lui f (x) cu seria finita de puteri de ordinul
n—1 de mai sus. Deoarece valoarea exacta a lui £ din expresia lui R, (x) este

necunoscuta, o limita superioara a erorii poate fi gasita prin derivarea lui
R, (x) inraport cu  si egalarea derivatei cu zero pentru a determina maximul.

Exemplu: Dezvoltati functia f(x)=cosx in serie Taylor in jurul lui x=0 si
gasiti eroarea asociata cu folosirea aproximarii la evaluarea lui cos(0.5) daca

se retin numai primii doi termeni nenuli. (Observatie: Dezvoltarile Taylor
pentru functiile trigonometrice sunt valabile numai pentru unghiuri exprimate
in radiani.)

Evaluam functia si derivatele sale in x=0:
f (O) =cos0=1
f(0)

f"(0)=—cos0=-1

—-sin0=0

£7(0)=sin0=0

Astfel, pentru |x| mic, gasim ca:
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2
X
COSX~1-—
2

Deoarece cosx este functie para, dezvoltarea in serie de puteri contine numai
puteri pare ale lui x. Atunci, pentru a estima eroarea in aceasta aproximatie,
trebuie sa consideram termenul in x*, care este urmatorul in serie. Derivata
necesara este f“(x) si este egala cu cosx. Astfel, adaugam la aproximatia

facuta termenul rest R,(x),

2 4
X® X

CoOSX=1-—+—cos¢
2 4l

unde & se afla in [0,x]. Astfel, cea mai mare eroare posibila este x*/4t,

deoarece cos& nu depaseste valoarea unu. Daca x=0.5, considerand numai
primii doi termeni cos(0.5) ~ 0.875 cu 0 eroare prezisa mai mica decat 0.0026.

Cum cos(0.5)=0.87758, la aceasta acuratete, erorea reala este 0.00258, deci
mai mica decat 0.0026.

Capitolul 4 Serii Fourier
Bibliografie: Krasnov et al. (1989), Riley et al. (2006)

4.1 Serii trigonometrice

In capitolul precedent, am vazut ca functii complicate pot fi
reprezentate cu ajutorul seriilor de puteri. Dar, acesta nu este unicul mod in
care o functie poate fi reprezentata ca o serie. In acest capitol, vom reprezenta
functii ca suma de termeni ce sunt sinusuri si cosinusuri. O astfel de
reprezentare se numeste serie Fourier. Spre deosebire de seriile Taylor, o serie
Fourier poate reprezenta o functie care nu este neaparat continua si derivabila
peste tot. Seriile Fourier sunt folosite in multe domenii din fizica, dintre care
vibratiile intr-o coarda finita, imprastierea luminii pe o retea de difractie,
transmisia unui semnal de intrare de un circuit electronic.

Incepem cu reluarea notiunii de periodicitate.

Definitie: O functie f(x) definitd pe o multime D se numeste periodica daca

existd un numar T =0 astfel Tncat:
f(x+T)="f(x), vxeD, x+TeD (4.1)

Numarul T se numeste perioada pentru functia f (x).

10
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Exemple:
1. f(x)=sinx, xeR este periodicd, deoarece 3T =2x =0, astfel incat are loc

sin(x+2r)=sinx, vxeR, x+2reR

2. f(x)=tgx, xeR —{%+ nz,ne Z} este periodica, deoarece 3T =z =0, astfel

incét are loc tg(x+7)=tgx, VXER—{%—H’W’}, X+7Z'€R—{%+ﬂﬂ'}

Definitie:
O serie de functii de forma:

&

?+a1cosx+blsin X+a,Cos2X+h,sin2x+...+a,cosnx+b sinnx+...

:%Jri(an cosnx + b, sin nx) (4.2)

n=1

se numeste serie trigonometricd, iar constantele a,, a,, b, n=1,2,... Se nUMesc
coeficientii seriei trigonometrice.

Sumele partiale S, (x) ale seriei trigonometrice sunt combinatii liniare

de functiile 1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, ..., functii care formeaza asa numitul
sistem trigonometric.

Deoarece termenii seriei sunt functii periodice cu perioada 27, atunci daca
seria trigonometricd este convergenta, suma sa S(x) este functie periodica cu

perioada 27 .
S(X+27z'):S(X), VxeR (4.3

Definitie: A dezvolta o functie periodica f(x) ntr-o serie trigonometrica
inseamna sa gasim o serie trigonometrica convergenta si suma sa sa fie egala

cu functia, f(x)=S(x) = %+Z(an cosnx+b,sinnx), vxeR
n=1

Ortogonalitatea sistemului trigonometric

Definitii:

e Doua functii f(x) si g(x) continue pe [a,b] se numesc ortogonale pe
acest interval, daca:

11
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j). f x)dx =0 (4.4)

Exemplu:
Functiile f(x)=x si g(x)=x* sunt ortogonale pe [-11] deoarece:

1 1
jx-xzdx:jx3dx:0

e Un sistem finit sau infinit de functii ¢, (x), ¢,(x),..., ¢,(x) continue pe

[a,b], @, (x)#0, n=1,2,... se numeste sistem ortogonal pe acest interval,

daca vm,n cu m=n are loc:
b

J'gom(x)gon(x)dx:o (4.5)

a

Teoremal: Sistemul trigonometric 1, cosx, sinx, cos2x, sin2x
sinnx, ... este ortogonal pe intervalul [-z,z].

,..., COSNX,

Demonstratie:
% sinnx/|”
vYn=0 jl-cosnxdx: =0
el n |,
z cosnx|”
jl-smnxdx:— =0
- n -

Cu formulele trigonometrice:

cosoccosﬂz1 cos(a—p)+cos(a+pf
~(cos(a~ B) +cos(a+ )

sinasin,b’:%(COS(Ot—ﬂ)—COS(O‘J’ﬂ))
vm,neN, m=n, avem:

jcosmx COS NX dx—%j cos( x+cos(m+n)x)dx:
1 sm( )x| S|n(m+n) | o
2 ‘_” m+n . B

_T sin mx sinnx dx =% ]T. (cos(m—n)x—cos(m+ n)x)dx =

- -

l{sin(mn)xrr _sin(m+n)x|” }O

2| m-n ‘ m+n ‘
-z -z

12
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Cu formula trigonometrica:
sinacos,B:%(sin(a—ﬂ)+sin(a+,6’))
vmneN, m=n, avem:

jsin MX COSNX dx_%j sm x+sm(m+n)x)dx:

/4

1
2 m-n

cos(m-n x| cos(m-+n)x |
m+n |

‘—ﬂ'
Daca m=n

. % sin 2nx cos 2nx|”
Ism nx cos nx dx = I dx = —
2-2n

- -

=0

-

Deci sistemul trigonometric este ortogonal pe [-z,7].

Remarca: Daca m=n, integralele produselor functiilor trigonometrice sunt:

J.cos nx dx = IMy:

1( = sin2nx|
== x|7ﬁ+

o ”]:ﬂ' (4.6)

Ism nx dx = Ide:

1( - sin2nx|"
-2 -

o Jzﬁ (4.7)

4.2 Serii Fourier pentru o functie periodica cu perioada 2~

Vrem sa calculdm coeficientii seriei trigonometrice a,, a,, b, n=12,...
functie de f (x).

Teorema 1: Daca:

f(x)=

%+i(an cosnx+h, sinnx)  wxeR (4.8)
n=1

si seria din dreapta este wuniform convergenta pe [-z,z| si datoritd
periodicitatii, pe intreaga axa reald, atunci:

13
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=£J‘ f cosnx dx n=0.2,... (4.9)

T

:i][- f smnx dx n=12,... (4.10)
T

Demonstratie:
Cum termenii din seria (4.8) sunt functii continue pe [-r,7] si seria este

uniform convergentd, atunci f (x) este continud, deci integrabila. Seria (4.8)
poate fi integrata termen cu termen:

]T' f .T ) dx+ (an][.cosnx dx+b, jsmnx dxj

- -

j'f(x)dx:aoﬂ =  a-= If(x)dx (4.11)

Primul termen a,/2= 1/27rj x)dx este tocmai valoarea medie a functiei pe
un interval egal cu o perloada.

fnmultim seria (4.8) cu cosmx :

f (x)cosmx = %cos mX + i(an COSMX cosS NX + b, cos mxsin nx)
n=1

Cum termenii seriei uniform convergente sunt inmultiti cu o functie
marginitd, se obtine tot o serie uniform convergenta care poate fi integrata
termen cu termen.

I f (x)cosmx dx=% J. cosmx dx +

+Z( j cosmx-cos nx dx +b, j COS MX - Sin NX dxj

- -

Tinand cont de ortogonalitatea sistemului trigonometric, avem:

14
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f f (x)cosmx dx =a, J. cos® mx dx

-

Cu (4.6), avem: ]T‘ f(x)cosmxdx=a, -7
1 T
a, _;J; f (x)cosmx dx (4.12)

Analog, inmultim seria (4.8) cu sinmx, integram de la -z la =, si obtinem si
coeficientii b, .

Fie f(x) o functie arbitrara, periodica cu perioada 27, si integrabila pe
[-7z,7z]. Nu stim dacd f(x) poate fi reprezentatdi ca suma unei serii

trigonometrice, dar cu formulele din teorema precedenta calculam a, si by.

Definitie: Seria trigonometrica:

% + i(an cosNx + b, sin nx) (4.13)
n=1
cu coeficientii ao, an, by calculati cu ajutorul lui f(x) cu formulele:
anzljl f(x)cosnxdx  n=012,... (4.14)
7[—7[
b, =£J. f (x)sinnx dx n=12,... (4.15)
72-—71'

se numeste serie Fourier a functiei f(x) si an, b, Se numesc coeficienti
Fourier.

Fiecarei functii f(x) integrabile pe [, z] Ti corespunde o serie Fourier,

f(x)~ a—2°+ i(an cosnx +h, sin nx) (4.16)
n=1

adica o serie trigonometrica cu coeficientii calculati cu (4.14)-(4.15). Daca
cerem functiei f(x) sd fie doar integrabila pe [-z,7], atunci Tn general, nu
putem Tnlocui semnul ~ din relatia (4.16) cu =.

De exemplu, in teoria semnalelor, o functie f(x) definitd numai pe
[ 7, 7] deci neperiodica, trebuie si fie dezvoltata intr-o serie trigonometrica.
Pentru o astfel de functie se poate scrie o serie Fourier deoarece coeficientii
(4.14)-(4.15) se calculeazd pe [-r,7]. Dacd functia f(x) este extinsa prin
periodicitate pe axa reald, atunci obtinem o functie F(x) care are perioada 2z
s F(x)=f(x), vxel[-z7]

15
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Functia F(x) este extensia periodica a lui f(x) pe intreaga axa reala.

Seria Fourier a functiei F(x) va fi identica cu seria Fourier a functiei f(x).
Daca seria Fourier a functiei f(x) va fi convergenta la F(x), atunci suma
seriei, o functie periodica, va fi o extensie periodicd a lui f(x) dela [-7,7] la
axa reald. Va fi suficient sa testam convergenta seriei Fourier numai pentru
functii periodice.

4.3 Conditii suficiente pentru dezvoltarea in serie Fourier a unei functii cu
perioada 2~

Definitie: O functie f(x) este monotona pe portiuni pe intervalul [a,b], daca
intervalul poate fi impartit cu un numar finit de puncte a<x <x,<...<x, _, <b
in subintervale (a,x,), (x,%,), ..., (x,,,b), pe fiecare subinterval functia fiind
monotona, adica crescatoare sau descrescatoare.

[

| y=f(x)
| |
[ !
| I :
[ [
|
P

I

|

| | 1 -
cresc (lesc:I cresc desc | cresc
a

\
|
I
|
\
R S 4

Figura4.l
Exemple:

1. f(x)=x* este monotond pe portiuni pe axa reald, deoarece intervalul
(~oo,+0) poate fi impartit in doud subintervale (-o,0) si (0,+), pe primul
interval functia este descrescatoare iar pe al doilea functia este crescatoare.

2. f(x)=cosx este monotond pe portiuni pe intervalul [-7z,z], deoarece
intervalul poate fi impartit in doud subintervale (-7,0) si (0,+7), pe primul
interval functia este crescatoare iar pe al doilea functia este descrescatoare.

Observatie: Daca functia f(x) este monotona pe portiuni si marginita pe [a,b]

, adicd m< f(x)< M, atunci aceasta poate avea numai discontinuitati de speta
intai pe [a,b].

16
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Teorema 1: Daca o functie periodica f(x) cu perioada 2z este monotond pe
portiuni si marginita pe intervalul [-7z,z], atunci seria sa Fourier este
convergenta in fiecare punct al intervalului. Si suma seriei:

S(x):%+2(an cosnx+h, sinnx) (4.17)

n=1
verifica relatiile:
e S(x)=f(x) In punctele de continuitate a lui f(x) din (-z,+x).

. S(x):%(f(x+0)+f(x—0)) in punctele de discontinuitate a lui f(x) din
(-7, +7).
. s(-ﬂ)zs(ﬂ):%(f(_ﬂ+o)+f(ﬁ-o)) (4.18)
Exemple:

1. Functia f(x)=z—-x cu perioada 2z, indeplineste pe intervalul [-z,+7],
conditiile din teorema si poate fi dezvoltata in serie Fourier.

Figura 4.2
Determindm coeficientii Fourier integrand prin parti:
2 T
17 (7—x)
== —x)dx=—*—*| =2
% V4 _J; (7[ ) 2r "

17 17 sin nx
a, ﬂ_[,(ﬂ x)cos nx dx 72'_'[[(7[ X) ( - j
+i sinnx dx =
zn °

1 sin nx
R

-

_cosnx[" _ cos(-nz)-cosnz 0
- . -

an? | zn

-
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b, :i]{(ﬂ_x)sinnx dX:l]{(ﬂ—x)d(—Cosnxj:

7 S n
a T
:_i(ﬁ_x)cosnx 1 cosnx dx =
T n |, zn-
-1)"
:2—”cos(—n7z)— >sinnx|” :gcosnﬂzzu, n=12,...
zn zn 7o n

Seria Fourier a functiei date este:

T—X=m+ 2i(—1)n Slnnnx , Xe (—7[, 7r)
n=1

La capetele intervalului [-z,z], Tn x=-7 §i x=7x care sunt discontinuitati de
speta intai, suma seriei este:
S(-x)=5(r)=2"0_

In figura urmatoare am reprzentat functia si cateva sume partiale din seria
Fourier.

Intr-un punct de discontinuitate, reprezentarea Fourier a functiei se va abate
de la valoarea functiei. Desi pe masura ce luam in considerare tot mai multi
termeni din serie, abaterea se va deplasa intr-o pozitie apropiata de
discontinuitate, aceasta abatere nu va disparea nici la limita unui numar infinit
de termeni.
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