Serii

Capitolul 2 Serii de functii
Bibliografie: Krasnov et al. (1989), Craiu & Rosculet (1976), Stanasila
(1981), Riley et al. (2006)

2.1 Definitii. Multime de convergenta

Definitia 1: Seria
£ (X)+ £, (X)+ £ (X) 4ot £, :ifn (2.1)

n=.

a cdrui termeni f (x), n=12,..., sunt functii definite pe o mul{ime reald
E R, se numeste serie de functii.

Exemplu: Seria 1+x+x*+x%+... are termenii functii definite pe R.

Definitia 2: Seria de functii (2.1) este convergenta in punctul x, e E, daca

seria numerica z f,(x,) este convergenta.
n=1

Definitia 3: Daca seria de functii (2.1) este convergenta vxe D c E, atunci
se spune ca seria (2.1) este simplu convergenta pe D, si D se numeste
multime de convergenta a Serieli.

Definitia 4: Seria (2 1) este absolut convergenta pe D, daca pe aceasta

(x)| este convergenta.

A n-a suma partiala a seriei (2.1) este:

S, (x)=f.(x)+ f,(X)+ f;(x)+...+ f,(X), xe multime de convergenta

Functia S(x)=limS, (x)se numeste suma seriei.

n—o0

Considerand x constant, pentru unele serii de functii putem determina
intervalul de convergentda folosind testele stabilite la serii numerice cu
termeni pozitivi, de exemplu testul D’ Alembert si testul Cauchy.
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Exemple:

1. Determinati intervalul de convergentd al seriei )’

Igx
n=1 n

Seria numerica zip este convergentd pentru p>1 si divergentd pentru
n=1 n

p<1. Daca consideram p=Igx, seria va fi convergenta pentru
lgx>1, x>10

si intervalul de convergentd va fi D =(10,+x)

nx

2. Determinati intervalul de convergenta al seriei Z(—l)ml ne
n=1

Consideram seria:

0

2,

n=1

~1)"" ne™
(-1)

= ne™ (2.2)

Deoarece termenii sunt pozitivi, vom aplica de exemplu, testul D’ Alembert:

(n+1)x X
A= tim MY g (+2)e

N—o0 ne nN—oo n

X

=e

Seria (2.2) va fi convergenti daci e* <1, adicd x<0. In consecinti seria este
absolut convergenta pe intervalul (-«,0). Pentru x>0 seria este divergenta.

n

n

3. Determinati intervalul de convergenta al seriei Z( 2)n
n=1 (1+ X

Termenii seriei sunt functii pozitive, continue, definite pe R . Aplicam testul

Cauchy:
A=lim |—1 —tim— = o0
n—w (1+X2) n—wo] 4+ X

pentru vxeR. Seria este astfel divergenta vxeR.

4. Determinati intervalul de convergenta al seriei Z%
- N
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© n © n
Considerdm seria (x+1) | _ 3 x+1
n=1 n-2" ‘ el n-2"

Deoarece termenii sunt pozitivi, vom aplica de exemplu, testul D’ Alembert:
n
4 tim |x+1] n2" o n x+ |=|x+1|
n—>oo(n +1)‘2n+1 |X+1|n n—o 2(n +1) 2

. . - - X+ [
Seria valorilor absolute va fi convergentd daca | 2]4<1, adica |x+1|<2,

3<x<1. Pe acest interval seria initiald este absolut convergentd deci

convergentd. In x=1 obfinem seria armonica divergentd, iar in x=-3 avem

—1+%—%+... care cu Leibniz este semiconvergentd. D =[-3,+1).

Fie seria de functii i f,(x) simplu convergenta pe multimea D si
n=1

suma sa S(x), atunci putem scrie:

S(x)=S,(x)+R,(x) (2.3)
unde R, (x) este restul de ordinul n al seriei convergente pe multimea D:
R, (X)=f.(X)+ o (X)+...= D £ (X) (2.4)
k=n+1
Cum lims, (x)=S(x), trecem la limita in (2.3) si pentru rest avem:
limR, (x)=1im[$(x)~S,(x)]=0 (2.5)

In concluzie, restul R (x) al seriei convergente > f (x) tinde la zero pentru

n=1
n—ow VxeD.

2.2 Convergenta uniforma

Fie A o multime oarecare fixatd, AcR si {f }  un sir de functii
f :A>R.Fie f:A>R o alta functie.

Definitie: Sirul {f }  este punctual convergent pe A catre f pentru n — oo si

se scrie fnp—'c}f daca sirul numeric f (x,) este convergent la f(x,) pentru
orice x, € A.

Asadar, fiind dat un sir de functii f :A—R limita sa punctuald pe A daca
exista, este functia f:A— R definita prin f(x):Lm f,(x), vxeA.
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Definitie: Sirul {f }  este uniform convergent pe A catre f pentru n— oo si

se scrie fngf dacd este indeplinitda urmatoarea conditie: Ve>0 exista
N (&) >0 numar natural astfel incat sd avem

£, (x)- f(x)|<e (2.6)
pentru orice vn>N(¢) si pentru vxeA.

Exemplu: Se da sirul de functii f (x)=1+x*", xeR , n=12,...

Sa se determine: a) multimea de convergenta si functia limita b) Sa se arate
ca sirul de functii nu este uniform convergent pe (-1+1). Sa se determine 0

multime de convergenta uniforma.

Sirul este divergent pentru |x|>1, deoarece
!li_[g(1+ X*") = +o0
Pentru |x| <1 sirul este convergent, deoarece
lim(1+x") =1
lar lim f, (1)=2 , lim f, (-1)=2.
Multimea de convergenta A, este deci [-1,+1], iar functia limita este:
f(x):{l, xe(-1+1)
2, x=1 x=-1
Aratam ca sirul f, nu este uniform convergent pe (-1,+1). In acest scop
aratam ca nu exista N (&) finit astfel incat
f,(x)—f(x)|<e
pentru orice n>N(g) si orice xe(-1+1). Avem f (x)-f(x)=x*", deci
trebuie sa avem x*" <& sau 2nin|x|<Ine, de unde

llng
Ll ~1,+1
n>2|n|x| , xe(-1,+1)
Insa pentru ¢ fixat, avem
Ing
SUp —— =+
< In x|

Deci nu exista N(¢) finit.
Pentru orice interval inchis [-a,+a] = (-1,+1) Si xe[-a,+a] avem:

Ing Ing ..
—Z -—2-N finit!
iﬁg Inlx Ina (2)
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Atunci, sirul f, (x)=1+x*" este uniform convergent pe [-a,+a|<=(-1,+1).
Fie > f (x) o serie de functii care converge simplu pe D si are suma
=1

S(x). Consideram a n-a suma partiala S (x)= Zn: f (x).
k=1

Definitie: Seria de functii ) f, (x) este uniform convergentd pe Q< D, dacd
n=1

Ve >0 existd un numdr natural N(&)> 0, astfel incat inegalitatea

R, (X)‘ <g (2.7)
are loc vn>N(e) si vxeQ.
Observatie: Numarul N(¢) este independent de X.

Interpretare geometrica
Presupunem ca Q este intervalul [a,b]. Reprezentam grafic (fig 2.1)

functiile y=S(x), y=S(x)—&, y=S(x)+¢& si y=S,(x).

y=S(x)+¢ ‘

Figura 2.1

Inegalitatea

S,(x)-S(x)|<e care are loc vn>N(z) si vxe[ab], poate fi

scrisa astfel:
—£<S,(Xx)-S(x)<+¢

S(x)-e<S,(x)<S(x)+e& (2.8)
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Aceste inegalitdti aratd cd graficele tuturor functiilor y=S,(x) cu n>N(¢)
se afld in interiorul ¢-benzii marginitd de curbele y=S(x)-¢ si
y=S(x)+¢.

: & (<)
Exemplu: Aratati ca seria .

; V1-Xx*+n
Seria este alternatd si indeplineste conditiile din testul Leibniz, s1 deci este
convergentd Vxe[-1+1]. Fie S(x) suma sa si S (x) a n-a sumd partiala.

Restul de ordinul n:

este uniform convergenta pe [-1,+1].

Rn(x):(—l)n[ L 1 +j
VI-X* +n+1 N1-X*+n+2
este serie convergenta si suma nu excede in valoare absoluta primul termen:

R (X)| €= <=

S J1-x24n+l N

adica [S(x)-S, (x)|<1/n pentru vxe[-1,+1] siorice n=1.2,....

Consideram >0 arbitrar. Inegalitatea |S(x)-S, (x) <& are loc daci 1/n<e.
Atunci n>1/&. Consideram N(z)=1/¢, si inegalitatea [S(x)-S,(x) <& are

1 . A . - . .
loc vn>N == si Vxe[-1+1], ceea ce inseamnad cd seria converge uniform pe
&

intervalul [-1,+1].

Observatie: Nu orice serie de functii simplu convergenta pe D este si
uniform convergenta pe D.

2.3 Testul Weierstrass

Acesta contine o condifie suficientd pentru convergenta uniforma a
unei serii de functii.

Testul Weierstrass: Daca termenii seriei de functii

2fn(x) (2.9)

nu depasesc in valoare absolutd termenii corespunzatori ai seriei numerice
cu termeni pozitivi, convergenta:



Sa, (2.10)

adica, daca:
n=12,... ¥xeQ (2.11)

atunci seria (2.9) este convergenta pe Q absolut si uniform.
Observatie: Seria (2.10) se numeste serie dominanta pentru seria (2.9).

Exemple:

Cos nX

1. Examinafi convergenta uniforma a seriei » —,

n=1

Are loc inegalitatea:
COS NX
n2

|cosnx|
=

1
F ’

< n=12,... VVxelR

Seria Dirichlet:

=1

2
este convergenta, si cu testul Weierstrass seria data converge uniform si
absolut pe R.

o : < L sin nx
2.  Examinati convergenta uniformad a seriei z "
1 n2+(4—x2)

Termenii seriei sunt functii continue pe [-2,2] pentru orice numadr natural n,

si

sin nx ‘ |sin nx| 1 1
2

2 —|= < <
n*+(4-x%)

n2+(4—x2)n/2 - n2+(4—x2)n/2 on

Atunci,

, n=12,... vxe[-22]

Cum seria Dirichlet:

este convergenta, cu testul Weierstrass seria data converge uniform si
absolut pe [-2,2].
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Observatie: Seria (2.9) poate fi uniform convergenta pe Q si daca nu are
serie dominanta (2.10), adica testul Weierstrass este doar un test suficient
pentru convergentd uniformad, dar nu neaparat necesar.

n-1
Exemplu: Seria de functii Z (2) converge uniform pe [-11], dar nu

11— X% +n

are serie dominanta. Are loc inegalitatea:

(_1)n—l <1 )
———<— VneN s1 ¥xe|-11
V1-x*+n| N 1

si seria numericd armonica nu este convergenta.

2.4 Proprietitile seriilor de functii uniform convergente

Teorema 1: Daca toti termenii unei serii de functii uniform convergente
ifn(x) pe [ab] se inmultesc cu aceeasi functie g(x) marginitd pe [a,b],
an‘gllmci seria rezultata:

> g(x)f,(x) (2.12)

este uniform convergenta pe [a,b].

Teorema 2: (transfer de continuitate) Daca seria ifn(x) este uniform

n=1
convergentd pe [a,b] si toti termenii sdi sunt functii continue, atunci suma sa

S(x) este si ea continud pe [a,b].

Teorema 3: Fie S(x Zf o serie uniform convergentd de functii

continue pe [a,b]. Atunci are loc:
IS(t)dt:I[i f(t) } N AL (2.13)
X Ln=t =1
adica seria se integreaza termen cu termen, Vx,,x<[a,b] si seria rezultata

este uniform convergenta pe [a,b].
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Observatie: Dacd seria » f (x) nu este uniform convergentd, atunci in
n=1

general, nu poate fi integratd termen cu termen.

Teorema 4: Daci toti termenii unei serii ) f, (x) simplu convergente pe

n=1

[a,b] au derivate continue si seria acestor derivate ) f/(x) este uniform
n=1

convergentd pe [a,b] avand suma T(x), atunci seria ) f (x) este uniform

n=1
convergentd Pe [a,b], si suma sa s(x) este derivabild cu s'(x)=T(x), vxe[ab],

Teorema 4 stabileste conditii suficiente pentru ca o serie de functii sa poata
fi derivata termen cu termen. Ultima relatie se poate scrie:

[zl fn(x)] =3 1/(x), Vxe[ab] (2.14)

n=1

Exemplu: Seria z SinhX ~ y< & este derivabild termen cu termen pe =.

sin nx

— este uniform convergentd pe & cu testul

Intr-adevar, seria de functii >
n=1
1

n3

Weierstrass deoarece |S"™

n

Seria derivatelor > f;(x)=> =%

n=1 n=1

1

<—. Deci seria data este derivabild termen cu termen si
n

este de asemenea uniform convergenta pe

R deoarece [£™

n

are IOC {z SII’ISI’IX‘| :ZCOSZHX
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Capitolul 3 Serii de puteri

Bibliografie: Krasnov et al. (1989), Craiu & Rosculet (1976), Stanasila
(1981), Riley et al. (2006)

3.1 Teorema Abel. Interval si raza de convergenta pentru serii de puteri

Definitie: O serie de forma:
c0+clx+czx2+...+cnx”+...:icnxn (3.1)
Sau: n_o
Co +C, (X=X ) +Cy (X=X )" +...4C, icn x-%) (3.2)
"o

unde c,,c,c,,...,c,,... sunt coeficienti constanti, se numeste serie de puteri in
X, respectiv in x—x,.

Seria de puteri (3.1) intotdeauna este convergenta in x =0, iar seria (3.2) este
convergenta in x = x,. Sumele acestor serii fiind co.

Exemple: Seriile Zx iilx i ) sunt serii de puteri.

nOn n=

Teorema 1 (Abel): Dacd seria de puteri > cx" este convergentd in
-
x =x =0, atunci aceasta este absolut convergentd vx CU |x <|x| .

Dacd seria de puteri » c x" este divergentd in x=x,, atunci aceasta este

n=0
divergenta vx CU [x|>|x,| .

Cu aceasta teorema putem stabili intervalele de convergenta pentru

seria de puteri ) c,x". Astfel, daci seria este convergentd in x = x, 0, atunci

n=0

aceasta va fi absolut convergenti pe intervalul (~|x|+x]). Dacd seria este

divergenta in x=x, Qx2|>|x1|), atunci aceasta va fi divergentd pe

(‘ OO'_|X2|)UQX2|’+O°)-

10
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y R y R
o 7 T ] t -
— [*4] —1%, lxy| 1%z

Figura 3.1

Observatie: Exista doud puncte simetrice R si —R care stabilesc frontiera
dintre intervalele de convergenta si de divergenta.

Teorema 2: Pentru o serie de puteri > c x"care este convergentd in mai

n=0
mult decat x=0, exista un numar R >0 pozitiv si unic astfel incat seria este
absolut convergentd pentru | <R si divergenta pentru |x>R.

Multimea de convergenti absolutd a seriei de puteri > c x" este

n=0
intervalul (-R,+R). Intervalul (- R,+R) se numeste interval de convergenta al
seriel, iar numarul R se numeste raza de convergenta.

La capetele intervalului de convergenta, adica in x=-R si x=R, seria de
puteri poate sa fie convergenta sau divergenta.

Observatie: Seria de puteri > c,(x—x,)' CU x,=0 are aceeasi raza de

n=0

convergentd ca si seria » cx", dar intervalul de convergentd este
n=0

(% —R.% +R).

Formule de calcul pentru raza de convergenta

Raza de convergenta pentru seriile > cx" si > c(x—x), % #0
n=0 n=0

poate fi calculatd cu formulele:

_— -
n+l
R = lim——— (3.4)
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Observatie: Daca limitele din aceste formule nu exista, se recomanda
aplicarea directa a testelor D’Alembert si Cauchy asa cum s-a procedat la
determinarea intervalului de convergenta a seriilor de functii.

Exemple:

1. Determinati intervalul de convergenta pentru seria > (-1)""nx"
n=1

¢, =(-1)""n ¢, =(-1)(n+1)
‘( n‘ =lim — n
(=1'(n +1)( nen+1

R=1, seria este absolut convergentd pe (-1+1). Examindm Si convergenta
seriei la capetele intervalului:

x=-1 = i(—l)”’ln(—l)” :i = i ) divergentd deoarece nu este

n=1 n=1

R = tim Lol — jim

n—oo |C l| n—o
N+

=1

indeplinitd conditia necesara lim(-n)=0.

x=1 = i(— 1) n(+1) = i(— 1)'"n divergentd deoarece nu existd limita
n n=1
lim(~1)"n. Intervalul de convergentd rimane (~1,+1).

n—oo

0

n-1
2. Determinati intervalul de convergenta pentru seria Z( 2] (x+2)"

~ n.2"

(9" (-1)

(_1)n—1

n-2"
R = lim _ :limznTﬂzz

n—ow n—o0
(-1)
(n+1)2"*

R=2, seria este absolut convergentd pe (-4,0). Examindm Si convergenta
seriei la capetele intervalului:

o0

X=-4= i%(_ z( 1)2n Z divergenta

ot N n=1 N
( l)n -1 . 0 ( 1)n -1

0 2 =
== nzi‘ n2" ) HZ:;‘ n
Intervalul de convergenta este (—4,0].

semiconvergenta

12
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3. Determinati intervalul de convergenta pentru seria

=lim—=lim —=Ilimn=+w

n—o nf n—ow n—o

R = +o0, seria este absolut convergenta pe R.

4. Determinati intervalul de convergentd pentru seria > nix"
n=1

c. =nl Cy = (n+1)

R = tim Ll jim M i 2

-0
noelc, .| e [(n+1) nsen+l

R =0, seria este absolut convergentd in x=0.

3.2 Proprietitile seriilor de puteri

Teorema 1: Seria de puteri ) c x"este absolut si uniform convergenta pe

n=0
orice interval [-a+a], a>0 care aparfine intervalului de convergenta
(-R,+R) al seriei.

Teorema 2: Suma S(x ZC x" este continua n fiecare punct din intervalul

n=0

de convergenta (- R,+R) al seriei.

Teorema 3: Seria de puteri > c x" poate fi integratd termen cu termen pe

n=0
intervalul sdu de convergenta (—R,+R), R>0 si seria obtinutd prin integrare
termen cu termen va avea aceeasi raza de convergenta. Are loc:

NE e n _ ~ Cn n+1 _
j(nz ct jdt—n_ X vxe(-R,+R) (3.5)
R = lim |(|: || pentru seria initiala.
—o 1

13
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El gl 152 02l
n»wn+1|c e ntle,,|

n+l| n+1|

Teorema 4: Seria de puteri S(x)=>c,x" poate fi derivata termen cu termen

n=0
in orice punct din intervalul de convergentd (-R,+R) R>0, si seria ob{inutd

prin derivare termen cu termen va avea aceeasi raza de convergenta. Are loc:

:(icnx”j =incnx”‘1 (3.6)
n=0 n=1

Remarca: O serie de puteri S(x Zc x" are derivata de orice ordin:

n=0

:in n-1)...(n—k+1)c,x"* vxe(-R+R)  (3.7)

n=

unde k=12,.... Raza de convergenta a acestei serii este egala cu raza de

convergentd a seriei inifiale S(x Zc X"

3.3 Serii Taylor

Definitie: O functie f(x) este dezvoltabild in serie de puteri icnx” pe

n=0
intervalul (- R,+R) daca seria de puteri este convergentd pe acest interval si
suma sa este egala cu f (x) adica:

Zcx vx e (-R,+R) (3.8)

Teorema 1: Daca o functie f(x) este dezvoltabild in serie de puteri (3.8) pe

intervalul (-R,+R), atunci dezvoltarea este unicd, si coeficientii seriei (3.8)
sunt definiti in mod unic de suma seriei (adica de functie).
Intr-adevir,
f(X)=Co+CX+C, X +CX° +...4+C X" +... (3.9)

f'(x)=c, +2¢c,X+3C.X*+...+nc. x"* +
1 2 3 n

14
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f"(x)=1-2c, +2-3c;x+3-4¢,X* +...+(n-1)nc X" +...

f"(x)=1-2-3-...-(n=1)-nc, +2-3-...-(n=1)-n-(n+1)c,, X +..., Vx e (R, +R)

n+1

Consideram x=0,
f(0)=1-2-3-...-(n-1)-nc,

(n)
c _ n|(0) n=0,12,... (3.10)

Coeficientii seriei sunt unic determinati.

Observatie: Daca o functie f(x) este dezvoltabild in serie de puteri in
diferentele x-—x,, adica:

F(x)=Yc (x-%), ¥xe(%-Rx+R)  (3.11)

n=0

atunci, coeficientii seriei sunt:

(0
N ) P (3.12)

se numeste serie Taylor a functiei f (x) Tn punctul Xo.

Restul de ordinul n al acestei serii este:

15



- N f(k)(XO) R\
R ()=S0 Y (x-x) (3.14)

Pentru a evalua restul putem folosi formula Lagrange:

Ro (x) = % 1" (%, +0(x-%)), undeoc(01)  (3.15)

Caz particular: x,=0 = serie Maclaurin a functiei f(x) Tn punctul x,=0:

: f(0) , 1"(0) . . f"(0)
f(0)+ f'(0)x+ T X% + 3 X +...+Tx +o=) :

no N

X" (3.16)

Observatie: Dacd o functie f(x) este dezvoltabila in serie de puteri pe
(% —R, %, +R) atunci seria va fi seria Taylor a functiei f(x).

Afirmatia reciprocd nu e in general adevarata. Seria Taylor a unei
functii cu derivate de orice ordin pe un interval, poate fi convergenta pe
interval, dar suma sa sa nu fie egald cu functia.

Problemi: Ce conditii trebuie sa indeplineasca f(x) pentru ca seria Taylor
sa fie convergentd la f(x) pe intervalul (x,-R,x,+R), R>07?

Teorema 2: Dacd o functie f(x) Indeplineste conditiile:
O are derivate de orice ordin pe (x,~R,x +R)
O restul seriei Taylor R (x) —>0 pentru n— o, ¥xe(x,—R, % +R).

Atunci:
f(”)

n(!xo)(x_xo)” pe (x,-Rx+R), R>0  (3.17)

f(x):nZ:;

Teorema 3: Dacd o functie f(x) Indeplineste conditiile:
O are derivate de orice ordin pe (x,~R,x +R)
O exista M >0 astfel Tncat f(”)(x) <M, n=12,..., ¥xe(x—-R,% +R).

Atunci:

o ()
f(X)zzf n(IXO)(X—XO)n pe (x-R.x+R), R>0

16
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Seriile Taylor ale functiilor elementare

1. f(x)=e". Functia are derivate de orice ordin in intervalul (-a,+a), va>0
si verifica inegalitatea: ‘f(”) (x)‘ =e¥<e*, n=0,12,...

Atunci functia exponentiala e* poate fi reprezentata ca o serie Taylor care
este convergentd la functie pe orice interval (—a,+a) adicd pe intreaga axa
reald. Deoarece f"(0)=¢°=1, pentru n=0,1,2,... avem:

2 n 0 n

& =l x g =Y (3.18)
2! n! = n!
Raza de convergenta este R =-+o. Intr-adevar,
1)!
R—tim A%l —pim 2D i 1)<
n—>m|cn+1| n—wo nl 1 n—o

4_
N

¥oo2q

—1 1=/ L+ 1+2f2]
L 42/ 3| exp(x)

Figura 3.2 f(x) =e* si aproximatiile acesteia

Daca in (3.18) substituim x cu —x, avem:

(X (3.19)

_ X° X X"
e =1-X+———t..+(-1) —+..=
| n! n!

n

2. f(x)=sinx. Functia are derivate de orice ordin, astfel incat

. T
sin| x+n=
( 2)

Cu teorema 3, sinx poate fi reprezentatd ca o serie Taylor in x pe R, serie
convergenta la functie. Deoarece,

‘(sinx)(”)‘: <1, n=012,..., VxeR
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Serii

f(n)(o)=3in nZ: 0 pentru n=2k
2 |(-1)° pentru n=2k+1

3 X5 n X2n+l 0 n X
iNX=X-——+——...+(-1 e = -1
SInX=x=gy gy )(2n+1)!+ 2 )(2n+1)!

n=0

2n+l

iy
—v=x v=-x"331
y=sin(x)

VE-EH 3RS

Figura 3.3 f(x) =sinx si aproximatiile acesteia
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