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Cap. | Serii numerice
Bibliografie: Krasnov et al. (1989), Riley et al. (2006)

1.1 Convergenta unei serii numerice

O serie este 0 suma care are un numar infinit de termeni. Formal scriem:

a1+a2+...+an+...:ian (1.1)
n=1
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Suma primilor n termeni din serie se numeste a n-a suma partiala a seriei si 0
notam Sy :

n
Sy=a,+a,+...+a,= 3, (1.2)
k=1
In practica, suntem interesati de suma unei serii cu numar infinit de termeni. Suma
unei serii infinite de termeni este definita cel mai bine prin considerarea sumei
partiale a primilor n termeni, S,. Daca valoarea sumei partiale S, tinde la o limita
finita, S, atunci cand n tinde la infinit, spunem ca seria este convergenta si suma sa
este limita S. Cu alte cuvinte,
S=1limS, (1.3)

n—oo

> a, =S (1.4)

Daca limita lim S, nu exista sau este infinita, atunci Spunem ca seria este divergenta
n—oo

si nu are sumad.

Exemple:

1. Aratati ca urmatoarea serie este convergenta:

1 1 1 1 =1
Sttt =) —
3 15 35 4n° -1 ~'4n° -1

Considerdam a n-a suma partiala a seriei:

1 1 1 1
Sp=ot =ttt
3 15 35 4n° -1

Pentru calcularea acestei sume folosim metoda diferentelor. Scriem termenul general
in forma:

1 1 _;( 11 j
4n’ -1 (2n-1)(2n+1) 2\2n-1 2n+1

Si reprezentam suma partiald in forma:
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1 1 1 1
= + +ot
1x3 3x5 5x7 (2n—1)(2n +1)

1 1) 1/1 1) 1(1 1 1( 1 1
=—|l1-—|+=-| === |[+=| === |+...+ = -
2[ SJ 2(3 5) 2(5 7) 2£2n—1 2n+1j

i1
2 2n+1

Trecand la limita obtinem:

n—oo

lims ==
2

Cu definitia, seria este convergenta si suma sa este S=1/2, sau

& 11
212

n=1

2. Consideram seria cunoscuta ca progresie geometricd cu ratia q:

*

a+aq+aq’+...+aq" " +...= >y aq"", ackR (1.5)

A n-a suma partiala a seriei este:

S, =a+aq+aq’ +...+aq

:al_q -2 .« , qg=1 (1.6)

e Daca [q/<1, atuncilimg” =0 si astfel:

IimSn:Iim( a._ 4« j: a
n—oo n—»w 1_q 1_q 1_q

. L a
Adica seria este convergenta §i suma sa este o sau
—q
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iaq”’1 -2 (1.7)

e Daca |g|>1, atunci limg"=cw si atunci limS =« adicd seria este
n—ow

n—oo

divergenta.

e Daca q=-1, obtinem o serie divergenta a-a+a-a+..., a=0. Sumele
partiale ale acestei serii sunt:

S - a, pentru n impar
"~ l0, pentru n par
Deci limS, nu exista.

n—oo

Daca q=1, obtinem seria a+a+a+... pentru care S_ =na, si

limS, =limna=o0

n—oo n—o0

Adica seria este divergenta.

In consecinta, seria a+aq-+aqg’+...+aq"" +... este convergentd pentru gl <1, suma sa

fiind 11, si este divergentd pentru |q[>1.

Exemplu:

OO n-1 2

Z‘j(lJ =7+71+7(1j P Ay

= 2 2 \2 11
2

1.2 Operatii cu serii

VVom intelege prin natura unei serii calitatea acesteia de a fi convergenta sau
divergenta. Daca se renuntd la un numar finit de termeni ai unei serii sau daca se
adauga un numar finit de termeni, seria nou obtinutd va avea aceeasi natura
(convergenta sau divergenta) ca si seria initiala. Desigur, In caz de convergenta,
suma se modifica In mod corespunzdtor cu suma termenilor la care se renunta,
respectiv se adauga.
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Teorema 1: Daca seria Y a, este convergentd si daca 1=0 este un numar real,

n=1

atunci si seria,

Aa + A2, +...+ A8 +...= ) A8,
=1

este convergenta si

Zw:ian = ﬂ,i a, (1.8)
n=1 n=1

Teorema 2: Daci seriile ) a,si Y b, sunt convergente, atunci suma si diferenta lor
n=1 n=1

o0 0

D (a,+b,) si > (a,—b,) suntserii convergente si mai mult:

=1 n=1

=}

o0 00

S (a,£b,)=Ya,+3b, (1.9)

n=1 n=1 n=1
Tn cele ce urmeazi, ne ocupam de notiunea de rest pentru o serie.
Definitie: Daca renuntam la primii n termeni ai unei serii convergente:
a+a,+...ta, +a,, ta,,...= .8,
obtinem 0 Seria convergenta:.
Rn:an+1+an+2+...+aw+...:ian+k (1.10)

care se numeste restul de ordinul n al seriei.
Seria originala poate fi scrisd in forma:

Sa =S, +R, (1.11)

n=1

Daca S este suma seriei ) a,, atunci restul va fi R, =S—-S_ pentru orice n=12,...

n=1
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1.3 Teste pentru convergenta seriilor

Desi sumele unor serii infinite populare pot fi calculate, suma unei serii
infinite, in general, este dificil de calculat. Cu toate acestea, este util sa stim macar
daca o serie este convergenta. Pentru a investiga convergenta oricarei serii, este util
sa avem disponibile un numar de teste si criterii cu larga aplicabilitate.

Criteriul Cauchy: O conditie necesara si suficientd pentru ca o serie numerica ) a,
n=1

sa fie convergenta este ca oricare ar fi &£ >0 sd existe un numdr N =N (¢) astfel incat
pentru orice n>N si VpeN sa aiba loc inegalitatea:

a,+a,,+...+a

n+1 n+p

<s (1.12)

Test necesar (preliminar) pentru convergenta seriilor numerice: Dacd seria ) a,

n=1

este convergenta, atunci:
lima, =0 (1.13)

n—ow

Demonstratie: Consideram p =0 in criteriul Cauchy si vom avea [a | <&, pentru toti
n>N(e). Numarul ¢>0 fiind arbitrar, avem lima, =0.

n—ow

(Definitia limitei unui sir: a, > A< Ve>0 3N(¢) ai. |a, - Al<&,Vn>N(¢))

Consecinti: Dacd lima, este nenuld sau nu existd, atunci seria ) a, este divergenta.

n—o0
n=1

Exemple:
1. Seria
—1+0+—+%+cos—+ = cos—
— n

este divergenta deoarece:

. . T
lima, =limcos—=cos0=1+0

nN—o0 n—ow n
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2. Seria

1-1+1-1+...= > (-1)™

n=1

este divergenta deoarece

. . 1 s .~
lima, =lim(-1)" nu exista.

n— nN—o

Remarca: Testul necesar ne da o conditie necesara pentru convergenta unei serii,

conditie care nu este si suficientd, adica conditia lima, =0 poate fi indeplinitd si de
n—oo

o serie divergenta.

3. Consideram seria numerica
1 1
I+ —+—+.. +4—+...= ) — (1.14)
2 3
numitd seria armonica. Seria armonica indeplineste condifia necesara, deoarece:
. 1
lima, =lim==0
n—oo Nn—o0 n

Dar, demonstram ca aceasta serie este divergenta. Astfel in criteriul Cauchy,
consideram p=n, atunci:

1 1 1 1
|8, + 8y Fay, Fet By =
n n+l n+2 2n
1 1 1 1 1 1
>—F——F o —>——F— 4.+ —
n+l n+2 2n n+n n+n 2n
1 1 1 1 1
= +—+4. . +—=n-—==
2n  2n 2n 2n 2

Aceasta inegalitate are loc pentru n oricat de mare. Urmeaza ca pentru ¢ <1/2 si
p=n inegalitatea |a, +a,,, +...+a,,,| <& din criteriul Cauchy, nu este indeplinita,

n+1 n+p

si cu criteriul Cauchy seria armonica este divergenta.
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Teste de comparatie pentru serii cu termeni pozitivi

Test | de comparatie: Fie

a1+a2+...+an+...=ian (1.15)
n=1

bl+b2+...+bn+...:ibn (1.16)
n=1

doua serii cu termeni pozitivi, astfel Tncéat

a <b ,VneN (1.17)

Dacd ) b, este convergentd, atunci §i Y a, este convergenta.
n=1 n=1

Dacé ) a, este divergentd, atunci ) b, este la randul sdu divergenta.
n=1 n=1

Remarca: Acest rezultat are loc chiar daca inegalitatea (1.17) are loc numai pentru
n>k, deoarece renuntind la un numar finit de termeni, nu alteram convergenta
seriel.

Recomandari pentru teste de comparatie:

-seria progresie geometricd a+aq+ag’+...+aq"" +... este convergentd pentru |q/<1,

suma sa fiind ﬁ, si este divergentd pentru |q/>1. Are loc:
ad a
aq"t = — 1.18
le 4 (1.18)

-seria armonica este divergenta si n-are suma:

IS PR o (1.19)
2 3 n = n

Exemple:

1. Examinati convergenta seriei:
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21
anZ”ﬂ/ﬁ

Observam ca:

1 gin:(lj n=12,...
2"+dn 2" \2

Deoarece seria progresie geometrica

(%j este convergenta, atunci cu testul I de
n=1
comparatie seria datd converge si ea.

2. Examinati convergenta seriei

1 1 . ool

Deoarece Inn<n, avem —>= pentru n=2,3,... Cum seria armonicad » =
nn n n=1 N

divergenta, deci si seria data este divergenta.

este

3. Examinati convergenta seriei:

i 1

n=1 N -3

1
<

Cum — < (gj seria datd este convergenta.

4. Examinati convergenta seriei:

= T
nz_;(l—cos 5]

Cum sinx<x, Vx>0, avem inegalitatile:

2 2
0<1l-cos X =2sin2—*_<2[ =~ _r 1
2" 2x2" 2x2"

2
. . ol
Cum seria progresie geometrica ) ~—

> (Zj este convergenta. Atunci, cu testul | de
n=1
comparatie, seria datd este convergenta.
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Test Il de comparatie (la limitd): Fie > a si > b doud serii de numere reale
n=1 n=1

pozitive astfel incat limita:
limd -1 (0<L<w) (1.20)

n—o0

sd existe si sa fie finitd si nenula. Atunci seriile au aceeasi naturd, sunt convergente
sau divergente simultan.

Exemple:

.. e LT
1. Examinati convergenta seriei »_sin—
="' n

n=1

< . < . !
Comparam seria data cu seria armonica E —.
o N
n=1

. T . T
SIin— SIin —
im> = lim—" = limz— " =720
n—o N n—oo l n—o
n n

Seria armonicd este divergenta deci si seria data este divergenta.

2. Examinati convergenta seriei ) >
~2"—n
n=1

n=1

) C. ) a1 )
Pentru comparatie consideram seria convergenta Z(—J . Atunci:

1
lim 2 = [im22=" _ jim — lim ~120
n—w bn n—o i n—w 2 —-n n—ow 1_7

2" 2"

. : < <
Deoarece lim— =0. Astfel seria data este convergenta.

nN—o0 2

. . o1
3. Examinati convergenta seriei Z—

n=1 n-—

< . < . !
Comparam seria data cu seria armonica E —.
o N
n=1

10
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1
lim & —jim20=1 _jim_ " _1_g
n—oo bn n—o 1 n—wo 20 =1 2

n

Seria armonica este divergenta deci si seria data este divergenta.

4. Stiind ca seria ii este divergenta, determinati natura urmatoarei serii:

n=1

= 4n* —n-3
z—

~ n*+2n
Daca consideram a, =(4n® —n-3)/(n’+2n) si b =1/n atunci limita (1.20) devine:

L Iim(4n2—n—3)/(n3+2n) 400’ =3n _

N—>o 1/n n—o n3 +2n

4

Deoarece limita este finita si nenula, seria data este si ea divergenta.

Test D’Alembert: (Testul D’ Alembert pentru convergenta unei serii) Consideram

seria > a, CU a, >0. Daca:

n=1

lim 2t — 5 (1.21)

n—o0 an

atunci pentru 0< <1 seria este convergenta, si pentru 1>1 seria este divergenta.
Daca =1, atunci nu se stie natura seriei.

Exemple:

0 2

. . . . n

1. Examinati convergenta seriei » —
n=1

2
n’ (n+1)
a, :? a ., = 2n+l

2 An 2
n+l) 2
nmﬂﬂ=nmL—J——=nm1@+1j=%<1

n—ow a‘n n—w 2n+ln2 n—w 2 n
Cu testul D’ Alembert seria este convergenta.

11
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o0 n
2. Examinati convergenta seriel Zn—l
n=1
n n+l n
LM an+1:(n+1) _(n+1)
n! (n+1)! n!

n+1)"n! "
jim 222 _ i { |)n =|im[1+1j —e>1
n—o0 n

n—oo an n—oo n 1 n

Cu testul D’ Alembert seria este divergenta.

2n-1

n

3. Examinati convergenta seriei )
n=1

2n-1 2n+1
a‘n = n N+l —  Antl
2 2
2n+1)2"
fim&a i (202" oon+l 1,

o g N—w 2”*1(2n_1) :n~>oo 4n—-2 B 2
Cu testul D’ Alembert seria este convergenta.

4.Determinati daca urmatoarea serie este convergenta

51 1.1 1 1 1 1
D= =24
Snl o0l 121 3 21 3!
Putem folosi testul raportului D’Alembert pentru a stabili ca aceasta serie este
convergenta.

n

I
A=tim| &4 | = fim " _jim—t— 0
n—so|l g naw(n_}_l)! naoon+1

Observatie: Seria data poate fi obtinuta inlocuind x=1 in dezvoltarea Maclaurin a
exponentialei e*:
X X2 3 n

g =1l+—F+—+—+...+—+..., ¥XeR
1 2t 3! n!

Cum stim ca aceasta este convergenta seria data are suma e' =e .

12
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Test Cauchy: Considerdm seria » a, cU a,>0. Daci:

n=1

limya, =4 (1.22)

N—o0

atunci pentru 0< 1<1 seria este convergenta, si pentru A>1 seria este divergenta.
Daca A =1, atunci nu se stie natura seriei.

Exemple:
1. Determinati daca urmatoarea serie este convergenta:

2 (1) 1 1
dYI=] =1+ o+
) 1303

n1\ N

Cu testul radacinii al lui Cauchy, avem
: . (1
limy/a, = IIm(—jZO
n—oo n—>o\ N
Deci seria este convergenta.

n
o ..
2. Examinati convergenta seriei Z(—j

—=\3n-1
limyfa, =lim—"— =11
n—w n—o3n-1 3

Cu testul Cauchy seria este convergenta.

n

3. Examinati convergenta seriei )

=In"(n+1)
2" 2
%= In" (n+1) o = In(n+1)
limya, =lim =0<1
N0 n>=In(n+1)

Cu testul Cauchy seria este convergenta.

13
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4. Examinati convergenta seriei 22—1H(1+ Ej
n

n=1

aﬁi 141 n/a, =3(1+1j
2" n 2 n
limya, = Iim1[1+1j :le >1
n—w n—w 2 n 2

Cu testul Cauchy seria este divergenta.

Testul Cauchy integral: Fie f(x) o functie continud, pozitivd si monoton

descrescatoare pentru x >1. Atunci seria »_ f (n) si integrala improprie J' f (x)dx sunt
1

n=1
convergente sau divergente simultan. Rezultatul este valabil si pentru x>a, cu a un
numar mai mare ca unu.

Exemplu:

Examinati convergenta seriei lui Dirichlet (armonica generalizata):

y 1 (1.23)

n=1 np

f(n)=— sau f(x)==

I % este convergentd pentru p >1 si divergentd pentru p <1
1

Pentru p=1 seria este seria armonica care stim ca este divergenta.

Intr-adevir,
+o0 b -p+l b -p+l
J‘ipdx=lim xPdx = lim | = =Iim[b _ 1 ]z ! daca p>1.
1 X b4)+001 b—+o0 _p+11 b—+o0 _p+1 _p+1 p_l

. -t | o
Deci, seria ) = este convergentd pentru p>1.
~n

Observatie: Convergenta multor serii poate fi testata cu ajutorul seriei Dirichlet.
Functia Riemann zeta este:

g(p):z— (1.24)

Si este convergenta pentru p>1.

14
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¢(p)
7% 16
%190
72 1945

o B~ DNT

1. Examinati convergenta seriei Z

nln +1
()=

x*+1

de

b
) dx b
= lim = lim arct x = I|m arctgbh —arctgl
1 X2 +1 b—)+oo-" g ( g g )

1 X2 +1 bowe

NIN
AIN
NGRS

Integrala este convergenta, deci si seria este convergenta.

2. Examinati convergenta seriei Z .
~n? +

oxdx o Foxdx 1 b . (1 1
!ﬁﬂﬂmbumewﬁmkﬂﬂﬂ®HWyMF

Adica integrala este divergenta, seria este si ea divergenta.

3.Determinati daca urmatoarea serie este convergenta:

< 4 4
=44+4+—+—+...
2oy (n- 3/2) 9 25

Consideram functia f(x)=ﬁ . Desigur f(n)=a, si f(x) descreste monoton
X_

pentru x>3/2. Aplicand testul integral, consideram

1 . 1 Yo (1 1
lim| ————dx=lim| - =lim - =
b= (x—3/2) boel x—3/2 b>e\2-3/2 b-3/2

Deoarece integrala este convergenta, seria este convergenta.

15
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1.4 Serii alternate. Testul Leibniz

Definitie: Seria alternata este o serie in care termenii alterncaza semnele:
a—a,+a;—...+(-1) " a, +... (1.25)
In aceasta expresie toti a,_ au acelasi semn (de exemplu a_ >0).

Exemplu: Seria armonica alternata:

Testul Leibniz: Presupunem ci in seria alternati a —a,+a,—...+(-1)" a,+...

n

(a, >0) sunt indeplinite conditiile:

J a>a,>a >... (1.26)
o lima, =0 (1.27)

n—oo
Atunci, seria este convergenta, iar suma sa S este pozitiva si nu excede primul
termen, adica 0<S<a,.

Exemplu: Seria armonica alternata

111 1 o (-1)"
1-=4+=-Z+=—...= 1.28
2 3 45 Z;‘ n (1.28)
este 0 serie convergenta deoarece
-1, si lim2 =0
2 3 n~>oon

Testul Leibniz ne permite sa estimam restul de ordinul n al unei serii
convergente,
R, =*(ay,,—a,,+..)

n n+2

rest care este la randul sau o serie alternatd convergentd. Avem |R |<a,,,. Deoarece

R,=S-S,, atunci

n+l*

S-S,|<a (1.29)
Eroarea absoluta datorata inlocuirii sumei unei serii alternate cu a n-a suma partiala

a seriei, nu este mai mare in valoare absoluta, decat primul dintre termenii la care s-
a renuntat.

n+1

16
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Exemplu: Verificati convergenta si calculati aproximativ suma seriei:
n-1
S S S e
2! 31 41 n!
pastrand numai primii patru termeni si estimati eroarea.

+...

Deoarece 1> % > % >... §i IimlI =0 seria este convergenta.
13! n !
1 1 1

S=§,=1-—+--—=0.625
2 6 24

Atunci, [S-S,|< 1t . Eroarea absoluta este mai mica decat L 0.0083.
51 120 120

1.5 Serii cu termeni pozitivi si negativi (oarecare)

Consideram seria cu termeni pozitivi si negativi a +a,+a,+... §l seria
valorilor absolute |a,|+|a,|+|a;|+...

Daci seria ) |a,| este convergenta, atunci si seria Y a, este convergentd.
n=1 n=1

Definitii:
[J Seria cu termeni pozitivi §i negativi Y a, se numeste absolut convergentd

n=1

daca seria i|an| este convergenta.

n=1

[ Seria > a, se numeste semiconvergenta sau conditionat convergentd daca
n=1

este convergenta si seria » |a| este divergenta.
n=1

Exemple:
1 1 1 1 1

1. Seria l_?_3_2+F_5_2_6_2+"' este absolut convergenta, deoarece seria
1 1 1

. 1 1 <
valorilor absolute 1+ = + = + = + =+ = +... este convergenta.
22 3 4 5 6

17
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2. Seria 1—%+%—%+%—... este semiconvergenta deoarece este convergenta si
. . . .o 1 11 1
seria valorilor absolute este seria armonica 1+§+§+Z+g+... care este
divergenta.
Observatii:

<>lay|-

n=1

2.8,

n=1

1. Dacd seria ) |a,| este convergentd, atunci are loc:
n=1

2. La stabilirea naturii seriei i|an| putem folosi testele stabilite la serii cu termeni
=1
pozitivi.

Teorema 1: Daca termenii unei serii absolut convergente sunt arbitrar rearanjati,
atunci seria ramane absolut convergenta si suma sa nu se modifica. Deci, suma unei
serii absolut convergente este independenta de ordinea in care se aduna termenii.

Teorema 2: Daca o serie este semiconvergentda, atunci putem rearanja termenii seriei
a.l. seria rezultatd sd aiba o alta suma. Mai mult, rearanjarea poate fi facuta a.i. seria
rezultata sa fie divergenta.

Exemplu:

Cy e . . . < 1 1 11
Consideram seria armonica alternata semiconvergenta 1—5 +§_Z+ s cusumasS.

Rearanjam termenii incat fiecare termen pozitiv sa fie urmat de doi termeni negativi:

1 1) (11 1) (1 1 1
1- == |+ =-=-= + === |+
-G G nn
1 1) (1 1) (1 1
o e B e B B B
(2 4] (6 8) (10 12)
1(, 1) 1(1 1) 1(1 1
== |1-Z |+ === [+=]| =—= |+
2( 2) 2(3 4) 2(5 6)

1 11111 1
==|1-Z+>-=+=-Z+...|==S

2 2 3 4 5 6 2
Seria obtinutad prin reordonare are suma egala cu jumatate din suma seriei initiale.
Impotriva intuitiei, termenii unei serii armonice alternate pot fi rearanjati astfel incat
seria sa aiba alta suma. Intr-o suma finita de termeni rezultatul este independent de

ordinea in care adunam termenii, totusi aceasta regula isi poate pierde valabilitatea
ntr-o suma infinita.

18



