10.3 Vibratii libere in coarda fixate la capete. Metoda Fourier
(continuare)

Exemplu: Determinati legea vibratiilor libere ale unei coarde omogene de

lungime I, fixata la ambele capete, daca la t =0 coarda are forma unei parabole
hx(I-x), h>0 constant, viteza initiala fiind nula.

Problema matematica este 0 problema mixta alcatuita din ecuatia:

gt—zgzaza—;,t>0,0<x<l (10.51)
cu conditiile la limita:
ul, ,=ul_,=0,t>0 (10.52)
si cu conditiile initiale:
ul_, =hx(1-x), gt—u =0, 0<x<I (10.53)
=0

Folosim metoda Fourier si cautam solutiile netriviale ale ecuatiei (10.51) care
verifica conditiile la limita (10.52), in forma:

u(xt)=T(t)-X(x) (10.54)
Substituim u(x,t) cu forma (10.54) in ecuatia (10.51) si separdm variabilele

astfel:
T"(t) X (x)=a’T (t) X"(x)

Ty _X"(x) (10.55)
a'T(t) X(x)
Partea stanga a ecuatiei (10.55) este o functie numai de timp, iar partea dreapta
este o functie numai de coordonata si totusi sunt conectate prin ecuatie.
Aceasta egalitate poate sa aiba loc numai daca, in ciuda aparentelor, fiecare
termen nu depinde de variabila sa independenta ci este egala cu o constanta
numita constanta de separare.
) X' __, (10.56)
a’T(t) X(x)
= doua ecuatii diferentiale ordinare Separate, ce sunt conectate prin
intermediul constantei de separare:




T"(t)+Aa’T (t)=0 (10.57)

X"(x)+AX (x)=0 (10.58)
Cu conditiile la limitd (10.52) u| _ =u| , =0, obtinem conditiile pentru X (x):
X(0)=0  X(1)=0 (10.59)

Am stabilit deja ca valorile proprii ale problemei (10.58-59) sunt:

2 :(”I_”J n=12,... (10.60)

n

Cu functiile proprii corespunzatoare (solutia ecuatiei diferentiale liniare,
omogena cu coeficienti constanti (10.58)):

Xn(x):sinnl—ﬁx, n=12,... (10.61)
Pentru 4 =24, solutia generala a ecuatiei (10.57), T"(t)+1a’T (t)=0 este:
T, (t)= Acos?Hanin?t (10.62)

O solutie a ecuatiei (10.51) va fi:
u, (xt)=T,(t)X,(x)= (A1 cosl—t+B sm?tjsm#

Cum ecuatia cu derivate partiale este liniara, solutia poate fi formata prin
suprapunerea solutiilor corespunzatoare tuturor valorilor constantei de
separare A permise.

Aceasta suprapunere duce la solutia problemei originale in forma seriei:

u(x,t):i(A1 cosl—t+B smthsmnl—ﬁx (10.63)

n=1

Zt—u(x,t)zi:@[ As nTt+B cosl—tjsmnl—ﬁx (10.64)

=

Pentru a determina coeficientii A, si B, vom folosi conditiile initiale (10.53):

ou
u =hx(l-x), — =0, 0<x<I
|t:0 ( ) at -0
u|t=0:hx(l—x):iAqsinn—”x, 0<x<I (10.65)
a i_s sin " x, 0<x<| (10.66)
Gtto o I



Din (10.66) rezulta ca B, =0, vn, iar din (10.65) rezulta:

:_J'hx sm—x dx (10.67)

Pentru determinarea rezultatului integram de doua ori prin parti:

A = 2|h.('[ Ix x)sm—xdx— _:[Ix G (——cosl—xj

Nz

| |
:_hL_L(b(_xz)cosn—”x +|— (I—2x)cosn—7rx de
| |, nx |

:Z_j(l —2x)cosn|—”x dx:z—j(l —2x)d (Lsinn—ﬂx)

0

=2—h((l ZX)Lsmn—ﬂx
Nz 14 |

I Nz
+— Zsm—x dx
o Ny |

2h 2l ¢ . nrz 4h|(| n;zj
=——|sin—Xx dX=——| ——cos
nz Nz, n“z=\ n

4h2( nz Y 4h? 4h12 1
=53 (COST xjo =53 (cosnz—1)=- 3 ((—1) —1)
2
A2m+l:% 1 m=o!1121'°- (10.68)

Substituim valorile determinate pentru coeficientii A, si Bp in (10.63) si
obtinem solutia problemei:

2 ©
u(x,t):8I 3h ! cos(zmﬁl)”atxsinmx

10.69
7 3 (2m+1y’ (10.69)




Cap XI Ecuatii parabolice
Bibliografie: Krasnov et al.(1989), Riley et al.(2006)

11.1 Ecuatia caldurii

Ecuatiile cu derivate partiale parabolice de ordinul doi modeleaza
transferul de caldura si difuzia.

VVom deduce ecuatia care guverneaza distributia de temperatura intr-un
material conductor de caldura. Notam cu u(x,y,z,t) temperatura in mediu in

punctul M(x,y,z) la momentul t. Considerand mediul izotrop, notam cu
p(M) densitatea sa, cu c(M) caldura specifica si cu k(M) conductivitatea

termica in M. In interiorul corpului caldura poate fi produsa sau absorbita (de
exemplu prin reactii chimice). Notam cu F(M,t) densitatea de surse de
caldura in punctul M la momentul t.

Calculam bilantul caldurii intr-un volum arbitrar V, intr-un interval de
timp (t, t+dt). Fie S frontiera lui V si i normala exterioara la S. Daca
temperatura corpului nu este uniform distribuita, atunci iau nastere fluxuri de

caldura. In acord cu legea Fourier pentru fluxul de caldura, prin suprafata S
intra in volumul V urmatoarea cantitate de caldura:

Q :jjka—“dsdtzﬂ(k grad u,i®) dst (11.1)
g on S

unde ii® este vectorul unitate al normalei exterioare la S.
In ultima integrala aplicam teorema Gauss si transformam integrala de
suprafata in integrala de volum:

Q, = [[[ div(k grad u)dvdt (11.2)

Inputul surselor de caldura in interiorul lui V este:
Q, :IJIF(X, y,z,t)dvdt (11.3)
\Y

Presupunem ca in intervalul de timp (t, t+dt) temperatura in V se modifica

Cu:

Au=u(M,t+dt)—u(M,t)=g—l:dt (11.4)



Fizica procesului spune ca pentru aparitia acestei modificari este necesar sa
avem un input de caldura:

Q, =jvjj<:p%“dvdt (11.5)
Din conservarea de energie avem:
Q=Q+Q,,
'm[div(k grad u)+F—CpZt—u}dvdt:0 (11.6)
v
Cum volumul V este arbitrar, obtinem ecuatia:
Cpg—lszdiv(k grad u)+ F (M t) (11.7)

Daca mediul este omogen, adica daca c, p si k sunt constante, atunci ecuatia
(11.7) devine:

N _aAu+f (11.8)
ot
unde,
2 2 2
azzi, fzi, Au=al:+al;+al:
co co oxX® oy° oz

Ecuatia (11.8) se numeste ecuatia caldurii. Similar se deriveaza si ecuatia
difuziei.

Pentru ca procesul de transfer de caldura sa fie descris complet, sunt
necesare distributia initiala de temperatura (conditia initiala) si conditiile pe
frontiera (conditiile la limita).

In cazul unidimensional ecuatia transferului de caldura este:

ou _,0%u
o2ty 11.
a3 f(xt) (11.9)

11.2 Problema Cauchy pentru ecuatia caldurii

Consideram ecuatia unidimensionald omogena a caldurii:
0

11.1
ot ox? ( 0)



ce corespunde cazului fara surse de caldura deoarece f(x,t)=0. Formuldm

problema Cauchy in modul urmétor: determinati functia u(x,t)care verifica

ecuatia:
2
N _a2 %Y 450, m<x<w (11.11)
ot OX
si conditia initiala:
ul_, =@(x), —o<x<ow (11.12)

Din punct de vedere fizic, problema constd in determinarea temperaturii unei
bare infinite, omogene, la orice moment de timp t>0, cand se cunoaste
temperatura sa ¢(x) la t=0. Se presupune bara izolata termic si caldura nu

paraseste bara.

Cum variabila spatiala X variaza de la —o la +00, vom supune ecuatia si
conditia initiald la transformare Fourier in X.
Ipoteze:
1. u(x,t) si ¢(x) sunt suficient de netede si pentru x* +t* — o acestea descresc

atat de repede la zero incat sa existe transformatele Fourier:

1 7 i
t)=—— ,t)e™*d 11.13
v(a,t) \/ﬂj;u(x )e*dx ( )

1 % -
P(w)=—— ~Xd 11.14
#(0)= g5 [ o(x)edx (11.14)

2. Se pot face diferentieri, astfel Incat:
1 Tou o 1 % r dv(w,t)
— | —edx==| — t)e"dx |= 11.15
\/2;z_[05te g at(\/zﬂ_[)u(x )e Xj t (11.15)
L8 = (i) v(t) =0 (ort) (11.16)
\2r _OO@XZ

in relatia (11.16) transformata Fourier inlocuieste diferentierea cu operatia de
inmultire. Transformata Fourier a derivatei functiei este egald cu produsul
dintre i si transformata Fourier a functiei.

FI 19 (%) |=(i0) F[f(x)], k=012..m  (11.17)



. - . ou o’u 1
Multipl bel 1 1111) —=a*— cu —
ultiplicdim ambele parti ale ecuatiei ( ) p a o N

integram in raport cu X la —o la +w, si apoi cu (11.15-16) obtinem:
%+a}2a2v:0 (11.18)

Din conditia initiald (11.12) u|_ = ¢(x) obtinem:
v, =9(o) (11.19)

efimx sl

Observam ca, daca aplicam problemei (11.11-12) transformarea Fourier,
obtinem problema Cauchy (11.18-19) pentru o ecuatie diferentiala ordinara in
care o joaca rolul unui parametru.
Solutia problemei (11.18-19) se obtine separand variabilele:

dv

y —w’a’dt In|v| = -w’a’t +In|C|

In

1‘ = —w’a’t v(t)= Ce @t
C

Si, cu conditia initiala (11.19), solutia are forma:
V(o,t)=¢(w)e™ (11.20)

Din capitolut VIII Transformari integrale, transformari Fourier,
primul exemplu de transformatd Fourier, stim ca transformata Fourier a
Gaussienei este tot 0 Gaussiana si putem arata ca si al doilea factor din solutia
(11.20) este tot o transformata Fourier.

Intr-adevir,

a2t | afaen

2
L ——iwx+o’a’

1 e t 22
g 4at e " dx
2a~/rt ’[O

F L g 4t | = t 1 je_me““’xdx
2 4

2
0 X .
B 1 e—a)zazt J. e—(?\h_ﬂwa\/t—j

N 2a\/E

dx

dx

Cu schimbarea de variabila y = +ivavt  dy =

X 1
2ant 2ant



1 S 1 L. o i
F aat | _ = g0t [ gy w’a’t o’a’t 11.21
L@e } n M LA

Tn concluzie, partea dreapti a solutiei (11.20) este produsul dintre

XZ

e74a2t .

transformatele Fourier ale functiilor ¢(x) si
t ?(x) s o

Folosim acum teorema de convolutie in acord cu care:

F[f,* f,]=v2z F[1,]F[f,] (11.22)

Cu aceastd teoremad putem reprezenta solutia (11.20) v(w,t)=¢(w)e™" a

problemei (11.18-19) —+a) a’v=0, v|_, =¢(w) astfel:

V(a),t)—gb(a))ewzazt—%F{ (%)~ j_e i } (11.23)

Partea stanga a ecuatiei (11.23) este transformata Fourier a functiei
necunoscute u(x,t), si putem rescrie relatia precedenta:

2

Flu(x0]- 7= F[gp(x)*efﬁ}

X2

Folosind expresia de definifie pentru convolutia functiilor ¢(x) si e **,

obtinem:

Flu(xt)]= 2a\1/ﬁ F[J;go(l)e 4a’t d/l}
(fl*fz)(r)zgo(r):j f,(x) f, (z—x)dx

)

u(x,t)= Ae @t da, t>0 (11.24)

ZaJ_ .

Aceasta este solutia problemei originale (11.11-12) si se numeste integrala
Poisson.



_(x—/l)2
;e 42t din formula Poisson se numeste solutie
2a~/mt

Functia G(xt;1)=

fundamentala pentru ecuatia caldurii. Vazutd ca functie de X si t, G(x,t;4)

verificd ecuatia u, =a’u, . Solutia fundamentald are semnificatie fizicd ce

rezultd din considerentele urmatoare. Presupunem ca distributia inifiala de
temperatura este:

1
o(X)=o, ()1 207 08 Poxl<e (11.25)
0, daca |x—x|>¢
Cu formula Poisson:

Xo+€ (x—ﬂ.)2

J' e “tdy

u(x t):i 1
’ 2¢ Zax/E
Cu teorema de medie:

i 0 ey )
J- e “tdi=2ce %t cU le[xo—g,onrg]

Xo—€

()
1 N
u(x,t)= e 4t 11.26
() 2a\/nt ( )
Trecand la limitd ¢ -0, gasim:
(%)’
u(x,t)= e 2t =G(x,t%) (11.27)

2ax/rt
Aceasta inseamna cd functia G(x,t;x,) reprezintd distributia de temperatura in
bard pentru t >0, dacd la t=0 §i x=Xx, a fost un varf infinit de temperatura (cu
¢ —0 functia ¢, (x,) —+o) si in rest temperatura a fost nuld pe bara. O astfel

de distributie inifiala de temperaturd poata fi realizata aproximativ astfel: la
t=0 aducem pentru un moment de timp in punctul x=x, al barei o flacara
ingusta la temperaturd excesiv de mare, adica un puls de temperaturd. Aceasta
distributie initiala de temperatura este descrisa de functia & Dirac, notata
S(Xx=Xy).

Functia 6 Dirac nu este o functie in sens clasic, si se defineste formal cu:



0, daca X # X,

11.2
+o0, daca X=X, ( )

5(x—xo):{

Cele mai importante proprietati ale functiei & Dirac sunt:

B
(@) j 5(x—xy)dx=1 pe orice interval («, ) care contine punctul Xo.

f(x), daca x, (e, B)

v functia continua f (x).
0, daca X, &(a,p3)

B
(b) J'f(x)d(x—xo)dx:{

Astfel, solutia fundamentald G(x,t;x,) este o solutie a ecuatiei caldurii pentru
bara infinitd cu distributia initiald de temperaturd ¢(x)=5(x-x,). Graficele
lui G(x,t;x,) pentru diverse valori t>0 sunt redate in figurd pentru a=1,
x, =3. Curbele 1, 2, 3 corespund la momente de timp 0<t, <t, <t,.

034
0.2+
0.1+

)

r T 1
-10 1] 1 20

Figura1l.1

Exemplu: Determinati solutia problemei Cauchy:

ou _o’u
E:?, t>0, —0o<X<w
X
2
ul_, =e", —00 < X < 0

t=0

1 © (X*l)z

i [ e

Cu formula Poisson (11.24) u(x,t)=

pentru ¢(x)=e™" si a=1, obtinem:

10



(x— /1)2

e 2e “dAa, t>0
2J__£

2t 2t tjdﬂ

2
o 22 (x ﬂ.) o 22 %2 xa a2 l{iz+x XA A

J'eze  gg= J'e24tzt4td;t J' a2t

" 1[121+2t X2 x4

2t t 2t]dl=jez

2 2 2
" 11+2t(/12 X2 2X/1] . 11+2t(/12 2x4 X X

J‘e 2 2t |© "2t w2t 4= J‘e 2 2t |7 12t (1) (1+2t)2'1+2t]d}b _

—0

2 2 2
11+2t( X X ll+2t(/12 2xA X X2 o 11+2t( X

o 2 2t L (1+2t)2 '1+2t] T o 2 2t L 1+2t (1+2t) ]dﬂ, e 2(1+2t) J' 9_57 ﬁ_ﬁj dﬂ,

—00

Facem schimbarea de variabila:

ég_\/1+2t(/1_ X j q :\/1+2t
N 1+2t

Cu care integrala de mai sus devine:

2

_2(1):2t) \/Z—t T ‘5‘”5 de = 1):-2t \/27 N for= 2\/— 2(1+2t
N1+2t 7 V1+2t V1+2t

Solutia u(x,t) a problemei date va fi:

u( ) 1 2\/7 1+2t Lefz(ﬁzt) t>0
2Jmt 12t 2 J1+2t ’

u(x,t)= ! e 2420 50

r
=20

Figura 11.2
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11.3 Propagarea caldurii in bara finita

Daca o bara are lungimea | si ocupa segmentul 0<x<I pe axa x, atunci
pentru a formula problema de propagare a caldurii intr-o astfel de bara, in plus
fata de ecuatia transferului de caldura:

ou o’u
E:azyﬁ' f(X,t) (1129)
si conditia initiala:
ul_, =e(x) (11.30)

este necesar sa cunoastem conditiile de temperaturd la capetele barei x=0 si
x =1, adica sa specificam conditiile la l[imita. Conditiile la limita pot fi diferite
depinzand de conditiile de temperatura la capetele barei. Vom considera cele
mai importante trei tipuri de conditii la limita.

1. La capetele barei cunoastem temperaturile (conditii Dirichlet):
u(0,t)=z4(t), u(lt)= s, (t) (11.31)
unde g (t) si u,(t) sunt functii definite pe 0<t<T intervalul de timp pe care

se studiaza procesul.
2. La capetele barei cunoastem valorile derivatelor (conditii Neumann):

CLI) CLI (11.32)
OX el
Aceste conditii apar atunci cand cunoastem fluxul de caldura prin capetele
barei.
3. La capetele barei avem relatii liniare intre functie si derivatele sale:
M auon-en), M =-au(t-e@),  (11.33)

x=0

x=0

x=I
unde, 6(t) este o functie cunoscutd, temperatura mediului, iar A este

coeficientul de schimb termic.

Dintre problemele de mai sus ne vom referi la prima problema mixta pentru
ecuatia transferului de caldura.

12



Formularea problemei: Determinati solutia u(x,t) a ecuatiei (11.29) in
domeniul 0<x<lI, t>0, u(xt)eC’{0<x<I,t>0}, care verifica conditia
initiala (11.30) pentru 0<x<I si conditiile la limita:

ou , o

E:a FJF f(xt) (11.29)
ul_, =e(x) (11.30)
u,=sm(t), u_ =m(), t=0 (11.34)

Consideram ca functia u(x,t) este continua in domeniul inchis:
D={0<x<l1,0<t<T} care necesita ca functiile ¢(x), (t), u(t) sa fie
continue si sa fie indeplinite si conditiile ¢(0)=z(0), ¢(1)=,(0).

0 x=1 X
Figura11.3

Teorema 1 (principiul maximului): Daca functia u(x,t)eC(D) verifica

2
ecuatia caldurii %:az% in domeniul D{0<x<1,0<t<T}, atunci valorile
X
maxime si minime pentru u(x,t) se ating fie la t =0 fie pe frontierele x=0 sau
x=1.
Interpretare fizica: daca temperatura unui corp pe suprafata sau la t=0 nu
depaseste o valoare M, atunci in interiorul corpului (fara surse) nu va exista

temperatura mai mare decat M.

Teorema 2 (de unicitate): Solutia problemei (11.29-30-31) in dreptunghiul
D{0<x<l,0<t<T} este unica.

13



Teorema 3: Solutia problemei (11.29-30-31) depinde in mod continuu de
conditiile initiale si la limita.

Metoda Fourier pentru ecuatia caldurii
Consideram problema mixta ce implica ecuatia caldurii cu primele conditii la
limitd. Determinati solutia u(x,t) a ecuatiei:

2
, 0°U

gt—uza 8x2+f(x’t)’ t>0, O<x<I (11.35)
care verifica conditia initiala:
ul_,=e(x), 0<x<I (11.36)
si conditiile la limita:
u(0t)=g4(t), u(lt)=m,(t), t=0 (11.37)

1. Cea mai simpla astfel de problema este cea cu ecuatia omogena:
2
M _a2 %Y 50, 0<x<l (11.38)
ot OX
CU conditia initiala:
ul_,=e(x), 0<x<lI (11.39)

si conditiile la limita omogene:

u(0,t)=0, u(lt)=0, t=0 (11.40)

Folosim metoda Fourier si cautam solutiile netriviale ale ecuatiei (11.38) care
verifica conditiile la limita (11.40), in forma unui produs:

u(x,t)=T(t)-X(x) (11.41)
Substituim u(x,t) in ecuatia a—u:aza—zl::
ot OX
T'(t) X (x)=a’T (t) X"(x) (11.42)
T _X"x) (11.43)

a’T(t)  X(x)
Partea stanga a ecuatiei (11.43) este o functie numai de timp, iar partea dreapta

este o functie numai de coordonata si totusi sunt conectate prin ecuatie.
Aceasta egalitate poate sa aiba loc numai daca, in ciuda aparentelor, fiecare

14



termen nu depinde de variabila sa independenta ci este egal cu o constanta
numita constanta de separare.
T'(t) _ X"(x)

27T (0) = ) =-1 (11.44)

= doua ecuatii diferentiale ordinare:
T'(t)+2aT (t)=0 (11.45)
X"(x)+AX (x)=0 (11.46)

Pentru a obtine solutiile netriviale de forma (11.41) u(x,t)=T(t)-X(x) cu
conditiile la limitd u(0,t)=0, u(l,t)=0, este necesar sd obtinem solutiile

netriviale ale ecuatiel (11.46) cu conditiile:

X(0)=0  X(1)=0 (11.47)
Trebuie sd rezolvam o problema de valori proprii, adica sa gasim A pentru
care problema (11.46-47) are solutii netriviale. S-a aratat la ecuatia undelor ca
doar pentru valorile 1>0 problema are solutii netriviale. Radacinile ecuatiei
caracteristice asociate ecuatiei (11.46) X"(x)+4X (x)=0, sunt +iv/2 si solutia

generala a ecuatiei diferentiale (11.46) este:
X (x) =C, cos/Ax+C, sin/Ax (11.48)
Cu conditiile la limita X (0)=0, X(1)=0 avem:
C,-1+C,-0=0
{Cl cos/Al +C,sin+/A1 =0
1 0
cos~/l sin/l

Sistemul are solutii netriviale daca

\/zlznir,

‘:o, sindal=0 =

! I
Cum C, =0din sistem, functiile proprii sunt:

xn(x):sinr‘l_”x,nzl,z,... (11.50)

A :(n—”jz,n=1, 2. (11.49)

Pentru 2 =4, solutia generala a ecuatiei (11.45) T'(t)+4a’T (t)=0 se obtine
Ccu separarea variabilelor:

2 2
d_T+[@) T=0 = d—T:—(@j dt
dt I T |

15



nra ? T nza ?
InTz—(I—j t+lna = In—:—(—j t

a I
T (t)= ane('J t (11.51)
CuU a, constante arbitrare.
Functia:
u, (xt)=T,(t)X,(x)= ane(') sin nl—”x , n=12,... (11.52)

este o solutie a ecuatiei (11.38) Zt—u:a Cum ecuatia este liniara, prin

X2

suprapunerea solutiilor corespunzatoare fiecarui n formam seria:

u(x,t):ia e_($)2t sinnl—”x (11.53)

n
n=1

Cerem ca aceastd functie sa verifice si conditia initiald u|_, = ¢(x):
go(x):Zansinnl—ﬁx (11.54)
n=1

Aceasta serie este dezvoltarea in serie Fourier a functiei ¢(x) pe (0,1). In

consecinta putem calcula si ultimii coeficienti necunoscuti din solutia
problemei (11.53):

a =Ef(p(x)sinnl—ﬂx dx,n=12,... (11.55)

n
I 0

Exemplu: Determinati distributia temperaturii intr-o bara uniforma cu
lungimea n, daca temperatura initiald a barei este u|_ =sinx, 0<x<z si la

capetele barei temperatura este nula.
Consideram ecuatia:

2
M_a2%U 40, 0<x<r (11.56)
ot OX
cu conditia intiala:
ul_,=sinx, 0<x<rx (11.57)
si conditiile la limita:
ul ,=0, ul_=0,t=0 (11.58)
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Folosim metoda Fourier si cautam solutiile netriviale pentru ecuatia (11.56),
care indeplinesc conditiile la limita (11.58), Tn forma de produs:
u(x,t)=T(t) X (x) (11.59)

Substituim u(x,t) in ecuatia (11.56), si separam variabilele:
T X, (11.60)

a’T(t)  X(x) -

= doua ecuatii diferentiale ordinare:

T'(t)+2a°T (t)=0 (11.61)
X"(x)+AX (x)=0 (11.62)
X(0)=X(z)=0 (11.63)

2
Valorile proprii ale problemei (11.62-63) sunt A, =(n|—”j = A, =n",n=12,...

, lar functiile proprii sunt X, (x)=sinnx. Pentru A=24, solutia generald a
ecuatiei (11.61) este T,(t)=ae™"" si astfel 0 solutie a ecuatiei (11.56)

2
N _ g a—f este:
ot X
u, (x,t)=a,e™"" sinnx (11.64)
Cum ecuatia este liniara, cautam solutia problemei (11.56-57-58) sub forma
seriei:
u(xt)=> ae """ sinnx (11.65)

n

Daca impunem conditia initiald (11.57) u|_ =sinx, avem:
u(x,0)=sinx=>a,sinnx
n=1

De aici, a, =1, a, =0, k=2,3,... Atunci, solutia problemei originale va fi:
u(xt)=e""sinx (11.66)
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Figura 11.4 Conditia initiald (11.57) cu rosu; solutii u(x,t) pentru
O<t <t, <t3 s1 a=1.



