Cap IX Ecuatii cu derivate partiale

Bibliografie: Krasnov et al.(1989), Riley et al.(2006), Pain (2005)

9.1 Definitii. Exemple

Forma generala a unei ecuatii cu derivate partiale este:
ou ou o"u B
oxox. T oxSox .. .oxk

n

F(xl,xz,...,xn,u, (9.1)

Aceastd ecuatie pune in relatie variabilele independente x,X,,...,X,, functia
necunoscuta U :U(Xl,Xz,..., Xn) si una sau mai multe derivate partiale ale
sale. Aici, k,k,,...,k,, sunt numere naturale nenule, astfel Tincéat

k. +k, +...+k, =m si F este o functie specificata de argumentele sale.

Ordinul ecuatiei diferentiale este egal cu ordinul cel mai mare al derivatelor
partiale prezente in ecuatie.

Exemple: Dacd X si y sunt variabile independente si u=u(Xx,y) este functia

necunoscuta, atunci:

Y% - X%u =0 este ecuatie diferentiala de ordinul inta1
. 0u o ou ou
$1 —-———=0, ———=e
ox* oy X oy

sunt ecuatii deferentiale de ordinul doi.
Alte notatii:

ou ou o°u o%u
uX:_ ’ uy:_ ’ l'IXX: 2 uxy: IR
OX oy OX OX0y

Definitie: O solutie a ecuatiei Ccu derivate partiale de ordinul m (9.1) pe un
domeniu D, cu variabilele independente X;,X,,...,X, este orice functie
u=u(x,X,....x,)€C"(D), astfel incét prin substitufia functiei si a derivatelor
sale in ecuatia (9.1), aceasta se transforma intr-0 identitate in X, X,,..., X, pe
D.



Exemple:
1. Determinati solutia u=u(x,y) a ecuatiei:

ou _
Lo (9.2)

Aceasta ecuatie ne arata ca functia necunoscuta U este independenta de x, dar
poate fi orice functie de Y, adica:

u=o(y) (9.3)

Solutia (9.3) contine o functie arbitrara si este solutia generald a ecuatiei
(9.2).

2. Determinati solutia u=u(x,y) a ecuatiei:
2
o°u 0
OXoy

Consideram a—u:v. Atunci ecuatia (9.4) devine ?:0. Solutia sa generala
X

(9.4)

va fi o functie arbitrard v=w(y):
o _
oy

Integram aceastad ecuatie in raport cu Yy si consideram X parametru:
u(xy) =Ico(y)dy+ g(x)
unde g(x) este o functie arbitrard. Cum w(y) este functie arbitrard si

o(y)

integrala sa este functie arbitrard si o notdm cu f (y). Solutia ecuatiei (9.4)
are forma:

u(xy)=f(y)+g(x) (9.5)
f(y) si g(x) sunt functii arbitrare. Solutia (9.5) a ecuatiei cu derivate
partiale de ordinul doi (9.4) contine doud functii arbitrare. Aceasta este
solutia generald a ecuatiei (9.4) si orice solutie a ecuatiei (9.4) se obtine din
(9.5) prin alegerea potrivita a functiilor f(y) si g(x).



9.2 Ecuatii cu derivate partiale liniare. Proprietatile solutiilor

O ecuatie cu derivate partiale se numeste /iniara daca este liniard in
raport cu functia necunoscutd si cu derivatele acesteia care intrd in ecuatie.
In caz contrar ecuatia se numeste neliniara. De exemplu:

2 2
aU zau —x2

— =X"—+e
aXZ ayZ
este ecuatie liniard. In schimb, urmatoarele ecuatii:
o°u  ou
ya_u_xa_u+u2:0, U—2+—=X2y
ox oy ox® oy

sunt neliniare.
Tn general, 0 ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi liniard pentru

o functie de doud variabile independente u=u(x,y) are forma:
o%u o o ou ou
A(X, y)y+28(x, y)axay +C(x, y)y+a(x, y)&+b(x, y)5+c(x, y)u="f(xy)

(9.6)
unde A(x,y).B(xy).....c(x,y), f(x,y) sunt functii de X si y definite pe un

domeniu D din planul xy.
Dacd f(x,y)=0 pe D, atunci ecuatia este una omogend, iar in caz

contrar este neomogena.

Dacd notam partea stangd a ecuatiei (9.6) cu L[u], putem rescrie (9.6)
n forma scurta:

Llu]=f(xy) (9.7)
Ecuatia omogena corespunzatoare este:
L[u]=0 (9.8)

In aceste ecuatii L este un operator diferential liniar definit pe spatiul liniar
al functiilor C*(D). Folosind proprietatea de liniaritate a operatorului L

obtinem urmatoarele teoreme care exprima proprietdtile solutiilor ecuatiilor
cu derivate partiale liniare si omogene.



Teorema 1: Daca u(x,y) este o solutie a ecuatiei cu derivate partiale liniara
si omogena L[u]=0, atunci si c-u(x,y) Cu C constantd, este o solutic a

ecuatiel.

Teorema 2: Daca u,(x,y) si u,(x,y) sunt solutii ale ecuatiei cu derivate
partiale liniard si omogend L[u]=0, atunci si suma U, (X, y)+U,(X,y) este o

solutie a ecuatiei.

Corolar: Daca functiile u,(x,y), u,(xy), ..., u.(x,y) sunt solutii ale ecuatiei

cu derivate partiale liniard si omogend L[u]=0, atunci si combinatia liniara:

clul(x, y)+C2u2 (X, y)+...+ckuk (X, Y)

cu ¢,G,,...,C, constante arbitrare, este o solutie a ecuatiel.

Aceste proprietati sunt specifice si solutiilor ecuatiilor diferentiale
ordinare liniare si omogene. O ecuatic diferentiald ordinara liniara si
omogena de ordinul n are exact n solutii particulare liniar independente a
caror combinatie liniara ne da solutia generala a ecuatiei.

Ecuatiile cu derivate partiale pot avea o mulfime infinita de solutii
particulare liniar independente, adica o multime de solutii astfel incat orice
numadr finit din ele consideram acestea vor fi functii liniar independente.

Exemplu: Ecuatia %U:O are solutia generald u=g(x), astfel solutiile sale

vor fi, de exemplu, functiile: 1,x,x%...,x",... liniar independente. In
problemele liniare care implica ecuatii cu derivate partiale vom avea de a
face nu numai cu combinatii liniare ale unui numar finit de solutii dar si cu

serii de solutii ) c,u, (x,y) n care c, sunt constante si u,(xy) sunt solutii
n=1

ale ecuatiei diferentiale.

Teorema 3: Daca u(x,y) este o solutie a ecuatiei cu derivate partiale liniara

si neomogena L[u]=f si v(x,y) este o solutie a ecuatiei cu derivate partiale



liniara si omogend corespunzatoare L[u]=0, atunci suma U+V este 0

solutie a ecuatiei cu derivate partiale /iniard si neomogena L[u]=f .

Teorema 4: Dacd u,(x,y) este o solutie a ecuatiei cu derivate partiale /iniara
s1 neomogend L[u]=f, $i u,(x,y) este o solutie a ecuatiei cu derivate partiale
liniard si neomogena L[u]=f,, atunci u,+u, este o solutie a ecuatiei cu

derivate partiale liniard si neomogena L[u]=f +f,.

9.3 Clasificarea ecuatiilor cu derivate partiale liniare de ordinul doi
cu doua variabile independente

Definitie: Ecuatia cu derivate partiale /iniara de ordinul doi
o o%u o4 ou ou
A(X, y)¥+ 2B(x,y) Py +C(x, y)y+a(x, y)&+b(x, y)5+c(x, y)u=f(xy)
(9.9)

intr-o regiune Q din planul xy este:

1. hiperbolicd pe Q daci A=B*~AC >0 pe Q
2. parabolicd pe Q daci A=B°-AC=0 peQ
3. eliptici pe Qdacdi A=B*-AC<0 peQ

Folosind aceastd definitie putem verifica faptul ca ecuatiile:
o’u o o’u

cr_vx —— =0
ox> oy*’'  oxoy
sunt hiperbolice vx,y.

2
Ecuatia: @:a—g este parabolica vx,y.
OX oy

2 2
Ecuatia: — +— =0 este eliptica vx,y.
{ o ayz p y

Ecuatia:



ou %
y—2+—2:O
oX~ oy
A=y ,B=0 siC=1, A=B*-AC=-y
este eliptica pentru y>0, parabolicd pe dreapta y=0 si hiperbolicd in
semiplanul y<o.

O ecuatie cu derivate partiale liniara, de ordinul doi, poate fi redusa la
o forma mai simpla, forma canonica cu o schimbare a variabilelor
independente:

E=p(XY)
n=y(x,y) CU @yeC’
95 9¢
: .. : . ) oxX oy
Jacobianul transformarii trebuie sa fie nenul: J=a 5 #0
on on
oX oy

Forma canonica este specifica fiecarui tip de ecuatie.
1)  Dacd ecuatia (9.9) este hiperbolica (A>0), atunci aceasta se

transforma 1in:
2
T
o0& o0& ' an

2 2
CATINCATRN (R T
og” on o5 on

Acestea sunt doud forme canonice pentru ecuatia hiperbolica.
2)  Daca ecuatia este parabolicad (A =0), atunci aceasta se transforma in:
2
a Li :q) é:,n’u,a_ulﬁ_u
on og on
Aceasta este forma canonica pentru ecuatia parabolica.
3)  Daca ecuatia este eliptica (A <0), atunci aceasta se transforma in:
2 2
Pu P e
g" 0n ¢ on

Aceasta este forma canonica pentru ecuatia eliptica.

Sau




Forma functiilor F si @ este determinati de ecuatia originala (9.9). Tn unele
cazuri forma canonica a unei ecuatii ne ajutd sa gasim solutia generald a
ecuatiei originale.

Daca numadrul variabilelor independente este mai mare ca doli,
ecuatiile mai pot fi hiperbolice, parabolice si eliptice. Daca n=4, cele mai
simple forme canonice ale ecuatiilor sunt:

ou ou du o
o2 o oy o’
u_ 82L2,] — azg — azg =0 parabolica
ot ox~ oy° oz

o’u ou du o
o’ +8X2 +8y2+822

In aceste ecuatii functia necunoscuta este u(x,y,z,t).

=0 hiperbolica

=0 eliptica

Procesele oscilatorii ca vibratii in coarde, propagarca undelor
acustice, undelor electromagnetice sunt descrise de ecuatii hiperbolice. Cea
mai simpla astfel de ecuatie este ecuatia undelor unidimensionala:

ou _, 00U
a
Cu necunoscuta u=u(x,t). Aici X este o coordonata spatiald, t este timpul, iar

(9.10)

a’=T/p cu T tensiunea din coarda si p densitatea liniara.

Conductia termica si difuzia sunt descrise de ecuatii de tip parabolic.
In caz unidimensional, cea mai simpli ecuatie pentru transferul de cilduri
are forma:

2
%u:aZZTI: (9.12)

Cu necunoscuta u=u(xt). Aici, a*=k/cp cu p densitatea mediului, c

caldura specifica si k conductivitatea termica.

Procesele stationare, adica acelea care necesitd functii independente
de timp, sunt descrise de ecuatii eliptice. Un exemplu tipic este ecuatia
Laplace:




2 2
au=2Y,9Y g (9.12)
ox~ oy
CU necunoscuta u=u(x,y).

Prin simpla verificare se poate ardta ca o solutie a ecuatiei hiperbolice

o’u o°u : :
(9.10), o a’ = este orice functie de forma:
X

u(x,t)=g(x—at)+y(x+at) (9.13)
unde ¢(¢), w(n)eC? sunt arbitrare.

%u(x,t)=¢’(x—at)(—a)+y/’(x+at)a

2

L u(xt) =o' (x-at)(-a)" +u" (x+at)a’

2

%u(x,t):go’(x—at)+://’(x+at)

2

%u(x,t):(p”(x—at)+z//”(x+at)

Inlocuirea derivatelor in (9.10) ne conduce la o identitate.

Tot prin simpla verificare, se poate arata ca solutiile ecuatiei (9.11),

2
N _ g a—‘j au forma:
ot OX

u(x.t;4)= Ae sin(Ax+a) (9.14)

cu A si o constante arbitrare si A parametru numeric.

Functiile reale P,(x,y) si Q,(x y) definite de relatia:

(x+iy)" =P, (%, y)+iQ,(xy) (9.15)
L ~ o’u o
sunt solutii pentru ecuatia Laplace (9.12), y+W:O pentru n=0,1,2,...

Acest rezultat este un caz particular al proprietatii: partea reala si partea
imaginard a functiei analitice f(z)=u(x y)+iv(xy) de variabild complexa
z=x+iy sunt solutii ale ecuatiei Laplace. Ecuatia fiind liniard si omogena,

atunci si seriile:



00

Sap(xy)  XAQMY)

n=0

vor fi solutii pentru ecuatia Laplace.

Precizari asupra problemelor cu ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi
Pentru o descriere completa a unui proces fizic nu este suficienta o ecuatie
diferentialda. Avem nevoie sd cunoastem starea initiald a procesului
(conditiile initiale) si conditiile pe frontiera S a domeniului Q cRR" pe care se
desfasoara procesul (conditiile pe frontierd).

ou

De exemplu, solutia generala a ecuatiei =0 are forma:

u(xy)=f(x)+g(y),
unde f si g sunt functii diferntiabile arbitrare. Pentru a selecta solutia care
descrie procesul fizic considerat trebuie sd adaugam conditii aditionale.

Se disting trei tipuri de probleme ce implica ecuatii cu derivate partiale:

a) Problema Cauchy pentru ecuatii hiperbolice si parabolice: sunt date
conditiile initiale, domeniul Q coincide cu intreg spatiul R". Fara
conditii pe frontiera.

b) Problema cu frontiere pentru ecuatii eliptice: sunt date conditii pe



Cap X Ecuatii hiperbolice
Bibliografie: Krasnov et al.(1989), Riley et al.(2006), Pain (2005)

Ecuatiile hiperbolice apar in probleme asociate cu procese oscilatorii.
Incepem studiul cu ecuatia undelor unidimensionala, pentru vibratii intr-0
coarda:

ou  , 0
a
Prin definitie, 0 coarda este un fir flexibil ideal subtire care este elastic cand
este intins §1 rezistd la extensii. Presupunem ca coarda vibreaza in planul Xy

(10.1)

si ca deplasarea U este perpendiculara in orice moment de timp pe axa X.
Vibratiile procesului pot fi descrise de o functie u(x,t) ce caracterizeaza

deplasarea verticald a coardei.

10.1 Solutia problemei Cauchy (Problema initiald) pentru coarda
infinita

Solutia D’Alembert

Vrem sa integram ecuatia vibratiilor libere intr-o coarda omogena:
ou , U
gr 22" 10.2
ot? ox’ (10-2)

10

05
1

LU A
l

Figura 10.1 Forma coardei la doua momente de timp.
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In aceastd ecuatie u(x.t) este deplasarea unui punct al coardei la momentul t

relativ la pozitia de echilibru. Pentru fiecare valoare a lui t graficul functiei
u=u(xt) ne indica forma coardei la momentul t (vezi figura 10.1).

Introducem doua noi variabile independente:
E=x—at
n=x+at (10.3)
Facem aceste schimbari de variabile 1n ecuatia (10.2):

au 6u8§ ou on au+au
EX 85 OX 877 ox 0& Onm

(@) 2 (n,5)
ox* ox\ox) ox\o& on
8u8§ o%u on, o%u o, o%u on
T8 Ox ' 0&0n Ox | ondE ox | on ox
o%u o’u %
= +2

2 + 2
og®  0gon On

(10.4)

u_ouog ouon_ . [fou_ou
ot oot opot  \on of

@_2(5&}_&@ ou_ou
o oat\at) “ot\an o

_a o%u 8§+82u on duo& du an
OndE ot on? ot 0F% ot ofon ot

(10.5)

Substituind expresiile pentru 6u/ox® si o°u/ét®, (10.4-5), in ecuatia (10.2),
822 —aZi obtinem:
ot ox’
ou
o&on
Aceasta ecuatie este simplu de integrat. Rescriem ecuatia astfel:

(10.6)
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2—; =w(¢&) unde w(&) este functie arbitrara.
Integram aceasta ecuatie in raport cu & tratand pe N ca un parametru. Astfel,

u_Ia) )dE+6,(n (10.8)
unde 6,(n) este o functie arbitrara de m. ConSIderénd J.a)(g)dgzel(f) 0

functie arbitrara, avem:
u=6,(£)+6,(n) (10.9)

Ne Tntoarcem la vechile variabile x si t si avem:

u(x,t)=6,(x—at)+6,(x+at) (10.10)

Prin testare directd se observa cd functia u(x,t) definitd de (10.10) cu

0, si 6 arbitrare, si continuu diferentiabile de ordinul doi este solutie a

au azau

ecuatiei undelor (10.2), Aceasta este solutia generala a ecuatiei

(10.2), orice solutiec a ecua‘;lel (10.2) putand fi reprezentata in aceasta forma
cu alegeri potrivite pentru 6 si 6. Aceasta solutie se numeste solufie
D’Alembert.

Fiecare termen din (10.10) este solutie pentru (10.2).
Solutia:
u(x,t)=6,(x—at) (10.11)

are urmdtoarea interpretare fizica: u(x,t)=6,(x—at) reprezinta deplasarea

coardei la momentul t si pozitia x. Toate pozitiile x si timpii t pentru care
x—at =const vor avea aceeasi deplasare instantanee. La t=0 aceasta solutie
are forma u=¢,(x) ca in figura 10.2. Ne imagindm un observator care la

t =0 porneste din punctul x=c de pe axa X si se misca in sens pozitiv al axei
X CcU viteza a a.l. pentru el dx/dt=a, de unde x=at+c si x—-at=c.

12



Figura 10.2

In consecinti, pentru observatorul calator u=6,(x—at)=6,(c)=const. Deci
pentru acesta deplasarea u a coardei va fi aceeasi la orice moment de timp
adica va fi ¢,(c). Pentru un observator stationar, profilul initial u(x,0)=6,(x)

se misca cu viteza a de-a lungul axei Ox ca si cum ar fi un sistem rigid.
Solutia (10.11) se numesta unda progresiva, unda care se propaga in sens
pozitiv al axei x cu viteza a. Functia ¢, stabileste forma perturbatiei ce se

propaga in coarda. Dacd alegem 6,(&)=siné, atunci vom avea o unda

sinusoidald sau armonica.
Solutia u(x,t)=6,(x+at) este unda regresiva care se propaga in sens

negativ pe axa x cu viteza a.

Solutia (10.10) este suma undelor progresiva si regresiva. Acest fapt ne
conduce la urmatoarea metoda grafica de constructie a formei coardei la
orice moment de timp: construim curbele u=6,(x) si u=6,(x) reprezentand
undele progresiva si regresiva la momentul initial t=0 si apoi fara sa le
schimbam forma le deplasdm simultan cu at>0 in directii opuse, curba
u=6,(x) spre dreapta si u=0,(x) spre stanga.

Pentru a obtine reprezentarea graficd a coardei este suficient sd construim
suma algebrica a ordonatelor curbelor deplasate.

Exemple:
1. Aratati ca functia u(x,t)= Asin(kx)cos(kat) satisface ecuatia undelor si

exprimati aceasta unda ca o0 suma de doua unde, una care se deplaseaza spre

stanga si una spre dreapta. R: g(sin k(x+at)+sink(x—at))

13



2. Stabiliti daca functia w(xt)=exp(-4ax’-bt’+4Jabxt) cu a b

constante, descrie o unda. In caz afirmativ, care este viteza si directia de
2
propagare. R: w(x,t)exp{—4a(x— \/g %J ]

Solutia problemei Cauchy pentru o coarda infinita
Problema Cauchy constd in determinarea functiei u(x,t)eC® care verifica

ecuatia undelor pentru t >0, —o < x <o si conditiile initiale:

0? 0?

at_g:azgg (10.12)
ul_y =@ (x), —0<x<o (10.13)
M _ g (x), —o<x<oo (10.14)
Ot o

unde ¢,(x)eC*(R), ¢(x)eC'(R). Aici functia ¢,(x) defineste forma
coardei la t=0 si ¢ (x) ne da distributia vitezelor éu/éot pe coarddla t=0.

Presupunem ca solutia problemei exista, atunci aceasta este data de
(10.10) u(x,t)=6,(x—at)+6,(x+at) Definim 6 si & astfel incat sa verifice
conditiile initiale (10.13) s1 (10.14), adica:

u(x,0)=6,(x)+86,(x)=g,(x) (10.15)
6 ! !
E“(x,o) —-a| 0 ()=, (x) |~ 2.(x) (10.16)
Integram ultima relatie:
el(x)—ﬁz(x):—§'[¢l(a)da+c (10.17)
0
cu C constanta arbitrara.
Din sistemul: 6, (X)+6,(x) =g, (X)

14



gasim:

el(x):%%(x)-z—ili%(a)dm% (10.18)
0. ()= 20, () o= [ (@)~ (10.19)

Substituim n solutia D’ Alembert (10.10):

X—at X+at

u(x,t):%goo(x—at)—z—la [ gol(a)da+%¢o(x+at)+2—1a [ p(a)de (10.20)

o

u(xt)= ‘”O(X‘at);%(”a%z—z [ a(e)da (10.21)

X—at

Aceasta este formula lui D’Alembert. Dacd ¢,(x)eC*(R), ¢ (x)eC'(R),
atunci functia u(xt) datd de (10.21) verificd ecuatia undelor (10.12) si

conditiile initiale (10.13-14) adica rezolva problema. Mai mult, aceasta
solutie este unica.

Regiune de dependenta
Se vede din formula D’ Alembert (10.21) ca valoarea solutiei u intr-un punct
P cu coordonatele (x,t) depinde numai de valorile lui ¢, si ¢, pe segmentul

[x—at,x+at] pe axa X. De fapt, solutia include valorile lui ¢, pe intreg
segmentul si valorile lui ¢, numai la capetele segmentului. Segmentul
[x—at,x+at] se numeste regiune de dependenta pentru P. (figura 10.3)

u(x.t)

x-at xtat X

Figura 10.3
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10.2 Formula lui D’ Alembert

Consideram doua cazuri particulare care ne dau o idee despre
comportamentul solutiei problemei:

o°u o’u
? = az y (1022)
ul_, =@ (x), —o<x<oo (10.23)
U _p(x),  —o<x<o (10.24)
ot
Solutia este formula D’ Alembert:
u(x,t):%(X_at);%(x+at)+2—1a [ (e)da (10.25)

x—at

1. Fie ¢(x)=0 si graficul functiei ¢,(x) are forma din figura 4a.
Consideram a=1. Atunci formula D’ Alembert devine

-t t
o) - 0 (10.26)
1
(@ t=0
s N
172 12 ®
(b) t=1/4
12 |0 12 X
© =12
1 1/2 0 12 1 X
(d)
=1
320 a0 an 1z 1 32 X
Figura 10.4
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Pentru a obtine graficul Iui u(x,t) ca functie de X la un t fixat, procedam
astfel: desendm doud grafice identice, fiecare derivatd din graficul lui ¢, (x)

injumatatind ordonatele (linia punctatd). Apoi deplasdm un grafic cu t spre
dreapta pe axa x pozitiva si celalalt grafic cu t spre stdnga. Apoi construim
graficul u(xt) astfel incat ordonata fiecarui x este suma ordonatelor celor

doui grafice deplasate. In aceastd manierd, construim grafice pentru u(x,0),
u(x,%), u(x,%j, u(x,1) n figura 10.4. Se observa ca, in fiecare punct al

coardei dupa ce trec ambele unde, punctele revin la pozitia de echilibru.

1L |x<1/2

0, |x>1/2 (10-27)

Fie %(X):O si ¢1(X)={

172 12 -

Figura 10.5

In acest caz coarda are doar impuls initial. Consideram a=1 Tn formula
D’ Alembert:

u(x0)=+2 ] ()0 (10.28)

x—t

Pentru fiecare x fixat, solutia u(x,t) va fi nuld daca intersectia intervalului

(x—t,x+t) cu intervalul (-1/2,1/2) unde ¢,(x)=0 este vida. u(x,t) depinde

de timp, pe masura ce intervalul (x—t,x+t) creste, acesta cuprinde intervalul

(-1/2,1/2). Dupd ce intervalul (x-t,x+t) cuprinde Tntreg intervalul
1/2

(-1/2, 1/2), u(x,t) va ramane stationara: % j gol(a)da:% (10.29)

-1/2
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(a) 1 u(x,0)= —1 J( p(o)da
1/27 x
t=0
0 X
X+t
(b) | A
u(x, 1/4)= —1 J <P1ticf.jr da.
12+ 5.1
4 t=1/4
1A o 12 1 L X
© I+ ux1/72)= —1 J( fpl o) clU
"l
M-—
.i - 1I 3 O 1 I"l ]}- z
(d) (X+1
1+ uxl)= —iJ fpliﬁundu
1/2 x-1
t=1
1 1z o 12 1 <
Figura 10.6
Exemplu: Rezolvati problema Cauchy:
o%u o%u
2 YLz t>0, —0<X<o0
ot OX
U|t=0=SinX, —00 < X< 00
T~ =COS X, —00 < X <00
t=0
Solutie:
X—at)+ X + at 1 x+at
U(X,t):(/’o( )+ ( )+_ J‘ o,(a)da
2 2a,
—at
sin(x—3t)+sin(x+3t 1 3
u(xt)= ( ) ( )+ _[ cosa da
2 2-3 x-3t

_ ) . . 1. 3t
= E(sm X c0S 3t —sin 3t cos X +Sin X cos 3t +sin 3t cos x)+—sm a|zf3t
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:%(ZSin xcoth)+%(sin(x+3t)—sin(x_3t))

] 1, . ] ] ;
=sin xcos 3t +€(sm X c0s 3t +5in 3t cos x —sin xcos 3t +sin 3t cos x)

] 1.
u(x,t)=sin xcos3t+§sm 3tcos x

1.0

05
|

o 1
L \\7 WA

05

-1.0

Figura 10.7 Solutia problemei la momente de timp diferite

10.3 Vibratii libere ale unei coarde fixata la capete. Metoda Fourier

Metoda Fourier sau metoda separarii variabilelor este una din cele mai
comune metode de rezolvare a ecuatiilor cu derivate partiale. Consideram
problema vibratiilor libere ale unei coarde omogene de lungime | fixata la

capete.
Problema consta in rezolvarea ecuatiei:
ou —a’— o ,t>0, 0<x<lI
a’ ox?
cu conditiile la limita:
ul, ,=u[_,=0,t>0

si cu conditiile initiale:

(10.30)

(10.31)

(10.32)
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si la limita.
Vom cauta solutii ale ecuatiei (10.30) netriviale si care indeplinesc
conditiile la limita (10.31) Tn forma:
u(x,t)=T(t)-X(x) (10.33)
Substituim u(x,t) Tn (10.30):
T"(t) X (x)=a’T (t) X" (x)
() _X"(x)

a’T(t) X(x)
Partea stanga a acestei ecuatii este dependenta numai de t, iar partea dreapta
numai de X. Acest lucru este posibil numai daca cele doua parti nu depind
nici de t nici de x adica ambele parti sunt egale cu aceeasi constanta. Notam
constanta cu -A si o numim constantd de separare. Astfel, avem:

() X" __
a’T(t)  X(x) 4 (10.34)

Observatie: Daca ecuatia cu derivate partiale are n variabile independente,

numarul constantelor de separare este n-1.
Obtinem doua ecuatii diferentiale ordinare:

T"(t)+Aa’T (t)=0 (10.35)
X"(x)+AX (x)=0 (10.36)
Conditiile la limitd (10.31), u|_, =u| , =0 ne dau:

-

u(0,t)=X(0)T(t)=0

u(l,t)=X(1)T(t)=0

Deoarece T (t)=0, deducem ca X (x) trebuie sa verifice conditiile la limita:
X(0)=0, X(I)=0 (10.37)

Problema (10.36-37) are solutia evidenta X (x)=0. Pentru a obtine solutia

netriviald u(x,t) de forma (10.33) , u(x,t)=T(t)- X (x) care verificd conditiile
la limita (10.31) este necesar sa gasim solutiile netriviale ale ecuatiei (10.36)
cu conditiile la limita (10.37).

Astfel, am ajuns la problema gasirii valorilor lui A pentru care exista
solutii netriviale ale problemei (10.36-37) si apoi gasirea solutiilor
respective. Astfel de valori pentru A se numesc valori proprii iar solutiile
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netriviale corespunzatoare se numesc functii proprii ale problemei. Aceasta
problema se numeste problema Sturm-Louville.

In continuare, determinim valorile proprii si functiile proprii ale
problemei (10.36-37). Vom considera in detaliu trei cazuri: 1<0, 1=0,
A>0.

1. 2<0 Solutia generala a ecuatiei (10.36) X"(x)+AX(x)=0, este:
X (x)=Ce V™ +Cel™™

Cu conditiile Ia limita (10.37):
C,+C,=0
10.38
{Qefﬂ+cﬁfﬂ=o ( )
Deteminantul sistemului:

1 1

#0
e VA gV

= sistemul (10.38) are numai solutia trivialda C,=C,=0 = X(x)=0. Adica

pentru A <0 nu exista solutii netriviale.

2. 2=0 Solutia generala a ecuatiei (10.36) este:
X (x)=Cx+C,
Cu conditiile la limita (10.37):
{C50+C2:0 (10.39)
C 1+C,=0

Deteminantul sistemului:

#0

01
I 1

= sistemul (10.39) are numai solutia triviald C,=C,=0 = X(x)=0. Adica

pentru 2 =0 nu exista solutii netriviale.

3. 2>0 Solutia generala a ecuatiei (10.36), X"(x)+AX (x)=0, este:
X (x) =C, cos\/Ax+C, siny/2x
Cu conditiile la limita (10.37):
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C 1+C,-0=0
{ 1ot (10.40)

C,cos+/Al +C,sin/al =

Sistemul (10.40) are solutii netriviale < deteminantul sistemului este nul.
1 0

cos\/ZI sin «/II -

sindAl=0 = Jal=kr, k intreg
A= (kl”] k=+142,. (10.41)

Solutiile netriviale ale problemei sunt posibile numai pentru valorile (10.41)
a lui A, si acestea sunt valorile proprii ale problemei (10.36-37).
Din prima ecuatie a sistemului (10.40) avem C, =0. Atunci functiile:

X, (x):sinkl_”x (10.42)

vor fi functiile proprii ale problemei, determinate pana la un factor, pe care 1-
am ales unu.

Corespunzator valorilor pozitive si negative a lui k functiile proprii difera
doar print-o constantd. Atunci este suficient sd consideram numai valorile
pozitive a lui k adica 1,2,3,...

Pentru 2 =4, solutia generala a ecuatiei (10.35), T"(t)+2a’T (t)=0 este:

T (t)= Akcoskl—t+B sm@t (10.43)

Astfel functiile:
u (x,t) =X ()T, (t) = (Ay cosTt+B skatjskaﬁx (10.44)

verifica ecuatia (10.30) si conditiile la limita (10.31) VA ,B,, k=1,2,3,...
Cum ecuatia (10.30) este liniara si omogena, orice suma de solufii este
solutie.
u(x,t):i(Ak costh+B nkl—tjsmkl—”x (10.45)
k=1
Ramane sa determinam constantele A ,B, astfel incat (10.45) sa satisfaca si
conditiile initiale (10.32).
Diferentiem formal seria (10.45) in raport cu t:
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Zt—u :ikT( Aksm t+B cosklathmkI—”x (10.46)
k=1

Cosideram t=0 1n (10.45) si (10.46) si cu conditiile initiale (10.32) obtinem:

goo(x):ZAksinkl—”x (10.47)

k=1

a(x)= > 728, 5in“ " x (10.48)

k=1

Formulele (10.47-48) sunt dezvoltari in serie Fourier de sinusuri pe
intervalul (0, I) ale functiilor ¢,(x) si ¢(x). Coeficientii dezvoltarilor

(10.47-48) se calculeaza cu formulele cunoscute:
I(po sm (10.49)

|
Bk:ijgol(x)sinkl—”xdx, k=123... (10.50)

0
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