Analiza Complexa

7.5 Integrarea functiilor complexe. Teorema Cauchy (continuare)

Teorema 1 (Cauchy): Fie f(z) o functie analitica pe un domeniu D simplu conex

si fie y un contur Tn D neted pe portiuni, inchis. Atunci:
[ f(z)dz=0 (7.98)

e

Observatie: Dacd f(z) este o functie analitica pe un domeniu D simplu conex,

atunci valoarea integralei j f(z)dz pe o curba arbitrard y netedd pe portiuni din D
e

este independenta de alegerea curbei y. Valoarea integralei este determinata numai
de punctul initial si final al curbei. Punctdm acest lucru notand integrala astfel:

4

[ f(2)dz (7.99)

)

Teorema 2: Fie f(z) o functie analitica pe un domeniu D simplu conex si fie Zo si
z puncte in D. Atunci, functia:

F(z):j f (&g (7.100)
este analitica pe D s1 F'(z)=f(z).

O functie ®(z) este primitiva pentru f(z) pe domeniul D dacd in fiecare
punct al domeniului are loc:

= 1(z) (7.101)

Orice primitiva ®(z) pentru f(z) se poate scrie:

o(2)= F(£)g+C (7.102)

Zy

unde C este constanta si Z,,Z€D.
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Dacd f(z) este o functie analitica pe un domeniu D simplu conex cu z,,ze D
si ®(z)este o primitiva pentru f (z), atunci are loc formula lui Leibniz-Newton:

4

[ (Mg =a(2)-2(2)) (7.103)

Zy

Exemple:
2+i
1) Calculati integrala | = [ (32° +2z)dz

1-i

Integrandul f (z)=3z°+2z este analiticd peste tot, primitiva sa este ®(z)=z°+z*. Cu
formula Leibniz-Newton, gasim:

L=(2+22) " =(2+1) +(2+) ~(1-i) ~(1-i)’ = 7+10i

1-i

2) Calculati integrala J'd?g, unde z=re” =0

1

Alegem un contur de integrare neted pe portiuni, curba ABC figura 7.22, ce
conine un segment AB pe axa reald cu capetele in 1 §i |z| si un arc BC pe cercul

|¢|=r cu capetele in punctele r =|z| si z. Atunci:
Id_5= Id_é“+ Id_i
1 é/ AB é/ BC é/
Deoarece AB: ¢ (t)=t , te[Lr]

¢'(t)=1 prima integrala va fi:

d{_rﬂ_ 3
L?_!t =Inr =In|z|

™, 1 |z
0 A B
Figura 7.22
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Pentru a calcula a doua integrald observam ca pe arcul BC, ¢(t)=re" cu te(0,0) Si
¢'(t)=ire". Atunci,
ire"

re'

dg
sc &

O e

0
dt:i[dt:ieziargz
0

z

= J'd?gzln|z|+iargz:lnz

—n

Deoarece  este analitica, cu teorema 2 avem F(z)=| f ({)d¢ analitica si:

oy

aF _ f(z), adica dlnz:l.
dz dz z

3) Calculati integrala J'z”dz CU neZ dupa diverse curbe.
e

A)  Un segment de dreapta I pe axa reala de la -1 la 1. Parametrizarea curbei este:
I: z(t)=t, unde -1<t<+1

+1 0, n=2k+1

1 n+1

:_ln+1_ _1 ):

. n+1( ( ) 2, n =2k
- n+1

tn+1

n+1

Iz”dz =Tt”dt =
| -1

Pentru n<-11n z=0 functia are singularitate si integrala nu e definita.

B) O parabola P intre punctele z=-1 si z=+1 cu parametrizarea:
P: z(t)=t+i(t"~1), unde ~1<t<+1
Z'(t)=1+i2t

+1

!:z”dz :T[t +i (t2 _1)]1 (1+2ti)dt = [t + (t2 _1)T+

el n+1

_ ﬁ{(n i(22 —1))n+1 - ((—1) ;i ((—1)2 —1))n+1} - ﬁ(l— (_1)”*1) _

0, n=2k+1
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C) Integram pe semicercul superior C* cu aceleasi capete z=+1 si z=-1.
Parametrizarea semicercului este:
C*:z(t)=e",unde 0<t<~z

T T ; ei(n+1)t 4
[ 2"dz =j(e”) ie'to|t=ije'(”+ Nt =i - -
cr 0 0 l(n+1)0
1 _ _ 1 0, n=2k+1
:n_Jrl(eu(nu)n_en(n+1)o):n—Jrl(cos(n+1);z+isin(n+l)7z—1)= —il’ - ok
n+

Acest rezultat are semn schimbat, ceea ce se explicad prin orientarea semicercului de
lalla-1,1n timp ce segmentul de dreapta I si parabola P erau orientate de la -1 la 1.

Integrarea functiilor multivaloare
Exemplu: Functia w=%z pune in corespondenti n puncte w la fiecare z. Daci
z=pe, cele n numere w sunt:

i¢+2ﬁk
Wk:Q/;e ", -—z<e<m, k=01...,n-1

La diferite valori a lui k corespund diferite ramuri ale functiei w= "z .
Cand integram o functie multivaloare trebuie sd precizam o ramurd. Acest

lucru se realizeaza precizand valoarea functiei intr-un punct de pe curba pe care se
integreaza.

Exemplu:

1) Calculati integrala | = unde y este semicercul superior cu |z|=1. Pentru

[
Nz
Jz considerati ramura pentru care +1=-1 figura 7.23.

i

-1 0 1

Figura 7.23
Consideram parametrizarea semicercului: z=re", unde r =1 si 0 variaza de la
0 la . Din conditia v1=-1 rezulta:
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el =g 2 =60=0 k=1 si ei‘9=e(E )
Atunci,

Teorema Cauchy pentru un domeniu multiplu conex

Teorema Cauchy se referda la un contur care in intregime se afld intr-un
domeniu in care functia este analitica. Dar teorema este valabila si pentru conturul
frontiera al domeniului in care functia este analiticd, daca functia este continua pe
inchiderea domeniului.

Teorema 3: Fie f(z) o functie analitica pe un domeniu D simplu conex si continua
pe domeniul Tnchis D si oD este frontiera domeniului. Atunci:
I f(z)dz=0 (7.104)

oD

In planul complex, consideram n contururi netede pe portiuni inchise T, T,
, T,, ..., I',_,, astfel incat contururile T,, T,, ..., T, , se afla fiecare 1n afara celorlalte
si toate se afld in interiorul lui T',. Multimea de puncte interioare lui I, si exterioare
pentru ', T,, ..., [',_, este un domeniu multiplu conex D. Frontiera completa I" a lui
D este un formata din curbele r,, I, T,, ..., T ,.

Figura 7.24
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Vom orienta frontiera I a lui D in urmatoarea maniera: spunem ca frontiera unui
domeniu multiplu conex este parcursa Th sens pozitiv daca domeniul D raméane tot
timpul la stinga. Conturul extern T, este atunci parcurs in sens invers acelor de ceas,

larr,, I,,.., [, Insensul acelor de ceas.

Teorema 4: Fie f(z) o functie analitica pe un domeniu multiplu conex D si

continua pe domeniul inchis D . Atunci:

[f(¢)d¢=0 (7.105)

T

unde, I este frontiera completa a lui D alcatuita din contururile Ty, I, T,, ..., T, ,

si este parcursa In sens pozitiv.

Teorema 5: (Formula integrala Cauchy) Fie f (z) o functie analitica pe un domeniu
D si continua pe domeniul inchis D. Atunci, pentru orice punct interior z, din D
avem:

f(2) 4, (7.106)

-1,

()= |

unde, I" este frontiera lui D parcursa in sens pozitiv. Astfel, putem evalua valoarea
unei functii analitice f(z,) Tntr-un punct din D calculand numai integrala pe un

contur, pe frontiera.

Exemple:
z°dz . .. . 3
1. 1,= cJSC > unde C; este cercul cu centrul in origine §i raza r, ==
1(22+3) (z-1i) 2
not 2 PRI . .
f () = ——— analitica in interiorul cercului C,

(22 +3)
z, =i punct interior cercului C;

Din formula integrald Cauchy avem:

+2
I1=¢C¥dz=27rif(i)=27zi(2| )2=27zi_71=—i%
= i3
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unde C; este cercul cu centrul in origine §i raza r, =1

f (z) = ﬁ analitica in interiorul cercului C,
2
- -4

Z, :% punct interior cercului C,

Din formula integrald Cauchy avem:

L 1 3 3
f(z 4 2
= ( )dz=2nif[1j=2zi 4~ g A o3t 37,

¢, 1 2 (1 4) ( 15 415° 1125

2 4 4

eZ/ZdZ o .
3. 1= gSC 7 unde Cs este cercul cu centrul in origine si raza r, =4

: (22 —20) (z—ir)

not z/2 . ) . .

z) = ——— analiticd In interiorul cercului C3
(22 - 20)

z, =iz punct interior cercului Cs
Din formula integrala Cauchy avem:

T T oL T
2 cos —+isin—
Iszggc f(?)dzzzﬂif(iﬂ)zgﬂi%zzm 2 42: —27 i
s Z—17 ((i”)z _20) (_ﬁz _20) (ﬁz +20)
4. J' de :J‘ _dz : :J‘ f(Z_)dzzzﬂif(i)zzﬁi#:”
oin 2 +1 c(i,l)(z+|)(z_|) iy 271 i+

unde f(z)zi_ analitica pe C(i,1) deoarece singura singularitate este in
Z+1

z=—i siiinterior lui C(i,1)

5. Calculati integrala cf)%s dz unde /"este cercul de raza 2 cu centrul in origine
— Z —
r

parcurs in sens invers acelor de ceas.
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z z z

e ~ e _f(2) G
22—22—3_(z+1)(z—3)_ z+1 unde f(Z)_Z—C%

Aceasta este analiticd pe discul |z|<2 deoarece singura singularitate este in z=3 si

se afla 1n afara conturului /7 Atunci cu formula integrald Cauchy obtinem:

z 1

Gt dr= Dy it (1) =20 & =T
r2°-27-3 vz+1 -1-3 2
’ 2 1( 1 1
6 € 4= ©  _dz- —(———j 24z =
C(!;s)zz—Zz C(~£’3)Z(Z—2) c(!)‘,s)2 -2 1
1 e’ 1 g’ 1
— ——dz—= —dz == 27if (2)—= 27if (0)
2(:(2[,3) Z- 20(2[,3) z 2

Lo rie? - L onie? = i (e2 —1)
2 2

Existenta derivatelor de orice ordin ale unei functii analitice

Teorema 6: Fie f(z) o functie analitica pe un domeniu D si continud pe domeniul
inchis D. Atunci in orice punct interior a lui D functia are derivate de orice ordin:

0= 5l ;_(f)lﬂda (7.107)

unde T este frontiera lui D si n=1,2,...

Relatia (7.107) se numeste formula integrala Cauchy generalizata.

Exemple:
1. Tn aceste exemple calculim derivatele pentru trei functii simple si considerdm
conturul de integrare cercul C de raza r cu centrul in z.

a) f(z)=K o constantd
n:]. f'(Z)=—_J.

Parametrizam cercul C centrat in z,
C=z+re? d¢=riedo
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ooy 1 Krie? Ko,
f'(z)=—| de_zﬁrje do

27Z'| 0 (rei‘g)z
_io 2r
_Ke” =—L(c0527z isin2zr-1)=0
27r —li 0 27ri

b) f(z)=
n=1 f'( ij ;

Parametrizam cercul C centrat in z,
¢C=z+1e’  d¢ =rie’do

dé =

o1 2”(z+re‘6’)rie‘g 1 Tzt
f(z)_znig (re” Y dg_ﬁo re”

2 2 _ig |27
_ 1 2 e do+ [ do _1jze” o =L (0+20)=1
2\ r 5 0 27| r =i 0 27

c) f(z)=

IR W
n=1 f(z)_zﬂic(g_z)zdg”

Parametrizam cercul C centrat in z,
C—-z=re" d¢=rie’do
a\2 . L oN2 .
2”(z+re'6’) rie KA zz+(re"9) +2zre"

’ _ 1 —_—
f(z)‘zml (re”)’ d9_27z0 re”

1 22 2 ) 2 ) 2
:_[T j e"9d9+rj ed6+ 2z j de]:
0

i0 2
+r—
|

+220F" |= - (0+0+2227) = 22
0 2
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Serii Taylor si Laurent
Daca f (z) este analitica pe cercul C de raza R centrat in punctul z =z, atunci functia

este dezvoltabila in serie Taylor pe cerc:
~Ya,(z-2,)" (7.108)
n=0

f°

i )(2-2,) (7.109)
Daca f(z) are o singularitate in interiorul lui C, in punctul z=z,, atunci aceasta nu
poate fi dezvoltata in serie Taylor. Totusi, presupunem ca f(z) are o singularitate
de tip pol in z=z, dar este analitica in orice alt punct din cercul C. Atunci functia

9(z)=(z-12,)" f(z) (7.110)
este analitica in z =z, si astfel poate fi dezvoltata in serie Taylor in jurul lui z=z,:
9(z)=>.b,(z-2,)" (7.111)

f(2)=—L—t b= va +a (2-2))+8,(2-2, )  +...  (7.112)

cu a,#0. O astfel de serie este o0 extensie a dezvoltarii Taylor si se numeste serie
Laurent. Prin compararea coeficientilor celor doua serii, observamca a, =b,,
Coeficientii b, din dezvoltarea in serie Taylor a functiei g(z) sunt:

b = ~§ 9(2) 4 (7.113)

" ! 27Z'I z — z
Relatie in care am folosit formula integrala Cauchy generalizata.
Pentru coeficientii a, avem:

a b -1 gs( 9(2) 4,1 95( f@) g (7.114)

7 — ZO )n+1+p 27[' 7 ZO )n+1

10
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Expresia este valida pentru valori n pozitive si negative.
Termenii din seria Laurent cu n>0 se numesc toti impreuna partea analitica,
lar restul seriei care contine termenii cu puteri negative in z-z,, Se numesc partea

principala.
Functie de natura punctului z =z, partea principala poate avea si un numar infinit

de termeni, astfel incat:

o0

f(z)=> a,(z-2) (7.115)

N=—o0

In aceasta situatie ne asteptam ca partea principala sa fie convergenta doar pentru

‘(z—z0 )"
partea analitica va fi convergenta in interiorul unui cerc centrat in z,. Daca acest

ultim cerc are raza mai mare decat primul cerc, atunci seria Laurent va fi convergenta
in regiunea R dintre cele doua cercuri.

mai mic decat 0 constanta, i.e. in exteriorul unui cerc centrat in zo. Totusi,

y

Figura 7.25

Exemplu: Gasiti seria Laurent pentru f(z):ﬁ in jurul singularitatilor z=0
Z\Z—

Si z=2 separat.

Pentru a obtine seria Laurent in jurul lui z=0, scriem factorul din paranteza in forma
(1-az) , unde a este o constanta, si obtinem:
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8z 16 16 32
Cea mai mica putere a lui z este -1, punctul z=0 este pol de ordinul intai. Rezidul
lui f(z) in z=0 este pur si simplu coeficientul lui z* in dezvoltarea Laurent in jurul
lui z=0 si este egal cu -1/8.
Seria Laurent in jurul lui z=2 se poate determina considerand z-2= ¢ si substituind
in f(z) obtinem:

1 1
f(2)= (2+6)E  285(1+£12)

= ROAHRHEOR

1 1 1 1 ¢

f()=—F-—-F+=-=+

283 427 85 16 32
f(2)=— t ,r 1,2

2(z-2) 4(z-2)° 8(z-2) 16" 32

Se observa ca z=2 este pol de ordinul 3 si rezidul lui f(z) in z=2 este coeficientul
lui z™* in dezvoltarea Laurent, adica 1/8.

Alte exemple (Formula integrala Cauchy generalizata):

1. | 5% dz =27t (0) = 27icos0 = 27
c(oy) ¢

unde am considerat f (z)=sinz analiticd pe cercul C(0,1) si f'(z)=cosz

2. Calculati integrala:
C_]S : 2e 7 = (ﬁ ezdz
12 -2°-52-3  {(z+1)"(z-3)
pe cercul de razd 2 cu centrul in origine.
Folosim formula integrala Cauchy generalizata, cu

12
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f(z)= Ze_z,o, si derivata f'(z)= "2 ((ZZ —_33))2—62 =((zz—_43?)22

Deoarece f(z) este analitica pe discul |z|<2 (singura singularitate este in z=3 si se
afla in afara conturului 77), formula Cauchy generalizata ne duce la:

g 1_A\a-l .
Sﬁ%dz: LZ)ZdZZZﬂ'if'(—l)ZZﬂ'i( 1 4)92 :_5721
2 —Z -572-3 T (Z-I—l) (_1_3) 8e

dz 1 1 1
3. [ % (_____jdz
c('cl)‘,z) 22(2_1) c('f[,z) z-1 z 7°

Fractia de sub integrald se descompune astfel:
. _AB.C
2%(z-1) z 2 z-1
1=Az(z-1)+B(z-1)+Cz’
1=(A+C)z*+(B-A)z-B

A+C=0
B-A=0 A=B=-1,C=1
B-1

| = I Ldz— j 1dz— I izdz
co? ™l ol con?

f (z)=1 analitica pe cercul C(0,2)
z=1si z=0 puncte interioare cercului C(0,2).
| = 27if (1)—27rif (O)—Z;rif '(0) =27m-1-271-1-271-0=0
Metoda 2
Impartim conturul de integrare ca in figura, introducand un drum aditional care
separa singularitatile O si 1. Daca integram pe aceste noi contururi inchise y,,7, in

sens invers acelor de ceas, atunci cele doud contributii la integrald pe noul drum se
anuleaza. Astfel, transformdm integrala initiald pentru care cele doua singularitati se
afla in interiorul cercului de integrare intr-o suma de doua integrale, fiecare avand
doar o singularitate Tn interiorul conturului de integrare.

13
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A
%

Figura 7.26

dz dz N dz
I 22(2—1)_;[22(2—1) -[zz(z—l)

C(0,2) 72
1 1
_ ﬁ 22 _ e . _ . .1 _
=1+ dz + jz—_ldz =27if'(0)+ 27if (1) = 27[|[—(01)2J+2m1—20
n V2
Pentru prima integrald functia analitica pe vy, este:
1 : 1
f(z)=— sl f'(z)=-
(2)=71 @) (z-1)°
Pentru a doua integrala functia analitica pe y, este f(z)= iz
Z

cosz 27z, . .
2 dz:?f (0)=7i(-cos0)=—ri

c(0.)

Functia analiticd pe C(0,1) este f(z)=cosz , f"(z)=—cosz

Definitie: Un punct zo de numeste singularitate izolata a unei functii f(z), daca
exista o vecinatate a lui 2o, 0<|z—z,|<& pe care f(z) este injectiva si analiticd dar

nu si in Zo. Singularitatile izolate pot fi:
(1) inlaturabila daca lim f (z) exista si e finita,

(2) pol daca lim f (z) = si

(3) esentiald daca f (z) nu are limitd pentru z — z,

14
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Daca f (z) are singularitate de tip pol, de ordinul p in z, atunci (z-z,)" f (z)
este analitica in z=z, si poate fi dezvoltata in serie Taylor. Si, f(z) are serie

Laurent:
f( ' 7.116
(Z_Z 72, (2 (7.116)
Renotam coeficientii seriei:
f(z)= Zw: a,(z-12,)" (7.117)
n=-p

Seria are termeni cu puteri negative. Reziduul functiei in zo este a , . Partea principala

-1
a seriei Laurenteste > a (z-z,)".
n=-p

Determinarea reziduului unei functii intr-un punct de singularitate este de
importanta cruciala in evaluarea integralelor complexe. Exista formule de calcul
pentru reziduul unei functii intr-o singularitate z =z, fara sa fim nevoiti sa dezvoltam

explicit functia in serie Laurent in zo si sa identificam coeficientul termenului
(z-2,)". Tipul formulei depinde de natura singularitatii.
Daca f(z) are singularitate de tip pol de ordinul m in zo atunci:
Rez(f,z,)=a, = Iim{;%((z—zo)m f (z))} (7.118)
5| (m-1)!dz

Mai general:
Reziduul functiei f(z) intr-o singularitate izolatd zo se defineste ca fiind

numarul complex:

Rez(f,2,)=— f(¢)d¢ (7.119)

27l
Y

unde y este o circumferintd suficient de mica pentru zo, |z—2z,|=r, Tncat pe discul

|z—z,|<r, f(z) sd nu aiba alte singularitati.

Exemplu: f(z):ﬁ are singularitate de tip pol, de ordinul intai in z=a

1
27r| 27r|

Rez(f,a)= j—d; 1
Verifica rezultatul sicu ajutorul formulei (7.118)!

15
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Observatie: Daca f(z)= are singularitate pol de ordinul unu, sau simpla, n

_,m\':‘/

h(
z=a, atunci Rez(f,a)= ( ). Intr-adevar, cu formula integrala Cauchy:
a)=—

f()d=-L §" g n(a) (7.120)

Rez(f,
27l Z—a

Exemplu:
Consideram functia:

z z

f(2)= z? —922—3 - (z +1§(z—3)

f (z) are singularitati pol in z=-1 si z=3. Reziduurile respective sunt:

Rez(f,-1)= € :—i, Rez(f,3)= _&
z-3| _ 4e z+1|, 4

=1 =3

Deoarece f(z) este analitica in rest, reziduul sdu in orice alt punct este zero.

Reziduurile sunt esentiale in calcularea integralelor functiilor analitice pe
contururi inchise. Teorema reziduurilor spune ca valoarea integralei unei functii
complexe pe un contur inchis depinde numai de reziduurile sale in singularitatile din
interiorul conturului de integrare.

Teorema 7: Fie f(z) o functie analiticd pe un domeniu D, mai putin intr-un numar
finit de singularitati izolate z,z,,...,z, . Atunci pentru orice domeniu inchis G din D
care contine punctele z,z,,...,z, avem:

§ 1 (¢)d¢ =2xiY Rez(1,2,) (7.121)

oG

Exemple:
1. Folosind teorema reziduurilor evaludm urmatoarea integrald pe un contur inchis:

eZ
952—0'2
r2°-22-3
unde T este un cerc cu raza r centrat in origine. Tn acord cu un exemplu anterior
functia de sub integrald are doud singularitdti in -1 si 3 cu reziduurile -1/(4e)

respectiv e*/4.

16
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Daca raza cercului este r>3 atunci cuprinde ambele singularitati si cu formula
reziduurilor (7.121)

z

3 e* -1) i
bt ¢ dz=2ni|-1+& =—( ) , r>3
£ 2°-27-3 4e 4 2e

Daca cercul are raza 1<r <3, atunci acesta cuprinde numai singularitatea -1, si:
(ﬁze—dZ:Zﬂi LA icres
z°-2z-3 4e 2e

r
Daca 0<r <1, functia nu are singularitati in interiorul cercului si astfel integrala este
nula. In final daci r=1 sau r=3, conturul de integrare trece prin singularitate si
integrala nu converge.

2.Folosind teorema reziduurilor evaludim urmatoarea integrald pe un cerc C:|z|=2

22-3
d
Cvfz(z—l) :

Functia de sub integrala are doua singularitati in 0 si 1 cu reziduurile:

Rez(f,O):ZZZ_ls 22-3

=43, Rez(f,1)=

z=0 z z=1

=1

c(J:S 2273 47— 27i(Rez(f,0)+Rez(f,1))=27i(3+(-1)) = 4xi

z+1 B z+1 ,
g)z(zz—iz)dz_fz(z—i)(zﬂ)d

Functia de sub integrala are singularitati in 0, i si -i cu reziduurile:

1 . z+1 i+1 i+l
Rez(f,0)= 2" =+1 Rez(f,i)= = —_
(1.0) 2°+1|,_, ’ (1:1) z(z+i)| . Q-2 2
. 1] S+l -1
Rez(f,-i)=—2" - _
(1.51) z(z-i)| P2 2
z+1 i . .
cﬁz—dz:Zm(Rez(f,0)+Rez(f,|)+Rez(f,—|)):
Cz(z +1)
272'i[1—il1+i;1]:0
2 2
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Cap. VIII Transformari integrale. Transformari Fourier

Bibliografie: Krasnov et al.(1989), Riley et al.(2006), Pain (2005)

8.1 Integrala Fourier
Aproape toate functiile periodice de interes in fizica pot fi reprezentate cu ajutorul
seriilor Fourier:

f(x):%ao+aicosx+blsinx+a20032x+bzsin2x+... (8.1)

adica o constanta 1/2a, plus termeni de sinusuri si cosinusuri cu diferite amplitudini,

avand frecvente care cresc in pasi discreti. Convergenta acestor serii ridica anumite
probleme numai in punctele de discontinuitate ale functiei. Sa luam exemplul undei
patrate:

f(x)=4/pi(sinx+1/3sin3x+1/5sin5x+...)

Figura 8.1 Unda patrata de inaltime unu si seria sa Fourier de sinusuri.

In punctele de discontinuitate seria reprezinta media aritmetica a limitelor laterale
ale functiei in punctul de discontinuitate.

Putem scrie seria Fourier in cateva forme echivalente:
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f(x):%+i(an cosnx + b, sinnx) (8.2)
n=1
17 17
== [ ( == [ (
~ _[ x)cosnx dx _ j x)sinnx dx
) 2 b, .
)=—2+>"/al+b — == COSNX + ——L—sinnx (8.3)
2 Z / Jai +h?
f(x):%a0 +iA] cos(nx—g, ) (8.4)
n=1
Unde, A’ =a’+b} sitgp, ="
Sau, in forma complexa:
= ZOO: c.e™ (8.5)
Unde, a“_z'b” =c, ,n=0
anzlb <o

Primul termen a,/2= 1/2;:[ x)dx este tocmai valoarea medie a functiei pe un

interval egal cu o perioada. Acesta este nivelul stationar constant peste care se
suprapun componentele alternative de sinusuri si cosinusuri. Constanta poate fi
modificata prin translatia functiei in raport cu axa x. Cand o functie periodica este
simetrica in raport cu axa X, valoarea sa medie si deci nivelul sau stationar de baza
a, /2 este zero ca si in cazul undei patrate. Daca ridicam unda patrata pe verticala,

valoarea medie si nivelul stationar creste. a, reprezinta dublul valorii medii a

produsului f (x)cosnx pe o perioada.

Orice functie poate fi scrisa in forma:

x):%[f (x)+ 1 (—x)]+%[f ()= f (=x)] (8.6)
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Prima paranteza dreapta este o functie para si a doua paranteza este o functie impara.
Astfel, partea de cosinusuri din seria Fourier reprezinta partea para a functiei iar
partea de sinusuri a seriei reprezinta partea impara a functiei. O functie para va fi
reprezentata cu o serie Fourier partiala de cosinusuri si o functie impara cu o serie
Fourier de sinusuri. ,,Unda patrata” din figura 1 este impara f(-x)=-f(x), nu are

constanta si este o serie de sinusuri:

f(x):i(sinx+lsin3x+lsin5x+lsin7x+...} (8.7)
Vd 3 5 7

Daca translatam axa y cu =/2 spre dreapta atunci f(—x)=f(x) si functia unda
patrata devine para.

Daca luam primii trei termeni din seria de sinusuri (8.7) care reprezinta unda
patrata si ii adunam, rezultatul arata ca in figura 8.3. Prima armonica sau armonica

fundamentala are frecventa undei patrate iar armonicele cu frecvente mai mari
construiesc unda patrata.

f(x)=4/pi(cosx-1/3cox3x+1/5cos5x-1/7cosTX...)

Figura 8.2 Unda patrata din figura 8.1 este acum simetrica fata de axa y si devine o
serie Fourier de cosinusuri (functii pare)
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Seriile Fourier pot fi reprezentate ca un spectru de frecvente. In figura 8.4 sunt
reprezentate amplitudinile frecventelor componente din unda patrata din figura 8.1.
Fiecare termen sinus este reprezentat printr-o singura linie spectrala.

sinx,sin3x,s5in5x,83

1

Figura 8.3 Primii trei termeni din din seria undei patrate.

15

Api
1.0

08
|

0o
1

Figura 8.4 Seria Fourier de sinusuri reprezentata ca un spectru de frecvente

Pana in acest moment functiile dezvoltate in serie Fourier erau periodice, sau macar
prelungite prin periodicitate. Acum ne propunem sa abordam functiile neperiodice.
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Fie f(x) o functie definitd pe R si neperiodicd. Functia nu poate fi dezvoltata
in serie Fourier. In schimb, in anumite conditii f (x) poate fi reprezentata printr-0

integrala dubla improprie care prezinta o oarecare analogie cu seria Fourier.

Orice functie f(x) care pe un interval [-I,1] indeplineste conditiile pentru

dezvoltarea in serie Fourier, poate fi reprezentatd pe interval ca 0 serie
trigonometrica:

f(x):%+i(an cosr]—ﬁx+bnsinnl—ﬂxj (8.8)

n=1
Coeficientii a, si b, din seria (8.8) sunt dati de formulele:
|

a :%J'f( )cos?d b :%j;f( )sm?d (8.9)

n n
-l

Seria din partea dreapta a relatiei (8.8) poate fi scrisa in altd forma. Introducem
in serie coeficientii a, si b, cu formele (8.9), apoi aducem sub semnul integralei
factorii cos(nzx/1) si sin(nzx/1), lucru posibil deoarece variabila de integrare este T

st apoi folosim formula pentru cosinusul diferentei. Vom obtine:

w 4l
f(x)= 2I;[f dHZ,lIf (cos chosnfxﬂinnffsinmlrxjdr

n=L"

F(x)= Zl_jf dr+i|1|jf cos#dr (8.10)

n=1"'_j

Daci o functie este definitd pe un interval mai mare decat [,1], de exemplu pe toatd

axa reala, atunci dezvoltarea (8.10) va reproduce valorile functiei numai pe
intervalul [-1,1] si va continua pe intreaga axd ca o functie periodica cu perioada 2l.

Dacéd f(x) este o functie neperiodica si este definitd pe toatd axa, in (8.10) putem
incerca sa mergem la limita | — +o0. Este natural sa cerem ca urmatoarele conditii
sa fie Indeplinite:

1) f(x) sd indeplineascd conditiile de dezvoltare in serie Fourier
(marginire si monotonie pe portiuni) pe orice segment finit al axei Ox.
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2) f(x) sa fie absolut integrabila pe intreaga axa reald, adicd integrala
improprie:

[ (0)]dx =K < 40 (8.11)

—00

sa fie convergenta.

Daca conditia (8.11) este indeplinita, atunci primul termen din (8.10) tinde la zero
pentru | — +oo. Intr-adevar,

1 1% K
Szjl‘f(r)‘drﬁa:!]f(r)‘drzaljoo (8.12)

Tn continuare, ne ocupam de cel de-al doilea termen, adica de limita sumei din (8.10)
pentru | — +oo.

nz(x—7)

dr (8.13)

In acest sens, consideram multimea discreta de frecvente dupi care are loc sumarea
(o va fi 0 noud variabild):

a)l: =—, 0)2:

T2 =2 0= 0 =" (8.14)
I T I I

o, fiind frecventa fundamentala.

Distanta interfrecvente este Aw, = ,., — o, :IZ astfel incat %: AD,
T
Suma din relatia (8.13) devine:
w I
S A0, [ f(r)cosa, (x—r)dr (8.15)
n=1 T —

Integrala este absolut convergenta si astfel aceasta suma pentru | suficient de mare
va fi putin diferita de expresia:

ZAQ%I f(r)cosa, (x—7)dr (8.16)

—00
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Aceasta expresie aratd ca o suma integrald Riemann pentru functia de variabila :

0

v(0)== [ f(r)coso(x-r)dr pe (0,2) (8.17)

—00

Pentru | -+, distanta dintre frecvente Ao, = Iz — 0, frecventele relevante devin un

pachet dens pe (0,). La limita anticipdm ca toate frecventele posibile vor fi
prezente si suma (8.16) devine definitia integralei:

J’ :—Idwj )eosw(x—7)dz (8.18)

0

Deci, pentru | — +oo

00 00

ijda}j f(r)cosw(x—7)dr (8.19)

0

Teorema: Daca functia f (x) este absolut integrabila pe R si are un numar finit de

discontinuitati de prima spetd pe orice interval finit [a,b], atunci:
J‘da)J' Jeosw(x—7)dz (8.20)

In orice punct xo care este o discontinuitate de speta intai pentru f (x), integrala din
(8.20) este egala cu %[f (%—0)+f(x,+0)]. Formula (8.20) se numeste integrala

Fourier.

Incercam o interpretare, o analogie pentru integala Fourier.

Daca folosim formula pentru cosinusul diferentei, integrala Fourier poate fi rescrisa:

all—\

_[da).[ f coswxcosa)r+sma)xsmwr)dr
0 —0

o0

f(x):_[[a(a))coswx+b(a))sinwx]da) (8.21)

0

unde
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o0

a(w)= J. f(7)coswr dr

b(w)== [ f (¢)sinwr dr

T

—00

Functiile a(w) si b(w) sunt copii ale coeficientilor Fourier a, si by ai unei functii
periodice, dar coeficientii Fourier sunt definiti pentru valori discrete a lui n, iar
functiile a(w) si b(w) sunt functii de ® pe R.

Forma complexa a integralei Fourier

Presupunand f (x) absolut integrabila pe R, consideram integrala:
j f(r)sino(x-7)dr, weR (8.22)

Aceastd integrala este convergenta pentru weR deoarece |f (z)sineo(x—7)[<|f (7).

Mai mult, aceasta este o functie continua impard de ®. Dar integrala unei functii
impare pe interval simetric este nula:

IimIdw_[ r)sinw(x—7 dr—jdw_f r)sinw(x—7)dr=0

| >0
—00

Pe de alta parte, integrala
I f(r)cosw(x—7)dr, weR (8.23)

este functie para de o, si:

0 o0 o0 o0

_[da;_[ f(7)cosm( =%.[de f(r)cosw(x—7)dr

0

Cu acestea, formula integrala Fourier poate fi scrisa:

0 00

L Idwjf Jeosw(x—7)dr (8.24)

—00 —0o0
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Facem un truc, Inmultim:

! Tda)T f(r)sino(x—7)dr

—00

cu unitatea imaginara i si adunam cu (8.24), obtinem astfel:
15 K ..
X)=—— J' da)I f () cosw(x—7)+isinm(x—7)]dz

Folosind formula Euler e =cosgp+ising, vOm avea:

100 0 0 0

f()=2[do | f(r)e"de zzi [e”do| f(r)e " dr
T

o0 0

f(x)=== [ edo | f(r)e " dr (8.25)

Aceasta este forma complexa a integralei Fourier.

Incercam o interpretare a formei complexe a integralei Fourier. Rescriem integrala:

. %j {%j f (f)eiwdf}eiwww (8.26)

Putem scrie integrala Fourier:

0

£ (x)= % [ F(op“do (8.27)
Unde,
F(m):ET f(r)e “de (8.28)

se numeste transformata Fourier a lui f(x). Vom discuta mai tarziu despre
transformata Fourier.

In acest moment stim ca daca perioada T =2l este finitasi f(x) este periodica, seria
Fourier in forma complexa
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= icne‘”‘"X (8.29)

ne spune ca reprezentarea functiei este in functie de un numar infinit de frecvente
diferite ...,-20,0,20,... (0=711=2~/T), fiecare frecventa fiind separata printr-un

interval finit de frecventele vecine. Pentru o functie periodica amplitudinea unei
frecvente este coeficientul

1 ¢ —inwx
C, _EJ‘I f (x)e™"dx (8.30)

Daca functia f (x) nu este periodica si are o perioada infinita, atunci

1 7 -
X)=—=— | F(w)g'd 8.31
Aceasta expresie este integrala (nu suma) unui numar infinit de componente,
frecvente care sunt foarte apropiate unele de altele si au amplitudinile 1 F(w)do

2z

, deoarece m variaza continuu in loc de o variatie in pasi discreti.

Exemple:

1) Sa se reprezinte printr-o integrala Fourier functia:

L |x<1
f(x)=41/2, X=+1
0, x| >1

o0 0

ifdcoj f (r)cosew(x— T)dr——jdeCOSw (x—7)dzr

w—J

1571 ] ; ] ]
= —J—(—sm @XCOS @+ SiN COS WX +SiN WX COS @ +5iN @ Cos wX ) d
T
0

1

:ﬁ(_sm o(x-1) sin w(x+l)jd“’

@ @
-1

171, . 2 tsinw
:—I— (2sinwcosox)dw= = [>——coswx do
72'0(0 ﬂ'o [0)]
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2 %sinw
=— I—cos oX dw
7[0 (0]

2) Sa se reprezinte printr-0 integrald Fourier functia:

f(x) = {1— X2, xe[-11]

0, inrest
1Tda)T f COSa) X— r)dr=£Tda)j‘(1—z'2)003a)(x—f)dr
T T et

0 0

:_jdwjl E (S'”“’<w )J

T)l +j21MdTJ

—Q

-1

Sl (e
_dew(_zj{r coso(x—7)[ _Jl'cosw(Xr)dTJ

() ‘71 ] a

+ —
(4 () (4 -

1wa( 2j[cosw(xl) cosw(x+1) 1sina)(Xr)%lJ

l(sin o(x-1)-sin a)(x+1))j

27 1 . . . .
=——Ida;—2 COS X COS w + SIN X SIN @+ COS wX COS @ —SIN @wXSIN @ +
(4]

w

:-Ejdwiz(ZCOSa)XCOSaH

1,. ) ) )
—(sin X cos —sin Cos X —Sin wX COS @ — COS X Sin a))j
(4]

4]

:—Ejdwiz(noswxcosa)—12cosa)xsina)j
T w (4]

4% 1 1.
=——f—2coswx cosw——sinw do
T W (9

4% wcosw—Sinw
f(x)=——|—————coswx dw

3
5 [
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8.2 Transformata Fourier

Transformarile integrale sunt o unealta puternica in problemele de fizica.

Fie f(x) o functie definitd pe un interval (a,b) finit sau infinit. Transformarea
integrala a lui f(x) este functia:

F(o) :TK (x@) f (x)dx (8.32)

unde functia K(x,) este fixatd de transformare si se numeste nucleul transformarii.

Fie f(x) o functie neteda (de clasa C') pe portiuni pe orice interval finit de

pe dreapta reala si absolut integrabild pe dreapta.

Definitie: O functie:

F(o & " dx (8.33)

l 0
=— [ f(x
== 1)
se numeste transformata Fourier a functiei f (x) sau functia spectrald. Aceasta este

o transformare integrala a lui f(x) pe R cu nucleul K(x,a)):ie’i“’x.

NP

in forma complexi a formulei integrala Fourier putem identifica transformata
Fourier:

f(x) =5 [ edo] f(r)erde (8.34)
si obtinem,
f(x) :%j F ()¢ do (8.35)
T

Aceasta se numeste transformata Fourier inversa si coreleazd pe F(w) cu f(x).
Uneori transformata Fourier directa este data in forma:

F (@)= | f(x)e"dx (8.36)
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Cu transformata Fourier inversa:

f(x):%j F (0)e “do (8.37)

Am vazut ca integrala Fourier care reprezinta o functie neperiodica poate fi
scrisa

1 T iox
f(X):ELF(G))e d(() (838)
in care transformata Fourier a functiei este

F(o e *dx (8.39)

1 0
=——| f(x
)= I (x)
Astfel, integrarea in raport cu o variabila produce o functie de cealalta variabila.
Ambele variabile apar ca un produs in argumentul exponentialei, si acest produs
trebuie sa fie adimensional. Orice pereche de variabile care satisfac acest criteriu
formeaza o pereche Fourier.

Sa consideram variabilele timp si frecventa. O functie de timp poate fi exprimata ca
un spectru de frecvente si invers.

f(t)=%]§ F (0)e"de (8.40)
z (a))=%T f(t)e “dt (8.41)

In loc de ® putem folosi v, daca avem in vedere w=2zv Si dow=2zdv

Observatie: Daca functia f (t) este para transformata Fourier va fi o functie reala.

Exemple de transformate Fourier
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VVom calcula transformatele Fourier pentru doua functii de mare importanta in fizica
(functia Gaussiana si functia ,,fanta”). Ambele sunt pare si au transformata Fourier

1. Curba Gaussiana apare in descrierea pachetului de unde asociat particulei in

mecanica cuantica. Transformata Fourier a distributiei Gaussiene este tot o
distributie Gaussiana.

f(x)= e 2" (8.42)

In figura 8.5 se vede ca functia Gaussiana este simetrica fata de origine, are

o2

inaltimea maxima 1/o+/2z in x=0 si imprastierea descrisa de deviatia standard o,
in x=+c functia coboara la e™* din valoarea maxima.

sigma=0.4,0.5

fi
00 04 08

F{omega)
00 04 08

omega

Figura 8.5 Transformata Fourier a unei Gaussiene este tot o Gaussiana

Transformata Fourier este:

F(a)):—1 | L ¢ ortgiongy

V27 o\2n
F(a))zzi ez "2 g 2 g
o
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Lo\2
X Ia(o] o2w?

F ()= 1 T e_[ﬁ+f

2no °,
F(o)-pe T ol # oy
(@) 27r0' '[O
Este cunoscut ca:
J' e dx = \/;
) L 1
Atunci cu substitutia IO'a) d ——dx
- fa 2 o
1 O' (U 1 0'2(1)2
F e’ d —e
(a)) 2710 \/_GJ' v= \/zzz "
Flo)- e F 843
27

Am obtinut alta gausiana in spatiul frecventelor cu alta inaltime maxima 1/+2z si
alt parametru de imprastiere ¢ —1/c. Un puls mai ingust (¢ mic) in coordonata X
conduce la o distributie mai larga de frecvente.

Ipoteza asupra lui f(x) sd fie absolut integrabild pe R este restrictiva. Aceasta
exclude de exemplu functii elementare cum ar fi: f(x)=1, f(x)=x°, f(x)=cosx,

f (x)=e*, pentru care nu exista transformatd Fourier (forma clasica).

Imagini Fourier pot fi determinate numai pentru functii care tind la zero pentru
x| > +o0 suficient de repede.

2. pulsul rectangular

1
f(x)=1" |X|<'9, 6>0 const
x>0

x| >
1 7 1 ¢ 1 el
F(CO):E j f (X)eilwxdxzzjeilwxdxzz -
o -0
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€0S O —iSin o — cos b — i sin Ow)

_\/%iw(eiem el&a}) \/_Ia)(

S (—2isint9a))=\/zsmgw
2riw T @

Transformata Fourier din figura are =2 si o este reprezentat pe axa OX.

Figura 8.6 Transformata Fourier a pulsului rectangular

Proprietatile transformarilor Fourier (facultativ)

1) Liniaritate Dacd F(w) si G(w) sunt transformatele Fourier pentru functiile
f(x) si g(x), atunci pentru vea,B constante, transformata Fourier a functiei
af(x)+B9(x) va fi aF (0)+pG(w). Transformarea Fourier este un operator liniar

()(

Tntr- adevar,

).
.T +ﬁg )) e '"*dx = & J f (X 7'wxdx+i T g *indX

J2r - 27 - Jor -
=aF (0)+pG(w)
Vom nota transformata Fourier a functiei f (x): F[ f(x ]n:m F (o)

2)  Dacd F(w) este transformata Fourier a functiei f (x) absolut integrabild pe R
, atunci F (o) este marginitd pe R.
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Dacd f(x) este absolut integrabild pe R, atunci Hf (x)|dx =K <+ . Fie:

F(a)):ﬁj f (x)e"dx transformata Fourier a lui f (x). Atunci,
1|7 i 1% K
F =——|| f(x)e'"dx|<—= | |f (X)|dX=—==
F(o)=7=|[ f) = 1 (o=

= F(w) marginita.

3) Transformarea Fourier inlocuieste diferentierea cu operatia de inmultire:

Fl £9(x)|=(io) F[ £ (x)], k=1..,m (8.44)

Fie f(x) o functie absolut integrabild cu f’(x) functie absolut integrabila pe
R, astfel incat f (x)—>0 pentru |x — «. Presupunand f'(x) functie neteda (de clasa
CY), scriem:

1 J_ f ,(X)e_indX pr|n=pam

N2r =,

= m( f(x)e™ | + ia):oi f (x)e‘“’xde

Primul termen din paranteza se anuleaza deoarece f(x)—0 pentru |x|— . Atunci,

F[f]=

F[f]=ioF[f] (8.45)

Adica, transformata Fourier a derivatei functiei este egald cu produsul dintre iw $i
transformata Fourier a functiei.

Daca f(x) are derivate netede si absolut integrabile pana la ordinul m, atunci:

F[ £9(x)|=(io) F[ £ ()], k=1...m (8.46)

Transformarea Fourier este utila deoarece inlocuieste operatia de diferentiere cu cea
de inmultire cu cantitatea iw, Simplificand astfel sarcina de a integra unele tipuri de
ecuatii diferentiale.
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4) Corelatia dintre rata de scadere a lui f(x) pentru |x|—>oo si proprietatile
transformatei Fourier (netedd).

Presupunem ca f(x) si xf(x) sunt absolut integrabile pe R. Atunci, diferentiem
transformata Fourier a lui f (x), in raport cu w:

F(0) = | f(x)e

dF i 7

T J‘ Xf (x)e " dx = —iF [ xf (x)]

_dF (@)
IW = F[Xf (X)] (8.47)
Daca impreuna cu f (x) si functiile xf (x), ..., x™ f (x) sunt absolut integrabile pe R

, atunci procesul de derivare al transformatei Fourier poate continua si are loc:

" dkF(a))
da*

=F[x"f(x)], k=1...,m (8.48)
Cu cét functia f(x) descreste mai repede pentru |x| — o CU atat F (w)=F[ f(x)] este

mai neteda, adica are derivate de ordin mai mare.

5) Teorema de convolutie: Fie F () si F,() transformatele Fourier ale functiilor
f,(x) si f,(x) respectiv. Atunci:

R (0)F, (0)= <= [ (e e ] 1 (y)e ey

—00

_ (\/21_)2 :T j f,(x) f, (y)e " *dxdy

unde integrala dubla este absolut convergenta. Schimbam variabila y astfel incéat
X+y=7,CU y=7-X.

CLEN le_ﬂ)z ] “”{i f(e- x)eiwfdf}dx
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schimbam ordinea de integrare:

F(0)F, (@) =—— [ e {j £ 1, (- x)dx}dr (8.49)

Functia:

S
—_
N
~
Il
—_—
—

(X) f, (7 —=x)dx,—o0 <7 < 400 (8.50)

se numeste convolutia lui f (x) si f,(x) si se noteazd cu (f,*f,)(7), adica:

(fl*fz)(r):j f,(x) f,(z —x)dx (8.51)
Ultima relatie pentru produsul transformatelor Fourier (8.49) poate fi rescrisa:

rJe"‘”’ 7)dz =27F, (0)F, (@) (8.52)

Teorema de convolutie: Transformata Fourier a convolutiei lui f,(x) si f,(x) este

egala cu produsul transformatelor Fourier a functiilor care participa la convolutie cu

un factor 2 .
Ff*f,]=V2rF []F[f,] (8.53)

Proprietatile convolutiei:

-liniaritate: f «(ef, +a,f,)=a (= f,)+a,(f = f,)

-comutativitate: f = f, = f, * f,
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