Analiza Complexa

7.4 Functii elementare de variabila complexa

Functia putere are forma:

wW=z"  neN (7.58)
Aceasta este analitica pe intreg planul complex si derivata sa este:
dw ne
Pl ' pentru n>1 (7.59)

si este nenula Vz #0.
Daca in relatia (7.58) reprezentdm z in forma exponentiala:

7 = rel@ — 7" — rneinH

Fie doua numere complexe diferite z, si z, astfel incat:

rL=r, 492:6?l+2?”k , keZ (7.60)
91+2—”k

. in . . . .
2y =rje"™ =r"e ( n ] =r/e"e'*™ =r"e™ (cos 27k +isin 2zk) =r"e" = 7]

z, SI z, sunt transformate in acelasi numar imagine W de catre functia putere. Acest
lucru ne arata ca pentru n>1 functia putere nu este injectiva in planul z,

Cel mai simplu exemplu de domeniu pe care transformareaw = z" este injectivi este
sectorul:

2
a<argz<a+?ﬂ-,‘v’aeR (7.61)

Pe domeniul (7.61) (figura 7.15) transformarea (7.58) este conforma.

o+2n/n

Figura 7.15
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Exemplu: Transformarea W=2", n>1, transforma sectorul O<argz<z/n din

planul complex z Tn semiplanul superior complex w (figura 7.16). Transformarea
mareste unghiul sectorului de n ori.

® % >
0 /f/% //f B 0 %’

Functia radacina de ordinul n este:

w=14z (7.62)
Aceasta este o functie multivaloare, care asociaza la fiecare numar complex

z=re'’” #0, n numere complexe diferite:
i0+2kiz

wsz/F-e ", k=012--,n-1 (7.63)

astfel incat a n-a putere a acestora este z, adica W, = Z.

Manipularea functiilor complexe multivaloare este mai pretentioasa. In cazul
acestora trebuie sa identificam asa numitele branch points. Daca z variaza in
diagrama Argand pe o curba inchisa care ocoleste un branch point, in general f(z)

nu se va intoarce la valoarea sa originala. Drept exemplu, sa consideram functia
multivaloare f(z)=z"* si exprimam z in forma z=re". Pentru orice contur C care

ocoleste originea, dupa un circuit & —6+2x. Pentru functia f(z)=z"*, dupa un
circuit obtinem:

U202 _y pU2gi(0v2n)i2 _ 12gi0l2gir _ 1241002

Valoarea functiei f(z) se modifica dupa parcurgerea oricarei curbe inchise care
ocoleste originea. In exemplul ales f(z) »—f(z). Deci z=0 este un branch point
pentru f(z)=z".
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T
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a) b)
Figura 7.17

Observam ca daca orice contur inchis care ocoleste originea este parcurs de doua ori
atunci functia f (z)=z"? revine la valoarea originala. Numarul de bucle in jurul unui

branch point necesare pentru functia f(z) pentru a reveni la valoarea initiala

depinde de functie, si pentru unele functii (ex. Lnz care are un branch point in
origine) valoarea initiala nu se mai atinge. Pentru a trata functia f (z) ca pe o functie

univaloare, se poate defini un branch cut in diagrama Argand. Un branch cut este o
linie sau o curba in planul complex si poate fi privita ca o bariera artificiala care nu
trebuie sa o trecem. Aceste linii branch cuts sunt pozitionate astfel incat sa fim
Impiedicati sa facem un circuit complet in jurul oricarui branch point, si astfel
functia ramane univaloare.

Pentru functia f (z)=z"* putem alege ca branch cut orice curba care incepe la

originea z=0 si se intinde pana la |z|=« in orice directie, deoarece orice astfel de

curba va preveni un circuit complet in jurul branch point-ului din origine. Se
obisnuieste alegerea unui branch point pe axa reala sau imaginara. In figura 7.17 (b)
branch cut este pe axa reala. Cu aceasta alegere restrictionam 6 la intervalul
0<@<2z sipastram f(z) univaloare.

Functia exponentiala
Pentru o mai buna intelegere a functiei exponentiale, vom discuta mai intai despre
serii de puteri in variabila complexa.

f(2)=>c,2" (7.64)

unde z este o variabila complexa si coeficientii ¢, sunt in general numere complexe.
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Seria de puteri complexe (7.64) este o dezvoltare in jurul originii z,=0. O
dezvoltare in serie de puteri in jurul unui alt punct z, =0, poate fi obtinuta prin
inlocuirea lui z cu z—z,. Daca scriem z in forma exponentiala z =re", expresia (7.64)
devine

f(2)=3c,re™ (7.65)
n=0
Aceasta serie este absolut convergenta daca suma
i c,r'e™ :i|cn| r'||e™ :i|cn|r” (7.66)
n=0 n=0 n=0

care este o serie cu termeni reali pozitivi, este convergenta. Cu tehnicile de la serii
de puteri reale determinam raza de convergenta a seriei, R. Seria complexa (7.64) va
fi absolut convergenta daca |z| <R si divergenta daca |z| > R. Daca |z|=R nu se poate

trage nici o concluzie, cazul trebuie analizat separat.
Un cerc cu raza R centrat in origine se numeste cerc de convergenta pentru
seria > c,z". Cazul R=0 corespunde la convergenta doar in origine, iar cazul R=co
n=0
corespunde la convergenta peste tot. Pentru cazul R finit convergenta apare intr-o
parte restrictionata a planului z (diagrama Argand). Pentru o serie de puteri in jurul
lui zo cercul de convergenta este centrat in zo.

Exemple: Determinati multimile din planul complex in care seriile urmatoare sunt
convergente.

0 Zn
1. £
nZ:(; n!
© nAind
. . . . . . r'e
Scriem z in forma exponentiala z=re", seria devine: Z |
o N:

0 n,ind

Aceasta este absolut convergenta daca )’

n=0

este convergenta. Adica studiem

n!

..o . .
convergenta seriel: Z—I care este serie de puterl realal
n!

n=0
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—1im Y i (n+2) = o0

n—oo n 1 nN—oo

A

R — lim 1%

n—oo |C

=lim
n—oo
n+l|

Seria este convergenta vz eC.

2. >.nlz"
n=0
Scriem z in forma exponentiala z=re", seria devine: ) nir"e"™

n=0

Aceasta este absolut convergenta daca Z\n!r”ei”g este convergenta. Adica studiem
n=0

convergenta seriei reale: > nir"

n=0

R=tim 1% —jim " _jim_1 _g
oelc, | e (n+l)l noen+l

Seria este convergenta numai in z=0

i i i . . i 0 r.neinns?
Scriem z in forma exponentiala z=re”, seria devine: >

n=0

n,ind

re
n

o0

Aceasta este absolut convergenta daca )’
n=0

este convergenta. Adica studiem

. . * "
convergenta seriei reale: Z—

n=0

S|

R tim1%] _jim_n_ _jim 1+

nN—oo |Cn+l| nN—oo 1 n—oo n

n+1
Seria este absolut convergenta daca |z| <1.
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Rezultat important: Seria de puteri icnzn are suma o functie analitica de z in
n=0

0

interiorul cercului de convergenta! Daca f(z)=> c,z" atunci in interiorul cercului

n
n=0

de convergenta al seriei exista derivata si derivatele de orice ordin.
£(z)= ne,2" (7.67)
n=0

Functia exponentala e* se defineste cu seria:

def Zn

e => — (7.68)

n=0 n!

In primul exemplu, am aratat ca aceasta serie este convergenta pe tot planul complex
si conform ultimului rezultat enuntat mai sus, este functie analitica pe intreg planul
complex. Ca si partenera sa reala, se numeste functie exponentiala si este egala cu

propria sa derivata: (e*) =e*.
Produsul a doua exponentiale este tot o exponentiala:

e .e” =g1"® (7.69)
Demonstratie:
© Zn S Zn L. . 1
er=) L ex=)-2t = coeficientul lui z/-z; este —
oo n! o n! ris!

ezl-¢—z2 — i ( Zl + Z2 )n

o n!

r+s
. 72, +Z .
Din aceasta suma, termenul @ Se SCrie:

(r+s)!

(z+z)" _ 1
(r+s)! (r+s)!(

r+s r+s r+s r+s

0 r+s 1 r+s-1 S ros r+sr+s
CrZi®+Ch 2, +...+C} 225 +...+Cl 12,

1 (r+s) 1

coeficientul lui z/ -z, este =
(r+s)! rist  ris!

In concluzie, coeficientii termenilor corespunzatori din cele doua parti ale relatiei
(7.69) sunt egali.
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Putem extinde definitia exponentialei e’ pentru a real, a>0 astfel:
a’=e™ (7.70)
Dacain e’ = i% consideram z =iy, obtinem formula Euler:
n=0 '!-

e¥ =cosy+isiny (7.71)

Cum z =x+iy obtinem imediat relatia:

def .
w=e' =e"¥ =¢*(cosy+isiny) (7.72)

Functia exponentiala are urmatoarele proprietati:
1. Pentru z real definitia de mai sus coincide cu exponentiala obisnuita.
2. Functia este analitica pe tot planul complex si se deriveaza cu formula:

(ez)' =g’

3. Functia verificd regula de inmultire: e* - =
4. Functia este periodica si are perioada imaginard 27i .
Tntr-adevir, vk intreg

e21+22

z

€,

z+27ki

e =e
deoarece e'?™ =cos2zk +isin2zk =1.

z i2zk

-€

Banda 0<y <2z din planul complex nu contine nici o pereche de puncte z3,
Z, care difera prin 2zki, ceea ce ne sugereaza ca transformarea w=e* este injectiva

in aceasta banda. Si deoarece derivata functiei este nenula,

(eZ )‘ —e* >0, atunci

transformarea este si conforma. Este de remarcat ca functia w=e* este injectiva in
orice banda a<y<a+2r.

2w

Figura 7.18

7
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Functia logaritmica
w=Lnz (7.73)
Daca z =re" unde r este real, modulul numarului, si 0 este argumentul sau principal
—r <0< x.Atunci,
w=Lnz=Inr+i(0+2kr) (7.74)

w=In|z|+i Arg z=In|z|+i(argz+27K), kez (7.75)

Functia logaritmica este multivaloare, asociaza la un z mai multe numere complexe.
Notatie:

Ln zrztln|z|+iArgz (7.76)

Cantitatea In|z|+iargz se numeste valoare principala a logaritmului. Notatie:

Inz=In|z|+iarg z (7.77)

Atunci,
Lnz=Inz+i27k, kez (7.78)

Acum ca am definit logaritmul complex putem calcula:
t? =e™™ (7.79)
cut (t=0) sizambele complexe.

Exercitii: Calculati logaritmul urmatoarelor numere complexe.

1) Lne z=e |z|l=e argz=0
Ine=In|z|+iargz=Ine+i-0=1
Lne=Inz+i2zk =1+i27k keZ
2) Ln(—) z=— |z]=1 argz:-%

In(—i):In|z|+iargz=In1+i-(—%j=—i%
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Ln(—i)=|nz+i2ﬂk=—i%+i27zk:i(Zk—%jﬁ kKeZ

3) Ln(i) z=i |¢|=1 argz:%

In(i)=|n|z|+iargz=In1+i~[%)=i

NN

Ln(i)=|nz+i27zk=i%+i2zk=i(2k+%)ﬂ keZ

4) Ln(-1-i) z=-1-i  |z=+2

argz :—ﬂ+arctgl:—7r+arctgl=—7z+z=—3—7[
X 4 4

In(—l—i):ln|z|+iargz:In\/§+i-(—377zjzln\/_—i37”

Ln(-1-i)=Inz+i2zk = |nﬁ-i37”+i2zk=|nﬁ+i(2k—%jﬂ

Simplificati expresia: z=i?*

) - ~2i| InL+iZ +i2kz “iif 2k+ L |2 2(2k+1 P
7= |—2| — e—2|Ln| —e ( 2 ) —e ( 2] —e 2] _ e(‘”‘*l)” k e

Functii trigonometrice si hiperbolice
Din formula Euler avem:
e¥ =cosy+isiny eV =cosy—isiny
eV _ gV eV 4oV

= siny=—— Cosy =
21

Definim functiile trigonometrice Sinz si COSZ pentru orice argument complex z cu:

] def eiz _efiz def eiz + —iz
SINz = COSZ =

(7.80)
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Proprietati ale functiilor sinz si COSZ:
1. Pentru z =x real cele doua functii coincid cu sinusul si cosinusul obisnuit.
2. Functiile sunt analitice pe intreg planul complex.
3. Formulele de derivare sunt cele cunoscute:

(sin z)’ =C0Sz (cos z)' =-sinz (7.81)

4. Sunt functii periodice cu perioada 2r .

o

sinz este functie impara i cosz este functie para.
6. Verifica relatiile trigonometrice obisnuite.

Functiile tg z si ctg z Tn planul complex se definesc cu formulele:

%1 sin z & coS 7
tgz=—— ctgz=—— (7.82)
C0SZ Sinz
Functiile hiperbolice in planul complex se definesc cu formulele:
e’ —e’’ ‘te?
shz= chz=2*° (7.83)
def Sh 7 def Ch 7
thz=—— cthz=——
~chz ~shz (7.84)

Functiile hiperbolice sunt strans legate de functiile trigonometrice. Conexiunea este
data de urmatoarele relatii:

ch z =cos(iz) sh z =—isin(iz) (7.85)
cosz =ch(iz) sinz =—ish(iz) (7.86)

Precizare: Modulul functiilor Sinz si cosz Tn planul complex ia valori arbitrar de
mari.
Exercitii:

1) Aritai ca: cos(iln(5+26))=5

cos(iln(SiZ\/E)) (In(5+2\/_)):

1( 6) eln(SiZ«/g))
2
:l(em( 5+2\/_):% 5+2\/—+5+2\/—)

10



Analiza Complexa

2) Determinati modulul si argumentul principal al functiei date in punctul z; .

T .
a) w=cosz, zO:E+|In2

def eiz +e—iz

W=C0SZ =
cosz, = E ei(%ﬂlnzj N e—i(%ﬂlnzj _ 1 i%e*mZ N e_i%elnz

2 2

1%1 4% 1(1 T .. T T .. T
CoSZ,=—|e?-—+e 2.2 |=—| = COS—+IiSin— |+2| cos——isin—

2 2 2\ 2 2 2 2 2
coszO:1 1|—2|): 1—1j|:—§|

2 4 4

|cos z |:§ arg(cosz )=—Z
0 4 0 2

sh z, Y P B 3 I PSSP
2 2 e

e T .. T 1 T .. T
sh ZO=— cOS—+ISsInN— |——| COS——1ISInh—
2 2 2 2e 2 2

7.4 Integrarea functiilor complexe. Teorema Cauchy

Integrarea unei functii de variabild complexa
O curba in planul complex este o transformare de forma:

7:[ab]>C, y(t)=x(t)+iy(t),t[ab] (7.87)

11
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7(a) reprezintd punctul initial al curbei si y(b) punctul final. Curba y este neteda

daca

dy _dx dy
i +i it (7.88)

exista si este nenuld vte[a,b].

Fie o curba orientata y neteda pe portiuni, in planul complex. Presupunem ca
o functie f(z) de variabila complexa este definitd pe curba y sau pe un domeniu care

include curba y. Tmpartim curba in n arce partiale cu ajutorul punctelor:
z,=7(a), z1, 22, ..., 2,=y(b) (7.89)
alese arbitrar, cu y(a) si y(b) extremitatile curbei.

Figura 7.19

Pe fiecare arc partial, care se intinde de la z,, la z, (k=1,...,n ), alegem un punct
arbitrar £, si notam:

Az =7, ,

Formam suma:
> (&) Az, (7.90)
k=1

numitd sumda integrald complexa, unde ¢, este un punct arbitrar din arcul partial

[2.1,7.]. Daca pentru m9x|Azk| — 0 exista limita sumei (7.90) independent de partitia

curbei in arce partiale si de alegerea punctelor ¢, atunci aceasta limita se numeste

integrala lui f(z) pe curbay.

12
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def

jf( )dz = lim Zf £)A (7.91)

max\Azk\aO
e

O functie f(z) care are integrala complexa pe curba se numeste integrabila pe
curba. Daca f(z) este analitica pe curba, atunci f(z) este sigur integrabila pe

curba.
Exista o conexiune intre integrala functiei complexe pe o curba si integralele
unor functii reale pe curba. Astfel, daca consideram:

f(z)=u(xy)+iv(x,y) si dz=dx+idy (7.92)
si daca curba y este netedd pe portiuni si f(z) este functie marginita si continud pe
portiuni pe y, atunci integrala (7.91) exista si are loc formula:
[ f(z)dz=[(u~+iv)(dx+idy) (7.93)

v /4

:J.udx—J'vdy+iJ'udy+i_|'vdx
/e 14
Cum y(t)=x(t)+iy(t), te[a B], integralele functiilor reale se calculeaza:

If dz__[u dt _[v dydt+|J.u ydt+|Iv —dt (7.94)

4

Integralele functiilor de variabila complexd pastreaza proprietatile de baza ale
integralelor functiilor reale:

1)_[( f,(z)+f,(z))dz :'[ fl(z)dz+_[ f,(z)dz

2) jcf (z)dz= cj f (z)dz unde c este o constantd complexa.

4

Figura 7.20

13
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3) J' z)dz ——I f(z)dz, unde y~ si y* au orientari opuse.

7+

4)j dz+_[ z)dz = _[ f(z)dz

roy?
5) Fie M :max\f (z)| sil lungimea curbei y. Atunci,
ey

_[ z)dz

e

<H Hdz|£M.[|dz|:Ml (7.95)

Calcularea integralei unei functii de variabila complexa

Exemplu: Calculati integrala complexa a functiei f(z)=1/z pe cercul |z=R

incepand si sfarsind cu punctul z=R
Cercul parametrizat este:
C: z(t)=Rcost+iRsint, 0<t<2rz (7.96)

Si functia:
1 X—1ly
f Z)l= =
(2) X+iy X2 +y°
Partea reala si partea imaginara sunt:
X Rcost -y Rsint

x2+y2_ R2 x2+y2__ R2

Cu (7.94) calculam:

J. dz= COSt Rsmt)dt—

0
2r -
+i I cost R costdt +ij int(—Rsint)dt =
0 R 0 R

=0+0+iz+izr =27
Integrala poate fi evaluata si direct:
Consideram curba neteda y in reprezentare parametrica:

z=2(t)=x(t)+iy(t), te[a p]

Atunci: j f(z)dz :T fz(t)]z'(t)dt (7.96)

I

Reluam integrala din exemplu:

14
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1 2 _Rsint +iRcost
[Zdz=| —
sz Rcost+IRsint

2r
dt = j idt = 27i
0

0

Observatie: Rezultatul integralei este independent de R.

Exemple:

1. |1:jz dz unde y, este dreapta ce uneste z=0 cu punctul z=1+2i
N

O astfel de dreapta are ecuatia y=2x si dacd consideram x=t parametrul
curbei, atunci ecuatia parametrica a curbei y, este:

n(t)=t+i2t, te[0,1]

7 (t)=1+2i
l,=[zdz= j.(t+i2t)(dt+2idt) = j‘t(1+ 2i)(1+2i)dt = (1+2i)° jtdt

1
:(1+2i)2ﬁ =1(1+4i—4)=—§+2i
2|, 2 2

2. 1,= j z dz unde y, este parabola ce uneste z=0 cu punctul 1+ 2i
V2

O astfel de parabola are ecuatia y=2x* si daca consideram x=t parametrul
curbel, atunci ecuatia parametrica a curbei y, este:

¥, (t)=t+i2t*, te[0,1]

¥, (t)=1+4it
1 1
1, = [z dz = [(t+i2t?)(dt +4itdt) = [t(1+2it) (1+ 4it) dt =
V2 0 0

- jt(1+4it +2it—8t2)dt - j.t(1+ 6it—8t2)dt = j.(t+6it2 —8t3)dt
0 0 0

1 1 1

t4

3
vl gth
4

+ 61 —
3

t2

=3+m—2=—§+m
2 2

0
Observatie: Rezultatul integralei functiei f(z)=z pare sd nu depinda de forma

0 0

curbei y ci numai de punctul initial si final al acesteia.

15



Analiza Complexa

3. 1, =sz dz unde y este dreapta ce uneste z=0 cu punctul 1+2i
N

O astfel de dreapta are ecuatia y=2x si daca consideram x=t parametrul
curbei, atunci ecuatia parametrica a curbei y; este:

n(t)=t+i2t, te[0,1]

7 (t)=1+2i
1 ) 1 ) 1
Iy = [ 2% dz = [(t+i2t)’ (dt+2idt) = [t* (1+2i)" (1+ 20) dt = (1+2i )’ [ tcl
7 0 0 0
31
= (@20 | = (14611217 +8i%) = 2 (L+ 6112 -8i) =~ = — =i
3|, 3 3 3 3

4.1,= j z® dz unde y, este parabola ce uneste z=0 cu punctul 1+2i
72

O astfel de parabola are ecuatia y=2x? si dacd consideram x=t parametrul curbei,
atunci ecuatia parametrica a curbei y, este:

o (t)=t+i2t?, te[0,1]

¥, (t)=1+4it

1

1
1, = [ 2% dz=[(t+ i2t2)2 (dt +ditdt) = [t* (1+ 2it)* (1+ 4it) dt =
72 0 0

= itz (1+4it - 4t°) (1+ 4it) dt = j.tz (1+ 4it + it 16t — 4t —16it° ) dt =
0 0

- itZ (1+8it—20t2 —16it3)dt - j(t2 +8it® — 20t —16it5)dt -
0 0

1

6
16| —ligioa 81 2

6|, 3 3 3 3

5L
_zot_
5

0

Observatie: Rezultatul integralei functiei f(z)=2z* pare sd nu depinda de forma

curbei y ci numai de punctul initial si final al acesteia.

16
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5. Integrati functia f:C—C f(z)=2° pe dreapta care uneste punctul z=0 CU z=1+i

Parametrizarea acestei curbe este: y(t)=t+it, t<[0,1]

y’(t):1+i
jzzdz = j(t —it)* (1+i)dt = (1+ i)Jl.(t—it)Z dt
=(1+ i)'l[tz (1-i) dt = —2i(1+i)jt2dt

:—2i(1+i)§ =—2i(1+i)%=§(1‘i)

6. Integrati aceeasi functie f(z)=z?, pe parabola y=x* care uneste aceleasi doud
puncte z=0, z=1+i
Parametrizarea acestei curbe este: y(t)=t+it*, t[0,1]
7' (t)=1+2it

1

j 72dz _I( —it2)2 (L+2it)dt = [(t* - 2it° —t*)(1+2it)dt

0

T( +2it® - 2it3 + 4t* —t* —2it5)dt - j(t2 +3t* —2it5)dt -
0 0

6
P
6

t5

3
¢ +3—
50

3

14 1,

, 15 3

0

7. Integrati aceeasi functie f(z)=2?, pe reuniunea a doua segmente de dreapta y; pe

axa Ox si vy, paralel cu Oy care unesc aceleasi doua puncte z=0, z=1+i
Parametrizarea acestor curbe: y,(t)=t, te[0,1]

y(t)=1

7,(t)=1+it, t[0,1]

y'(t)=i
Jzzdz_jzzdz+jzzdz—jtzdt+J1 it) Zidt
V4 N 72
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Analiza Complexa

=i€m+ﬁ@—mu4ﬂm
0 0

Observatie: Integrarea functiei f(z)=z* intre aceleasi doua puncte pe trei curbe
diferite a condus la trei rezultate diferite.

dz
8. iz—zo

unde y, este un cerc de raza r cu centrul in punctul z, si este parcurs in sens invers

acelor de ceas.
Cercul poate fi reprezentat parametric:

z=z,+re" | te[0,27) (7.97)
, "
Figura 7.21
Intr-adevir,
X=X, +rcost
y=Y,+rsint |xi siadunare
X+iy =X, +iy, +r(cost+isint) =1z, +re"
Rezulta ca, z(t)=z,+re" , te[0,2r]
Z'(t)=ire"
dz  Fire" | .
| = [ dt=i[dt=2xi
z—-2, % re ’

r
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Analiza Complexa

9. 1,= I(Z ~2,)"dz unde y, este un cerc de raza r cu centrul in punctul zo

7r
z=27,+re" 7'(t)=ire"

2

2z " e(n+l)

j (re" rle”dt_lr””je e = jrmt =

; (n+1)
B r.n+1 i27z(n+1) o\ n+1 o B
= n+1(e —e )_ nJrl(00527z(n+1)+|sm 27r(n+1)—1)_0

Teorema 1 (Cauchy): Fie f(z) o functie analiticd pe un domeniu D simplu conex

si fie y un contur in D neted pe portiuni, inchis. Atunci:
If(z)dz=0 (7.98)

e

Observatie: Daca f(z) este o functie analiticd pe un domeniu D simplu conex,

atunci valoarea integralei _[ f(z)dz pe o curbi arbitrara y neteda pe portiuni din D
/4

este independenta de alegerea curbei y. Valoarea integralei este determinata numai
de punctul initial si final al curbei. Punctam acest lucru notand integrala astfel:

4

jf(z)dz

Zy
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