7.3Definitii. Derivate. Ecuatiile Cauchy-Riemann

Multimi in planul complex
Vom nota cu C multimea numerelor complexe. In forma algebrici multimea
numerelor complexe este:
C:{z=x+iy‘x,yeR,i2=—l} (7.25)
Xx=Rez y=Imz
Numerele complexe se reprezinta geometric in planul complex (Diagrama Argand).
Fie £>0 un numar pozitiv arbitrar si fie zo un numar complex arbitrar fixat.

Consideram multimea de puncte z din planul complex, figura 7.4, care satisfac
inegalitatea:

z-1z9| <& (7.26)

| @

Figura 7.4 O g-vecinatate a lui zo.

Considerdm zo =X +iyp si Z=X+1Iy si obtinem:

-7, =X—X+i(y—Y,)

2= 20| = (x=30)* +(y-yo )’ <& (7.27)

(x=%0)*+(y-yo)" <&? (7.28)

Multimea punctelor z din planul complex ce satisfac (7.26) formeaza o g-vecinatate
a lui zo.



Definitii:
e 7z este punct interior al unei multimi din planul complex daca exista o

g-vecinatate a punctului inclusa in multime.

e O multime D din planul complex se numeste domeniu daca este
alcatuitda numai din puncte interioare (este deschisd) si oricare doud
puncte din multime pot fi conectate de o curba continuta in multime.

e Un punct este punct frontiera al domeniului D, daca orice e-vecinatate
a sa are puncte atat in interiorul cat si Tn exteriorul domeniului.

e Multimea tuturor punctelor frontiera, notata oD | formeaza frontiera
domeniului D.

e Un domeniu D impreuna cu frontiera sa 0D este un domeniu inchis si

se noteazd D

Exemple: Multimea punctelor z care verifici inegalitatile: 1<|7/<2 este un
domeniu deschis, iar multimea punctelor z care verifica inegalitatile: 1<|z<2 este
un domeniu inchis (figura 7.5). Frontiera este alcatuitd din cercurile: |z]=1 si |z]=2 .
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Figura 7.5

O curba inchisa fara autointersectii se numeste contur. Orice contur Tmparte
planul complex in doua domenii, si este frontiera intre acestea. Domeniul interior

conturului este marginit, iar cel exterior este nemarginit. Spunem ca un domeniu D
este simplu conex daca interiorul oricarui contur din D apartine lui D (practic o
multime fara gauri).

Exemple:
1. Multimea de numere complexe z =x+1y care verifica conditiile:
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O0<x<1, -1<y<1 formeaza un domeniu simplu conex, figura 7.6.

¥

Figura 7.6

2. Multimea de numere complexe z care verifica conditia: 0<|z/<1 nu este un

domeniu simplu conex. Punctul z=0 aflat in interiorul conturului y nu
apartine multimii (figura 7.7).

Anl
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Figura 7.7

Limita sirurilor de numere complexe

Fie sirul {x,} format din numerele reale: x,x,,...,x,,... . Spunem casirul {x,}
este convervent la numarul real A daca ve>0, 3N(¢) astfel incat |x,—A<e,
vn>N(e).

Fie {z,} un sir de numere complexe cu z, = x, +iy,, unde x R si y, eR.

Definitie: Un numar complex z este limita sirului {z,} dacd Ve >0 existd un numar
N = N(e) astfel incat |z, —z|<e, ¥n>N(¢).



Notatie: limz, =z

n—oo

Geometric, toti termenii sirului z, CU n>N(¢), puncte in planul complex, se afld in
interiorul cercului cu centrul in z si raza ¢.

Teorema: Un sir de numere complexe z, =x_+iy, este convergent daca si numai
daci sirurile de numere reale {x,} si {y,} sunt convergente. In plus, are loc:
limz, =limx, +ilimy, (7.29)

n—oo N—oo nN—oo

Consideram sirul {z,} de numere complexe: z,z,,...,z,,....

Daca pentru orice numar M >0 arbitrar de mare, exista un numar natural N
a.l. toti termenii z, ai sirului {z,} cu n>N verificd inegalitatea |z,|>M, atunci

spunem ca sirul {z }este convergent la un punct la infinit, sau simplu la infinit, si

scriem:
limz, = (7.30)

Daca suplimentam planul variabilelor complexe cu punctul z=0 pe care
tocmai I-am definit, atunci obtinem planul complex extins.

Functii de o variabila complexa
Functia f:S—C cu
w=f(z) (7.31)
este definitd pe o multime S a planului complex z daca este precizata o lege care
pune in corespondenta fiecare numar complex z din S cu un numar complex W unic.
Functia w= f (z) este o transformare a punctelor din planul complex z in puncte din

planul complex w (vezi figura 7.8).

Figura 7.8
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Consideram z=x+iy, w=u+iv. Atunci definifia functiei de variabila
complexa w=f(z) va fi echivalentd cu definitia a doud functii reale de doua
variabile reale u=u(x,y), v=v(x,y), unde

w=f(z)=u(x,y)+iv(xY) (7.32)

u=u(x,y) este partea reald si v=v(x,y) partea imaginara a functiei w= f(z).

Exemple:
1) w=2°

Consideram z=x+iy, w=u+iv
u+iv:(x+iy)2=x2—y2+i2xy
Functia W= z° este echivalentd cu doud functii reale u=x2—y?, v=2xy
2) w=1
z
Consideram z = x+iy, w=u+iv
1 x-y X .=y

+1

u+iv= — = =
X+iy x2+y? X*+y? X’ +y?

X -y
2 7 V=
X +y

. 1 . y y .
Functia W= ~ este echivalentd cu doua functii reale u = =——
X +y

O functie w= f (z) transforma unu-la-unu multimea S daca in puncte diferite
din S ia valori diferite. De exemplu, functia W=2z" transforma unu-la-unu
semiplanul superior (Imz>0) si nu face acest lucru pentru intreg planul. De
exemplu, i? =(-i)" =-1.

Limita unei functii

Fie w= f(z) o functie definitd pe o vecinatate a punctului Z, =X, +iy,, cu o
posibild exceptie in Zo. Un numar complex A este limita lui f(z) cand z—z, si
notdm A=lim f (z), dacd Ve >0 putem determina 0 §—vecinatate a punctului Zo a.1.

757,



oricare ar fi z din § —vecinatate, cu exceptia posibila pentru zo, punctul corespunzator
w prin functie se afla in ¢ — vecinatatea punctului A (figura 7.9).
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Figura 7.9 llustrarea limitei unei functii intr-un punct.

Pentru zo si A puncte finite in planul complex, rescriem definitia limitei astfel:
A=limf(z) < Ve>0,3 5=5(¢)>0al vz CU0<|z-z|<5,sdavem |f(z)-A<e

(7.33)
Observatii:
1. In definitia limitei, punctul z tinde la zo pe orice drum.
2. Existenta limitei (7.33) este echivalentd cu existenta limitelor functiilor reale

u=u(xy), v=v(xy):

limu(x,y)=8B limv(x,y)=C (7.34)
X—>X%g X=X
Y—=Yo Y=>Yo

unde A=B+iC.

Cum limita (7.33) este echivalentd cu limitele functiilor reale de doua
variabile (7.34), functia de variabila complexa se supune la aceleasi reguli de calcul
pentru limite:

!Lrg(f (z)ig(z)):!LrQ i (z)i!Ln;g(z) (7.35)
Z'Lrg(f(z)g(z)):!Ln; (z)ZILrQ (2) (7.36)

_f(z) lImf(z)
M@ e HRIE7 (730




Continuitate
O functie w= f (z) definitd pe o mulfime S este continua in punctul z, S, daca

limf(z)="f(z), zeS (7.38)

77,

Cu alte cuvinte, f(z) este continud in Zo, dacd Ve >0, putem determina 6 =6(¢)>0

al. vzeS care verificd [z-z,| <5, sd avem |f (z)-f(z,) <¢.

Condifia necesarda si suficientd ca o functie de variabilda complexa
f(z)=u(x,y)+iv(x,y) si fie continui in punctul z, =x, +iy, este ca partile sale
reald si imaginard u=u(x,y) si v=v(xy) sa fie continue in punctul (x, y,) Th X si.

Acest fapt ne permite sa translatam proprietatile functiilor continue de doua
variabile reale la functiile continue de variabila complexa. Dintre acestea amintim:
continuitatea sumei, produsului, catului de doud functii continue si continuitatea
functiilor compuse.

Daci o functie f(z) este continua in fiecare punct al unei multimi S, atunci

spunem cd f(z) este continua pe S.
Functii diferentiabile si functii analitice

O functie complexa este o transformare f:C— C siscriem f(z)=w CUZs§iW

numere complexe. Din punct de vedere geometric transformarea poate fi gandita ca
o corespondenta intre doua plane complexe: planul z si planul w. Planul w are o axa
reala U si 0 axa imaginara V. U si vV sunt functii reale de componentele X si y a lui z.

f(z)=u(xy)+iv(x,y)
Acestd ecuatie ne furnizeaza un punct unic (u,v) in planul w pentru fiecare
punct (x,y) din planul z. Sub actiunea lui f multimi din planul z sunt transformate n

multimi din planul w. De exemplu, o curba din planul z poate fi transformata intr-0
curba din planul w.

Problemia: Cum se transforma dreapta y=mx din planul z in planul w? Daca
consideram functia w= f (z)=z?

w=(x+iy)* =x2—y? +i2xy
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u(x,y)=x>-y* si  v(xy)=2xy
Pentru dreapta din planul z, y=mx aceste ecuatii conduc la

u=(1—m2)x2 v =2mx?

Eliminand x din aceste ecuatii obtinem: v = u

1-m?
Aceasta este o dreapta care trece prin origine planului w si are unghiul cu axa
orizontala modificat fatd de unghiul format de dreapta y=mx din planul z cu axa

orizontala.

Definitie: Fie f(z) o functie (univaloare) definitd pe o vecindtate a punctului Zo.
Derivata lui f(z) Tn zo, este:

aim f(z,+Az)—f(z,)
dz , A0 AZ

0

(7.38)

cu conditia ca limita sa existe si sa fie unica. Adica, valoarea limitei sa nu depinda
de directia dupa care Az tinde la zero in diagrama Argand.

AZ = AX +iAy (7.39)
Orice doua directii pe care Az tinde la zero trebuie sa conduca la acelasi rezultat in
caz de derivabilitate. In particular, ne putem deplasa paralel cu axa reala (Ay =0) sau
paralel cu axa imaginara (Ax=0). Pentru ca derivata sa existe, rezultatul nu trebuie
sd depindd de modul in care Az —0.
Daca consideram

Z=X+Iiy Z, =X, +1Yy,
f(z)=u(xy)+iv(xy)
f(Zo)=U(X Yo)+i V(X o)
Atunci avem:
f(zo+AZ) =u (X +AX, Yo + Ay ) +i V(X +AX, Y, + Ay)
Si limita din definitie este:
U(Xo +AX, Yo+ AY )+ V(Xg + A%, Yo + Ay )= (U(Xg, Yo ) +1 V(%5: Yo )

f (ZO)zAI)!TO AX+iAy
Ay—0
£ (z9) = lim 200t A Yo+ AY) ~U (%, Yo) +i( V(% + A%, Yo + AY) =V (%, o))
" _§§;’8 AX+iAy



O Consideram mai intdi Ay — 0 si apoi Ax — 0, adicd Az — 0 pe axa reala.

{(29) = lim lim U (X + AX, yO+Ay)—u(x0,y0)+i(-v(xO+Ax, Yo+AY) V(X Yo))
Ax—0 Ay—0 AX+1Ay

(2,) = lim U (%o +AX, Yo ) U (X, Yo ) +( V(X + A%, Yo ) =V (%, o))
0 Ax—0 AX

. OV
+i—

, ou
f (ZO):_ 15)4

= (7.40)

(X0+Yo) (%:Yo)

O Consideram mai intdi Ax—0 si apoi Ay —»0, adica Az—0 pe axa

imaginara.

£(2) = tim tim 200 A% Yo+ AY) U (%o, Yo) +1( V(¥ + A%, Yo + AY) ~V(%. Yo))
Ay—0 Ax—0 AX+IAy

U(Xo, Yo +AY)—U(Xo, Yo ) +i( V(X Yo +AY) =V (X0, Yo ))

f,(ZO):AIJTO iAy
. OU ov
f'(zo)=—1— — (7.41)
ay (%Y%) ay(XO'VO)

Cele doua expresii (7.40-41) ale lui f'(z,) trebuie sa fie egale, deci
ou ov
R N L (7.42)
ox oy oy  Ox

Cunoscute sub numele de relatii Cauchy-Riemann.

Exemple: 1. Examinati derivata functiei f(z)=x"+i2y* In z5=1+i

df _im f (1+i+Az)- f (1+i)
dz|,,,, a0 Az
_ 1im f (1+i+Ax+iAy)—f (1+i)
Ax—0,4y—0 AX+I1Ay



_ im f(1+Ax+i(1+Ay)) - f (1+i)

Ax—>0,Ay—0 AX + |Ay
_im (1+Ax)" +i2(1+Ay)* —(1+2i)
T Ax50,4y50 AX + |Ay

1+ 2AX + (Ax)2 +2i +4iAy + 2i (Ay)2 —1-2i

= lim .
AX—0,Ay—0 AX + |Ay
_ fim 2Ax+(Ax)2 +4iAy+2i(Ay)2
T Ax50,4y50 AX + |Ay

Ne apropiem de z, =1+i pe dreapta y—-1=m(x—-1), atunci Ay = mAx

df | i 28 +(AX)’ +4imAx+2im? (Ax)” lim 2+ (AX)+4im+ 2im* (Ax)
dz|,_.; A0 AX +ImAX a0 1+im

df | _ 2+4im

dz 1+im

z=1+i

In functie de parametrul m avem o infinitate de valori pentru derivata. Deci, valoarea
limitei depinde de drumul pe care ne apropiem de z,=1+i. Atunci, functia nu are

derivatain z=1+i

2. Aratati ca functia w= f (z) = Re z nu este diferentiabila in nici un punct.
Fie z=Xx+1y. Atunci w=x. Prin definitie:
f(z+Az)-1(z f(X+1y+AX+IAy)— f (X+i
£1(2)= lim )= 1(@)_p, FOcely )= (i)
Az0 AZ AX—0,Ay—0 AX+I1AY
. X+ AX—X . AX
= lim ———=lim -
Ax—0,Ay—>0 AX+IAy Ax—0,Ay—0 AX+IAy

Aceasta limita ar trebui sa fie independenta de drumul pe care ne apropiem de z cand
trecem la limita. Consideram doud cazuri.

Fie ne apropiem de z=x+1y pe dreapta y=ct, Ay=0. Atunci:
. AX . AX
Ax—0,Ay—0 Ax.HAy Ax—0 AX

1
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Fie ne apropiem de z =Xx+1y pe dreapta x=ct, Ax=0. Atunci:
im —X _jim-% g
Ax—0,Ay—0 AX + |Ay Ay—0 |Ay

Valoarea limitei depinde de drumul pe care ne apropiem de z. In consecintd w=Re z
nu este diferengiabila in nici un punct.

2. f:C—>C f(z)=2° este diferentiabila pe C.

3 3

Vi eC, '(z)=tim D= FZ) o 22

72 Z, 2% 7—17,

z-
(z—2,) (z +zzo+zo)

= lim —Ilm(z +zzo+zo)
71, Z—zo 1,

4

Zy

Figura 7.10

Atentie: z,=x,+iy, z=X+iy
X=X, +ICoS¢
y=Y,+rsing i
X+1y =X, +iy, +r(cosg+ising)
Z=12,+r(cosg+ising)
z=2,+re"
Ne intoarcem la calculul limitei:
=Iim[(zo+re“”)2+(zo+rei¢)zo+z§}=

77,

=lim(z§ +2z,re"” + 1% + 25 + 12,6 + 2 ) =32

r—0
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3. f:C>C f(z):(f)2 diferentiabila numai in z =0.

_ 52 =2
Vi eC, f(z)=tim D =FE)_ 7-7

-7, -1, -5 7-1,
i 2 =2 i1\2
_ (zo+re ) -, (70+re"¢) -77
= lim 7 =lim 7
o5 zo+re% -z, o re
72 +2zre M +re ¥ —z2 . 27, re +r%e
=lim 7 =lim 7
Z—)ZO re Z—)ZO re

= lim (Zfoe"” + re"“)
Daca z,=0, limita pentru z—z, inseamna limita pentru r —0 si este egala cu
27,67 si depinde de ¢, adica de directia dupa care z se apropie de z,. Deci aceasta
limita nu exista si functia nu este diferentiabila.
Daca z, =0, limita pentru z — z,, adica pentru r -0 este egald cu zero. f(z) =(Z)2

este diferentiabila in z=0.

Proprietati de calcul:
Daca c este o constanta complexa si f (z) o functie derivabila:

Lo &, —d(C;Z(Z))=c (2) (7.43)
Daca nez’
LA— (7.44)
dz
Relatia este valida si pentru n negativ daca z=0.
Llf(2)+9(2)]= F'(2)+9'(2) (7.45)
2[f(2)9()]-f +1(2)9'(2) (7.46)
;’ZM ﬂ M) (gl(z)( )g (Z), 3(2)20 7.47)
Derivarea functiilor compuse:
i(f(g(z)))zmd—w unde w=g(z) (7.48)
dz dw dz

Exemplu: di(ZZZJri)5 =5W4-4Z=202(222+i) cunde w=2z% +i
z
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Problema: Care sunt conditiile n care o functie complexa este diferentiabila?

Teorema 1: Daca f(z)=u(x,y)+iv(xy) este o functie derivabila intr-un punct
Z, = X, +1iY,, atunci trebuie sa existe derivatele partiale ale functiilor u=u(x,y) si
v=v(x,y) inpunctul (x,y,) si sa verifice:
ou_ov . au o ov
AN G MW
ox oy Moy ox
Relatiile se numesc ecuatii diferentiale Cauchy-Riemann. (conditii necesare pentru
derivabilitate)

(7.49)

Satisfacerea conditiilor Cauchy-Riemann in (x,,y,) nu este suficienta pentru
existenta derivatei f'(z,). Sunt necesare si conditii de continuitate.

Teorema 2: Fie functia

f(z)=u(xy)+iv(xy)
definita pe o £- vecinatate a lui z, =x, +iy,. Presupunem ca derivatele partiale ale
functiilor u(x,y) si V(X, y) in raport cu x si y exista, sunt continue Tn punctul (X, Y, )
si satisfac conditiile Cauchy-Riemann Tn punctul (X,, Y, ). Atunci functia de variabild

complexa f(z)=u(x y)+iv(xy) este diferentiabila in punctul z, =X, +1iy, i

f’(zo):a—u +i@ (7.50)
8X (%0:Yo) ax (%0:Yo)
Exemple:
1. Functia W=7Z = X—1Yy nu este diferentiabila in nici un punct, deoarece:
a =1= ol =-1
OX oy

2. f:C—>C f(z)=2° este diferentiabild pe C.
f(2)=2% = (x+iy)’ = x* + 3%y +3xi%y2 +iy®
f(z):(x3—3xy2)+i(3x2y—y3)
Sy =By u(xy) =3y
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ou ov
=— = 3x°-3y*=3x*-3y*

X oy
ou ov
—=—— = —bXxy=-6X
SV y =—6xy

f (z)=2° este diferentiabild pe C

3. f:C>C f(z)=(7)2 diferentiabila numai in z =0.
f

_u_@ 2 2 0
x oy = 2X=-2X = X=
8_u:_@ = =2y=2y = y=0
oy OX

f(z)= (7)2 diferentiabila numai in z=0

Definitie: O functie w= f (z) este analitica intr-un punct zo, dacd este diferentiabila

n zy si pe o vecinatate a lui 2.

O functie w= f(z) diferentiabila In fiecare punct al unui domeniu D se

numeste functie analitica pe domeniu. O functie poate sa fie analitica pe un domeniu
cu exceptia unui numar finit de puncte sau infinit, caz in care spunem ca este
analitica cu exceptia acestor puncte care se numesc singularitati ale functiei f(z).

Exemplu: Functia f(z)zﬁ este analitica peste tot cu exceptia lui z=1

14



: 1 : 1
=lim| ——————|=Ilim :
Hzo[(l—z)(l—zo)} r-0 (1—(zo+re'¢))(1—zo)
1 1
r—r>r0] 2 i - 2
(1-2z,) -re’(1-z,) (1-z,)
Derivata exista independent de modul in care z — z, , cu conditia z, =1 . Atunci f (z)

este analitica peste tot cu exceptia singularitatii z, =1.

Pentru orice functie analitica f(z) au loc urmatoarele relatii de derivare ca

urmare a relatiei deduse (7.40) si apoi a valabilitatii relatiilor Cauchy-Riemann:

, ou .ov oV .0u ou .0u oV .ov
f (Z)Z—-H—: = = +j]—
OX OX o0y oy oOx oy oy OX

(7.51)

Deoarece z=x+iy Si Z=x-iy, X si y pot fi exprimati in functie de z si complexul sau
conjugat z prin:
x:%(z+7) si y:%(z—f) (7.52)

Consideram functia complexa f =u+iv ca o functie de z si z si nu de x si y si
calculam of /o7 :

0l (7.53)

Daca f este analitica, atunci conditiile Cauchy-Riemann (7.49) trebuie sa fie
satisfacute si acestea ne conduc imediat la of /6z=0. Concludem ca, daca f este

analitica atunci f nu poate fi o functie de z.

Exercitii:
1. Verificati daca functia W=2-Z = X* + y° este analitica.
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u(x,y)=x*+y*, v(xy)=0
Ecuatiile Cauchy-Riemann vor fi:

u_o 2x=0 0
x oy = =

u__ o = 2y=0 = y=0
oy OX

Acestea sunt satisficute numai in punctul (0,0). Astfel functia wW=2z-Z este

diferentiabild numai in z =0 si nu este analitica. Cum functia depinde de z , conform
calculului precedent functia nu poate fi analitica.

2. Aratati ca functia:
w=f(z)=e’=e"" =¢*(cosy+isiny)

este analiticd pe intreg planul complex.

u(x,y)=e*cosy, v(x,y)=e"siny

Derivatele acestora verifica conditiile Cauchy-Riemann (7.49):

—u—excosy—@—e*cosy

OX oy

ou X ov X i

—=—-e'siny=——=—-e"siny

OX

Cu formula (7.51), calculam derivata functiei:

» 0O(e*cos o(e”sin
(eroosy) _ofe'siny)

f'(z)=(e"(cosy+isiny)) = > B

Practic: (e) —e* (7.54)

=e*(cosy+isiny)=f(z)

Unele proprietati ale functiilor analitice sunt de mare importanta in fizica
teoretica.

Definitie: O functie se numeste armonica pe un domeniu D, daca are derivate
partiale continue pana la ordinul doi pe D si daca verifica ecuatia lui Laplace:

2 2
e 99 _,

oy (7.55)
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Observatie: Daca o functie f(z)=u(x,y)+iv(xy) este analiticd pe un domeniu

D, atunci partea sa reald u(x,y) si partea sa imaginara v(x,y) sunt functii armonice

pe D.
Intr-adevir, diferentiind prima ecuatie Cauchy-Riemann n raport cu X si a
doua in raport cu y obtinem:

ou o ou_ o

X Oyox oy oxoy

Cum derivatele mixte sunt egale, prin adunare, ob{inem:
o’u  ou

_+_

aXZ ayZ

=0

Urmatorul rezultat se refera la doua familii de curbe u(x,y)=constant Si
v(x,y)=constant, unde u si v sunt partea reala si imaginara a oricarei functii analitice
f =u-+iv. Asa cum stim, vectorul normal la cuba u(x, y)=constant este:
ou - 8u -

OX 8y
O expresie similara exista pentru vv, normala la curba v(x, y) = constant . Calculam

VU= (7.56)

produsul scalar al celor doi vectori normali la curbe:
ouov ouov ou( ou auau

VUW="——t——=—| ——
OX OX 6’y6y ox\ oy ayax
In ultima linie am folosit conditiile Cauchy-Riemann pentru a rescrie derivatele
partiale. Deoarece produsul scalar este zero, vectorii normali la curbe trebuie sa fie

ortogonali si curbele trebuie sa se intersecteze in unghiuri drepte.

=0

Exemplu: Consideram functia f(z)=z* analitica.
Avem u(x,y)=x*—y* si v(x,y)=2xy Curbele cu u si v constant sunt hiperbole care
sunt perpendiculare in fiecare punct in care se intersecteaza (figura 7.11).

Proprietate: O transformare w= f (z) este conforma pe domeniul D daca f (z) este
injectiva si analitica pe D, si f'(z)=0, vzeD. Transformarea pastreaza unghiurile.
Daca doua curbe y;, 7, trec prin a si au un unghi ¢ intre ele, atunci functia transforma

curbele in alte doud curbe ce se intersecteazd in f (a) si au acelasi unghi ¢ intre ele.
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Figura 7.11

Exemple de transformari conforme: (i) w=z+b translatie cu numarul complex
b, (ii) w=z-¢¥ rotatie cu unghiul ¢, (iii) w=az, a real, contractie sau dilatare in
directie radiala, (iv) transformarea inversa w=1/z care transforma interiorul cercului
unitate in exteriorul sau si invers.

Exercitii
1. Determinati partea reald si partea imaginara a functiei w=17 —iz?.

Cum z =x+iy, atunci w=x—iy—i(x+iy)’
W:x—iy—i(x2+2ixy—y2)
W= X—iy —ix* + 2xy +iy?
W:x+2xy+i(y2—y—x2)
u(x,y)=x+2xy v(x,y)=y’-y-x

2. Aritati cum transformi functia f(z)=e’=¢*" diverse drepte din planul

complex.
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z2=2+iy e*"V =e®(cosy+isiny) Cerc cu raza e?

T
X+1—

Z=x+iZ e 3=¢f cos£+isinzj dreapta
3 3 3

Figura 7.12

3. Reprezentati grafic rotatia f (z)=e"z

plan z £ plan w
y v

¢+0

: N
Figura7.13 z=re¥ — re'"”

4.Cu conditiile Cauchy-Riemann determinati daca functiile urmatoare sunt analitice.
a) w=z"-7

Cum z=x-+iy, atunci w=(x+iy)" (x—iy)
W:(x2 +2ixy—y2)(x—iy)
w= X —ix?y — y2x+iy°® + 2x%yi + 2xy?
W:x3+xy2+i(y3+x2y)

u(x,y)=x+xy* v(xy)=y’ +x%y
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a—u:?,x2+y2, @=3y2+x2 = 33X’ +y =3y’ +x*, 2x* =2y%, y*—x*=0
OX oy

= y=xX
ou

ov
—=2xy, ——=-2X 2xy =-2xy , 4xy=0, xy=0
oy X T y = Xy y, 4xXy y

= y=0sau x=0

Functia este diferentiabild numai in z=0, si nu este analitica Tn nici un punct din
planul complex.

b) w=ze’
Cum z=x+iy, atunci w=(x+iy)e*”

w=(x+iy)e*(cosy+isiny)
w=e*(xcosy+ixsiny+iycosy—ysiny)

w=e*(xcosy—ysiny+i(xsiny+ycosy))

u(x,y)=e*(xcosy-ysiny)
v(x,y)=e*(xsiny+ycosy)
a—u:ex(xcosy—ysin y)+e*cosy
OX
N :
— =e*(xcosy+cosy—ysiny) egale vzeC
oy
a—u:ex(—xsin y—siny—ycosy)
oy
ov X (oot X oi
o =E (xsiny+ycosy)—e*siny egale vzeC

Functia este diferentiabila si analitica pe tot palanul complex.

5.Aratati ca daca punctul z, se afla in jumatatea superioara a planului z atunci functia
i¢ Z - ZO

-7,
transforma jumatatea superioara a planului z in interiorul cercului unitate din planul
W.

w=¢

Calculam modulul lui w:
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W= e z-1, :‘ei"" z—zo|: z—zo|:|z—zo|
-7 z—%‘ z—%‘ lz-7,|
y planz v planw
EK 7.
5 EETO
C X u
A
Zg
Figura 7.14

Deoarece z, este reflexia lui zp in axa reala, daca z si zo sunt in jumatatea
superioara a planului z atunci |z-z,|<|z-7,] si astfel |w|<1 cum este necesar.
Axa reala este transformata in frontira cercului, iar zo in w=0.
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