2.13 Teoremele de medie: Rolle, Lagrange, Cauchy

Teorema 1 (Rolle):

Daci o functie f'(x)
1. este continud pe intervalul inchis [a,b]
2. este derivabila pe intervalul deschis (a,b)
3. ia valori egale la capetele intervalului, adica f (a) =f (b)
atunci exista cel putin un punct & € (a,b) astfel incat /(&) =0

Interpretare geometrica: intre a si b existd cel putin un punct £ in care tangenta la

curba y = f(x) este paralela cu axa x.
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Figura 2.21

Exemple: (subliniaza importanta ipotezelor teoremei)

1) f(x)=|x , xe[—1,+1]
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Figura 2.22 f(x)=|x|

Pentru aceasta functie, nu este indeplinita ipoteza 2 a teoremei, deoarece functia nu este
derivabild in x =0. Teorema lui Rolle nu este aplicabila, deci 1n intervalul (—1,+l) nu

exista nici un punct in care f'(x)=0.

2) f(x):x—[x], xe[O,l]

et
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Figura 2.23 f(x)= x—[x]



Pentru aceasta functie, nu este indeplinitd ipoteza 1 a teoremei, deoarece functia nu este
continud in x =1. Teorema lui Rolle nu este aplicabila, deci in intervalul (0,1) nu exista

nici un punct in care f'(x)=0.

Teorema 2 (Lagrange sau a cresterilor finite):

Daca o functie f (x)
1. este continud pe intervalul inchis [a,b]
2. este derivabild pe intervalul deschis (a,b)

atunci exista cel putin un punct & e (a,b) astfel Tncat

/(6)~f(a)

(). fe(an)

a

Observatie: Teorema Rolle este un caz particular al teoremei Lagrange si se obtine
impunand f(a)=f(b).

Interpretare geometrica: intre a si b exista cel putin un punct £ in care tangenta la
curba y = f(x) este paraleld cu coarda AB, unde A(a,f(a)) si B(b,f(b)).

Figura 2.24



in formula

sau

f(B)-£(a)=1'(£)(b-a), &e(ab)
numarul necunoscut & poate fi reprezentat in forma
E=a+0(b-a), 0<(0.1)
f(b)-f(a)=f"(a+6(b-a))(b-a), O€(0,1)
Inlocuind a §i b cu x si x+ Ax respectiv, obtinem
Af (x)=f(x+Ax)— f(x)=f"(x+60Ax)Ax, O<(0,1)

Aceasta expresie reprezintd o relatie exacta intre cresterea argumentului si cresterea
functiei, 1n timp ce

este o relatie aproximativa, a carei eroare relativa tinde la zero pentru Ax — 0. In relatie
exactd insd numarul O este in general necunoscut.

Exemplu:

Cu ajutorul teoremei Lagrange aratati ca:

|arctg x, —arctg xl| < |x2 -x,[, Vx,x,eR

Consideram functia f(x)=arctg x. Aceasta verifica ipotezele din teorema Lagrange pe

orice interval [x,,x,]eR.
f(xz)—f(xl)=f'(§)(x2—xl), fe(xl,xz)

(xz—xl), fe(xl,xz)

arctg x, —arctg x, =

b
1+ &



|arctg X, —arctg x1| =—7|X, —xl|

Deoarece <1, VéeR

1+ &2

|arctg X, —arctg x1| < |x2 —x1|

Teorema 3: (Cauchy)

Daca functiile f(x) s (o(x)
1. sunt continue pe intervalul inchis [a,b]
2. sunt derivabile pe intervalul deschis (a,b)
3. ¢'(x)#0 pe (a,b)
atunci exista cel putin un punct & € (a,b) astfel incat

Observatie: Teorema Lagrange este un caz particular al teoremei Cauchy pentru
p(x)=x.

Remarca: Teoremele Rolle, Lagrange si Cauchy afirma existenta unor puncte de mijloc
£ e(a,b) in care formulele mentionate sunt valabile. Din acest motiv, acestea se numesc

teoreme de medie.

2.14 Regula L’ Hospital

Teorema 1: (Regula L Hospital pentru nedeterminarea %)

Fie functiile f(x) si ¢(x) definite pe o vecinatate (a—3&,a+6) a punctului a cu

o posibild exceptie in a. Daca au loc:



1) limf(x) = lim(p(x) =0
2) f(x) si @(x) sunt derivabile pe (¢ —&,a+3) cu o posibila exceptie in a
3) ¢'(x)#0 pe (a—5,a+5)

4) tim . :(x) 4
()

atunci
A C) B (C)

=4
x—a ¢(x) x—>a ¢’(x)

Aceasta relatie reprezintd regula L’Hospital care permite, in conditiile mentionate,
inlocuirea limitei unui raport de functii cu limita raportului derivatelor acestora, limita
care uneori este mai usor de calculat.

Exemplu:

[

_ l-cosx . (l-cosx)  sinx 1

lim — =1lim =lim =—

x—0 X x>0 ( 5 4 x>0 Qx 2
x’)

Observatii:

1) Daca conditiile din teoremd sunt satisfacute pe (a—5,a) sau (a,a+5 ) , atunci

regula L’ Hospital este aplicabild la calculul limitelor laterale.

2) Este posibil ca limita raportului derivatelor sd nu existe In timp ce limita
raportului functiilor respective sa existe. De exemplu,

, 1 .
f(x):x sm; (p(x)—

1
x sin —
im? ) i i sin L =0
x—0 ¢(x) x—0 X x—=0 X
lim / (x) = lim(2x sinl —Cos lj nu exista
x—0 ¢’ (x) x—0 X X



3) Uneori regula L’Hospital poate fi aplicatd in mod repetat la calcularea limitei

lim%x)) . De exemplu, dacd f(x) si ¢(x) si derivatele lor f'(x) si ¢'(x)
X—>a ¢ X
toate satisfac ipotezele teoremei 1, putem aplica regula L’ Hospital si la calcularea
fimitet T '"(x)
imitei lim-— .
X—a ¢ (x)
Exemplu:
limx—s3inx —lim (x—sinx) . l—cozsx zlim(l_cosx) —lim sinx _ 1
x—=0 X x—=0 (x3 )' x—=0 3x x—0 (3x2 )’ x—0 6x 6

Teorema 2: (Regula L’Hospital pentru nedeterminarea f)
e}

Fie functiile f(x) si ¢(x) definite pe o vecinatate (a—3&,a+6) a punctului a cu

o posibild exceptie in a. Daca au loc:
1) 1imf(x):oo si lim(p(x) =0

2) f(x) si @(x) sunt derivabile pe (¢ —&,a+3) cu o posibila exceptie in a
3) ¢'(x)#0pe (a—5,a+5)

4 tim?. ,(x) 4
Xx—a ¢ (x)
atunci

limM = limM =4

olx) o)

Regula L’Hospital se foloseste si la calcularea urmatoarelor nedeterminari:

a) Evaluarea nedermindrii 0-c0 Fie F = f-¢ cu lim f(x)=0, limg(x)=oc0. Daca
calculam limita lim[ f (x)(p(x)] avem o nedeterminare de tipul 0-co Scriind

produsul F = f-¢ in forma



s
T
®

) . 0 . .
obtinem nedeterminarea o’ iar in forma

4
F=—
1
f
. . o0 .
obtinem cazul de nedeterminare — abordat anterior.
o0
Exemplu:
1
. . Inx . X
lim (xlnx)= lim —== lim —£-=0
x—0,x>0 x—0,x>0 1 x—0,x>0 1
X x’

b) Evaluarea nedermindrii coc—oo Fie @ = f—¢ cu limf(x) =0, lim(o(x) =,
Daca calculam limita lim[ f (x)—go(x)} avem o nedeterminare de tipul co—oo.

Scriind functia @ in forma

SRk
~ |-

1

O=f-p=

S |-

LT
e S

obtinem cazul de nedeterminare ° abordat anterior.

Exemplu:

x—1

Inx——
hmﬂi;__szm? Lol i x

x—1 Inx x—>1 X—llnx




.o xlnx—-x+1 . Inx+1-1 ) Inx
=lim =lim =lim———=

. (x—l)lnx ! lnx+()c—1)l “'In x+1—l
x x
1
Cpoox 1
T, T2
x X
o) lim[ £(x)]"" in situatiile
1) hmf(x) hm(p(x) =0 0°
i) lim /(x)=1, limg(x)=00 1”
iii) lim £ (x) =0, limp(x)=0 o0’

Pentru a rezolva aceste nedetermindri se recomandd calcularea limitei logaritmului
natural din functia initiala, adica

y=f? si limlny=Ilimeln f
xX—a xX—>a
Aceasta noua nedeterminare este de tipul discutat la punctul a) adica 0-c . Daca

limlny=4 atunci limy=e"

X—a X—a

Exemple:

I. lim x* , x>0
x—0,x>0

X

y=x" = Iny=xlnx

1
: Inx . ¥
lim Iny= lim xlnx= lim —~= lim —*-=0
x—0,x>0 x—0,x>0 x—0,x>0 1 x—0,x>0 1
;N T2
X X

= lim y—e =1

x—0,x>0



1
2. Tim(1+x)"

1
y=(I1+x)* = Iny=xIn(l+x)
0

0
limln y =lim Indl + x) =lim !
x—=0 x—0 X x—0 x + 1

=1

= lim y=e'=e

x—0,x>0

Teorema 3:

Fie functiile f(x) si ¢(x) definite pentru x cu |x| mare. Dacd au loc:

1) lim f(x)=o0 si limg(x)=c0 sau lim f(x)=limg(x)=0

X—>0

2) f(x) si @(x) sunt derivabile pentru x cu |x| mare

3) ¢'(x)#0
Himl )y
o g (x)
atunci
limM = limM =A
= p(x) o g(x)
Exemple:
2
D lim > = lim 2 = lim > =0
x40 @ x40 @ x40 o
n n-1
2) lim X = tim ™= = lim "~ =0
X—>+00 e' X—>+00 e' X—>+00 e

Se observa ca exponentiala creste mai repede decat functia putere la infinit.



Observatie: Uneori Regula L’Hospital nu poate fi aplicata.

) 1 oA+ x?
= lim —— = lim etc.
X—>+00 X X—>+0 X

Dar,
Vi+x® 1
lim Y = —+1=1
X—>+0 X X—>+00 X
2.15 Monotonia functiilor
Definitii

O functie f(x) definita pe [a,b] este crescatoare pe [a,b] daca Vx,,x, €|[a,b],
X <X, = f(xl)sf(xz)-

Daci x, <x, totdeauna implica f(x,)< f(x,), atunci f(x) este strict
crescdtoare pe [a,b).

f(x) este descrescitoare pe |a,b] daci Vx,x, ela,b], x <x, =
f(xl)2 f(xz)'

Daci x, <x, totdeauna implica f(x,)> f(x,), atunci f(x) este strict
descrescatoare pe [a,b].

O functie f(x) este monotond pe [a,b] daca f(x) este numai crescitoare sau
strict crescatoare, sau numai descrescatoare sau strict descrescitoare pe [a,b].

Teorema 1: Fie f(x) o functie continui pe [a,b] care are derivati f'(x) pe (a,b).
Functia este crescatoare pe [a,b] daca si numai dacd f'(x)>0, Vx € (a,b).



Teorema 2: Fie f(x) o functie continui pe [a,b] care are derivati f'(x) pe (a,b).
Functia este descrescitoare pe [a,b] daci si numai dacd f'(x)<0, Vx € (a,b).

Observatii:

- Daci f'(x) nu-si modifica semnul pe un interval, atunci functia este monotona
pe acel interval.

- Daca f'(x)>0 pe (a,b) = f(x) este strict crescatoare pe (a,b).

- Daci f(x) este strict crescatoare pe [a,b], % f'(x)> 0 pe (a,b).

Exemplu:

f(x)=x" este strict crescitoare pe [-1,+1]. Totusi derivata sa f'(x)=3x”este
nuldin x=0.
4 —

Figura 2.25 f(x)=x’



Functie strict crescatoare sau strict descrescatoare intr-un punct

Definitie: O functie f(x) este strict crescitoare in x =x, dacd existi o vecinitate
(x, — &,x, +J) aluixgastfel incat f(x)< f(x,), Vx<x, si f(x)> f(x,), Vx> x,.

et

Figura 2.26

Analog, o functie f(x) este strict descrescitoare in x =x, dacd existi o vecinitate
(x, — &,x, +5) aluixgastfel incat f(x)> f(x,), Vx<x, si f(x)< f(x,), Vx> x,.

Figura 2.27

Teorema 3: Fie f(x) o functie care are derivati f'(x,) in punctul xo . Daca f’(x,)> 0,
atunci functia este strict crescitoare in xy si dacd f'(x,)<0 atunci functia este strict
descrescatoare in xy. (conditii suficiente nu neaparat necesare)



Exemple: 1)

-

y=1{x)

O X
Figura 2.28

Functia este strict crescdtoare in x, =0, si totusi derivata nu existd In acest punct.

2) y=x

4
Figura 2.29 f(x)=x’
Functia este strict crescatoare in x, =0, si totusi derivata este nuld in acest punct.



2.16 Punctele de extrem ale unei functii

Definitii Fie f (x) o functie definitd intr-o vecinatate a punctului x; .
Spunem ca functia are un maxim local n xy daca existd ¢ > 0 astfel incat

A = f(x)=f(x,)<0, Vxe(x,—0,x,+5)

et

y=1(x)

|
f(x,)

|
|
|
|
|
|
O X -0 X, Xg+o X

Figura 2.30

Spunem ca functia are un minim local in x, daca existd o > 0 astfel incat

Af:f(x)—f(xo)ZO, Vxe(xo —-0,X, +5)

et

Figura 2.31



Maximul local si minimul local al unei functii se numesc extreme locale ale functiei.

Observatie: In aceste definitii nu s-a presupus continuitatea functiei in x,.

Exemplu:
f(x)— x*,x#0
LLx=0
4 3 P2 o1 4

4 -
Figura 2.32

Functia nu este continud in x, =0 dar are un maxim local in x, = 0. Intr-adevar, exista
5>0, 5=1astfel incat f(x)—f(0)=f(x)-1<0 V xe(-L+1).

Teorema 1: (conditie necesard de extrem) O functie f (x) poate avea un extrem local
numai in puncte in care derivata sa f'(x) este fie nuli fie nu exist.



Interpretare geometrica

e
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Figura 2.33

Functia din grafic are extreme locale in punctele x;, x5, x3 si x4. Derivata sa f '(x) nu
exista n x; si x4 si este nula in x; si x3.

Definitii:

Punctele critice pentru o functie sunt punctele in care sunt satisfacute conditiile necesare
de extrem. Acestea sunt ridacinile ecuatiei f'(x)=0 si punctele in care f’(x) nu exista.

Punctele stationare pentru o functie sunt punctele in care f '(x) =0.

Observatie: Teorema 1 furnizeaza doar conditii necesare de extrem. Nu orice punct critic
pentru functie este punct de extrem.

Exemplu: f(x)=x’

f'(x)=0 = x=0 punct critic

Totusi functia nu are extrem in x, =0 deoarece f(0)=0 si f(x)<0 Vx<O0 si f(x)>0

Vx > 0 ceea ce inseamnd ca functia creste in x, =0.



Figura 2.34 f(x)=x’

Dam in continuare doud teoreme care furnizeaza conditii suficiente pentru
maxim sau minim al unei functii Intr-un punct.

Teorema 2: Fie functia f (x) continud in xy s1 fie x = x, un punct critic pentru functia
f(x), adica fie f'(x,)=0 fie f’(x,) nu existi. Presupunem ci 35 >0 astfel incat
f'(x)>0 Vxe(x,—8,x,)si f'(x)<0 Vxe(x,,x, +0) adici derivata schimba semnul

de la pozitiv la negativ in xy atunci cand x trece prin xy de la stanga la dreapta. In aceste
conditii functia are maxim 1n x,.

Teorema 3: Fie functia f (x) continud in xy si fie x = x, un punct critic pentru functia
f(x), adica fie f'(x,)=0 fie f'(x,) nu existi. Presupunem ci 35 >0 astfel incat
f'(x)<0 Vxe(x,-8,x,)si f'(x)>0 Vxe(x,,x, + ) adici derivata schimba semnul

de la negativ la pozitiv in x, atunci cand x trece prin xy de la stanga la dreapta. In aceste
conditii functia are minim in x.

Observatie: Ipoteza de continuitate a functiei in x, este importanta in teoremele 2 si 3.



Exemplu:

-E x+1|

Figura 2.35

£'(x) nu exista in x. Derivata schimba semnul cand x trece prin x, = 0, totusi functia nu
are extrem in x, = 0 deoarece nu existd o vecinitate a lui x, =0, in care f(0)=1 sa fie

maximul sau minimul functiei.

Explicatia consta in lipsa continuitatii functiei in x, =0.

Procedeu de determinare a punctelor de extrem
a) Calcularea derivatei f'(x) si a radacinilor ecuatiei f'(x)=0.

b) Determinarea punctelor in care f ’(x) nu existd. Aceste puncte impreund cu
radacinile lui f '(x) = 0 sunt punctele critice ale functiei.

c) Determinarea semnului lui f '(x) la stanga si la dreapta fiecarui punct critic.



Atunci, functia are maxim in punctul critic xy daca f '(x) isi schimba semnul de la pozitiv
la negativ cand x trece prin punctul critic de la stdnga la dreapta. Functia are minim in
punctul critic xy daca f ’(x) isi schimba semnul de la negativ la pozitiv cand x trece prin
punctul critic de la stanga la dreapta. Daca f '(x) nu-si modifica semnul cand x trece prin
punctul critic xy , functia nu are nici maxim nici minim in x.

Exemple:

X

1) y=x’e

4
Fihura 2.36 f(x)=x¢"

a) y'=2xe " —x’e " =e(2-x)x
b) y'=0 = punctele critice x =0, x=2.

c)semnul derivatei

X — o0 0 2 + o0

7'(x) O++++++++++ 0

f'(x)<0 lastangalui x=0si f'(x)>0 ladreaptalui x=0 = x =0 punct de minim

f '(x) >0 lastangalui x=2 si [ ’(x) <0 ladreaptalui x =2 = x =2 punct de maxim




2) y :x2/3

—&

Figura 2.37 f(x)=x""

b) y' =0 nu are radicini, y'nu existdin x = 0 deoarece y'(0)=—o0 si ' (0)=+o0
Functia are un singur punct critic x =0.

c) semnul derivatei

X — 0 + oo

£'(x) +++++++++ A+

f'(x)<0 lastangalui x=0si f'(x)>0 ladreaptalui x=0 = x =0 punct de minim




3)y:x3

- -
Figura 2.38 f(x)=x’

a) y' =3x’
b) y'=0 = puncte critice x =0

c) f '(x) =3x>>0 Vx#0 = derivata este pozitivd si la stAnga si la dreapta lui x =0
= functia nu are extrem.

Derivata secunda in investigarea punctelor de extrem

O conditie suficientd de extrem este data de teorema urmatoare.

Teorema 4: Fie f(x) o functie care are prima si a doua derivatd in x, astfel incat
f'(x,)=0 si f"(x,)#0. Atunci, functia are in xy un maxim daci f"(x,)<0 si un

minim dacd f"(x,)>0.



Procedeu de investigare a punctelor de extrem:
a) determinarea punctelor critce

b) calcularea derivatei secunde f "(x) intr-un punct critic xy si al semnului derivatei
secunde, dacd aceasta existd. Daca f"(x,)< 0, atunci functia are maxim in xy si

dacid f"(x,)>0 functia are minim in x.

Daca f ”(x) este fie nula fie nu exista, atunci putem decide asupra punctului de extrem cu
prima derivata.

‘CZ

Exemplu: y=¢"

Figura2.39 f(x)=e ™

XZ

y'=-2xe" = x=0 punct critic
y'= e —2xe ™ (— 2x) =2 +4x’e™ y"(O) =-2<0

Atunci, functia are maxim in x =0.



