2.8 Derivatele functiilor compuse

Teorema 1: Fie u:(o(x) o functie diferentiabila in xy si fie y=f (u) o functie
diferentiabila in u, = ¢(x, ). Atunci, functia compusa y = f[p(x)] este diferentiabila in x,

si are loc

(ol | = e (M

X=X

Observatie: Egalitatea de mai sus poate fi scrisa si in alte moduri

b _dydu

= sau "=y'u 2
i du dn Ve =y, (2)

Exemple:

sin x

1) Calculati derivata functiei y =e
y este o functie compusa de x care poate fi scrisd in forma

y=e" cu u(x)=sin x
!
sin x

= yxz(e”)uu;:e“ cosx =e™" cosx

2) Calculati derivata functiei y = 1n|x , x#0

y este o functie para definitd pe R — {O}
Daci x>0 = [=x = y=Ihx = ! =(nx) :l, x>0

Daca x<0 = |x|:—x = y=In(-x)

In aceasta situatie derivam functia compusa

V. =y =l(—1)=i(—1)=l, x<0
u X



In concluzie,

(1nfx]) = % x#0 (3)

Observatie: Teorema 1 este valabild si pentru compunerea unui numar finit de functii. De
exemplu, daca

y=rl), u=pz) s z=y( “)
Atunci derivata functiei compuse y = f{p[y(x)]} este
Vo=V (5)

cu conditia ca derivatele implicate sa existe.

Invarianta diferentialei

Daca y=f (u) este o functie diferentiabild de variabila independenta u atunci

dy = f'(u)du (6)
unde du = Au .

Fie u = (o(x) o functie diferentiabila de variabild independentd x. Atunci putem considera
y ca o functie compusd y = f [(o(x)] de variabild x. Putem exprima diferentiala functiei
compuse astfel

dy = {flp(x)]} «dx (7)

Cu teorema 1 de derivare a functiilor compuse avem
dy = f"(u)p’(x)dx ®)

Si deoarece (p'(x)dx = du , obtinem din nou relatia (6)

dy = f'(u)du



De retinut Diferentiala unei functii se exprima cu aceeasi formula indiferent
dacd argumentul functiei este o variabila independenta sau este o functie de o alta
variabila. Aceasta proprietate se numeste invarianta formei de exprimare a diferentialei.

In formula dy = f ’(u)du , diferentiala du este egald cu o crestere arbitrard Au a

unei variabile independente u sau daci u nu este variabild independenta, adica u = ¢(x),
atunci du = ¢'(x)dx este partea liniard a cresterii functiei u = @(x) si este in general
diferitd de Au .

Exercitii:

Calculati derivatele functiilor:

y ()62—2x+3)5

y =sin’ 4x
y:(2a+3bx)2, a,beR
y=Rla+bx’, abeR
y=cos(ax+p), a,feR
y=+xe" +x

y:x2102x

2.9 Diferentierea functiei inverse

Fie y=f (x) o functie definita pe [a,b]. Presupunem ca domeniul de valori al functiei
este [a, p ] Mai mult, presupunem ca fiecare punct y € [a, ,8] este imaginea unui singur
punct x € [a,b] astfel incat f(x)=y.
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Figura 2.10

Atunci, putem defini functia x = gp(y) pe [a,ﬂ] care asociaza la fiecare y e [a,ﬂ] un
xe [a,b] astfel incat f (x): y. Functia x = go(y) se numeste functia inversa a functiei

y=f(x).

Observaie: Daca x = ¢(y) este inversa functiei y = f(x), atunci y = f(x) este inversa

functiei x=¢(y) si scriem

fle()]=y si o[ f(x)]=x

Procedeu de determinare a functiei inverse:

Fie y=f (x) o ecuatie rezolvabild 1n x astfel Incat fiecare y este asociat cu exact un x.

Atunci, ecuatia xz(p( y), defineste pe x ca o functie de y si este inversa functiei

yzf(x).

Exemple:
1) Fie functia y =3x definita pe [0,1]. Atunci functia x :g definitd pe [0,3] este functia

inversa functiei date.



2)Fie functia y =x°,x € R. Functia inversi este x = %/; ,yeR.

Observatie: Functiile y = f(x) si x=¢(y) specifica aceeasi curbd in planul xy. Dacd
reprezentam variabilele independente pe axa x in ambele cazuri, adicd daca reprezentdm
functiile y=f(x) si y=¢(x) inloc de y=7(x) si x=¢(y), atunci graficele celor

douad functii vor fi simetrice relativ la linia bisectoare din cadranul unu si trei ale planului
de coordonate.

Figura 2.11

Exemplu:
Functia y =e*, xR are ca functie inversi pe x=Iny, y €(0,+»)
Daca reprezentdm variabila independenta pe aceeasi axa Ox, atunci functia inersa

este y=Inx, xe (0, +oo) , 1ar graficele sunt simetrice fatd de prima bisectoare.

Definitie: O functie y = f'(x) este strict crescdtoare pe [a,b] dacd Vx,,x, €[a,b] cu

x, <x,,areloc f(x)<f(x,).

Exemplu: Functia y = x* este crescitoare Vx e R (vezi figura 2.12).



exp(z) Infz)

- -
Figura 2.12 f(x)=x"



Teorema 1: Fie y=f(x) o functie continua si strict crescatoare pe [a,b] si fie
a=f(a)si f=1(b). Atunci y = f(x) admite functie inversi x=¢(y) definitd pe

[, B] si mai mult x=¢(y) este continua si strict crescatoare pe [a, B].

Interpretare geometrica:

Figura 2.13

Curba AB reprezinta graficul lui y= f (x) care este continud si strict crescatoare pe
[a,b]. Fiecare y € [a,ﬂ] corespunde la un singur x € [a,b] astfel incat f(x) =y. Curba

AB stabileste o corespondentd unu-la-unu Intre x si y si atunci putem considera si x ca o
functie de y pe [a, ,B] , adicd putem spune ca x = (p( y) este inversa functiei y = f (x)

Functia x = (p( y) este reprezentatd de curba AB si este continud si strict crescatoare pe

[a,ﬂ] deoarece dacd y, <y, = x, <Xx,.

Observatie: Consideratii similare pot fi aplicate si In cazul unei functii continue si strict
descrescatoare pe un interval [a,b].



Teorema 2: Fie y = f(x) o functie care are derivatd nenula in xo, adica f'(x,)# 0 si fie
X= go( y) functia inversa, functie care este continud in y, = f (xo). Atunci functia

inversd x = (p( y) are derivata 1n yy si are loc:

1
0'(1)=—r—. f'(xg)# 0
S (xo)
) . . 1
Regula de derivare din teorema 2 se poate scrie si in forma: x|, =—-
Y

Interpretare geometrica:

Dacd y=f (x) are derivatd nenuld in x,, atunci existd tangenta la graficul y = f (x) in
punctul M, (x,, f(x,)) si aceastd tangentd nu este paraleld cu axa x. Atunci, existd si

tangenta la curba x = ¢(y) in acelasi punct M, (x,, f(x,)).

by

y=1(x)

‘0 =P (¥) | M, (x5 )
o I
O %, x
P
A
Figura 2.14

Functiile y = f (x) si x= qo(y) sunt inverse una alteia si sunt reprezentate grafic de
aceeasi curba.

f'(x0)=tga

9'(v,) =128



V4 1
tgf = tg(— - a] =ctga = —
2 tga
, 1
= ¢ (y() ) = '
S (xo)
Exerecitii:
Determinati derivata x/,, dacd
y=x+Inx y=3x+x y=x-sinx
Diferentierea functiilor trigonometrice inverse
a) y =arcsinx, xe[-1,+1]
3 —
2 —
F
1 —
-3 -2 -1 1 2
X
-1 4
-7
-3 -

Figura 2.15 f(x)=arcsinx



. . .. . . T T )
y=arcsinx este inversa functiei x =siny definita pentru ye{—aﬁz}. Functia

. o PV T T
x =sin y are derivatd pozitiva X, =CO0sy pentru Vye (—5,+ Ej

~ 3 y'—i— 1 1 1
Y x! cosy \/l—sinzy \/l—xzj
' 1

= (arcsinx) =——, xe(-1+1)
1-x’

xe(-1,+1)

'
y

Observatie: Punctele x =1 nu sunt luate in considerare deoarece derivata x| =cosy

estenuldin y=+17/2.

b) y =arctgx, xeR

-4

Figura 2.16 f(x)=arctg x



. . T T
vy = arctgx este inversa functiei x = fgy pentru y € (— E’+ Ej

1 1 1

cos’ y
!

= (arctgx) 21;2, xeR
+

¢) Pentru a determina formulele de derivare pentru functiile y =arccosx si y = arcctgx
este suficient sa utilizam relatiile:

. T
arcsin x + arccos x = 5

/s
arctgx + arcctgx = E

! 1

= (arccos x) =— , xe(- 1,+1)
1-x°
' 1
= (arcctgx) =— ~, xeR
1+x
Diferentierea functiilor hiperbolice
et —e " e +e”

Definitii: shx = 5 chx =




Definitii:

chx shx

P

| shix) chiz) |

Utilizand regula de derivare a raportului si identitatea ch’x —sh’x =1, obtinem

!

(thx)l :(shxj _ ch*x —sh*x _ 1

chx ch’x ch’x

!

, 2. g2
(cthx) :(chx] :sh X 2ch x_ 12 L x£0
shx shx sh”x



2.10 Diferentierea functiilor elementare de baza

1) (x”‘) =ax*", aeR, x>0

2) (logax)'— ! ,a>0, a1, x>0
xlna
3) (lnx), =l, x>0
x
4) (a") =a*lna, a>0, a#l
5) (ex), =e"
6) (sin x)’ =cosx
7) (cosx)’ —sinx
8) (tgx),: 12 , x¢£+k7z, keZ
cos” x 2
9) (ctgx)':— .12 , X2k, keZ
sin” x
10) (arcsin x)’ _ , xe(=1,+1)
1-x°
11) (arccosx)' __ , xe(=1,+1)
1-x°
12) (arcz‘gx), = ! >
1+x
13) (arcctgx) =_1+1x2
14) (shx) =chx
15) (chx) —shx
16) (th
) () =
17) (cthx) =—%, x#0
sh™x

Diferentierea logaritmica

Aceasta este utila in cazul functiilor compuse de tip putere-exponentiala



v(x)
y=[u(x)]
unde u(x)>0 si u(x), v(x) sunt diferentiabile.

Iny=v(x)nu(x)

Exemplu:

2.11 Derivate i diferentiale de ordin superior

Derivate de ordin superior

Daci f(x) o functie derivabila pe (a,b), atunci derivata functiei f'(x) este si
ea o functie pe (a,b). Este posibil ca f'(x) si fie si ea o functie derivabila pe (a,b).
Derivata lui f"(x) se numeste derivatd secundd a lui f(x) sau derivata de ordinul doi a

lui f(x).

Notatie: f"(x), f (2)(x)



Similar, derivata de ordinul » a lui f (x) este derivata derivatei de ordinul n—1a lui

f(x), adica

!

7= (" ()

Exemple:

1) Calculati derivata de ordinul » pentru
y=e", k = const

y! — kekx , yn — kZekx , ym — k3ekx

Prin inductie se arata ca
()" ke, k=12....

2) Calculati derivata de ordinul n pentru

y=sinx

, . Vs
y' =cosx = sm(x+5]

" . . Vs
y' =-sinx= sm(x+ 25)

Prin inductie se arata ca:

(sin x)(") = sin(x + n%) , VneN

3) Calculati derivata de ordinul # pentru

Y =C0SX

, ) Vs
y' =—sinx= cos(erEj

n T
y =-—Ccosx = cos(x+ 23)

Prin inductie se arata ca:



(cosx)" = cos[x - n%) , VneN

Multimea functiilor f(x) care sunt definite pe (a,b) si au derivate pani la ordinul 7
continue pe (a,b) se noteazi cu C”(a,b). Spunem ci o functie f(x) este infinit sau
indefinit diferentiabild pe (a,b) si scriem f(x)e C”(a,b) daci f(x) are derivate de

orice ordin in Vx e (a,b). De exemplu, e, sinx, si cosx sunt infinit diferentiabile pe R.

Exemplu: Calculati toate derivatele functiei y = x*

y(l) =4x°, y(z) =12x7, y(3) =24x, y(4) =24

)

Deoarece y'"’ este o constantd atunci toate derivatele de ordin mai mare ca patru sunt

nule

Interpretare fizica:

Considerim legea miscirii rectilinii a unui punct material s=s(t) . Prima derivati
s'(¢)=v(¢) defineste viteza punctului material la momentul ¢ , iar derivata secundi

s"(t)=Vv'(¢t)=a(t) defineste acceleratia punctului material la momentul 7.

Formula Leibniz

Fie u(x) si v(x) doud functii care au derivate de ordinul 7. Atunci:

a) daca y(x)z u(x)J_r v(x) - y(”)(x)z u(")(x)iv(”)(x)
b) dacd y(x)=u(x)-v(x) =

V' =u'v+uw'

Y =u"v+2uV +uw"

" r r.n

Y =u"v+3u"V +3uV + " etc.
Prin inductie se arata cd are loc formula Leibniz:

() = ) n(n=1) ooy, =)=k D) o

2! k!

o™




Exemplu:

1001)

Calculati derivata y( pentru functia y = x’e”

"

ooy z(ex,xz)(lom) _( x)(lom)xz +%(ex)<looo>(xz)’ +10012-'1000 (ex)(999)(x2) L0

P10 = ¥ x? £2002¢"x +1001-1000 - ¢*

Diferentiale de ordin superior
Fie y=f (x) o functie diferentiabila in punctul x. Diferentiala dy = f '(x)dx

poate fi si ea o functie diferentiabild de x. Atunci, exista diferentiala unei diferentiale a
unei functii date care se numeste diferentiala de ordinul doi sau diferentiald secunda a lui

y=f(x).

Notatie: 4y
d*y=d(dy)

Similar, diferentiala de ordinul » unei functii y = f (x) este diferentiala diferentialei de
ordinul n—1 a functiei y = f (x) , adica

dny — d(dn—ly)

In continuare, deducem cateva formule importante pentru diferentialele de ordin
superior.

1) Fie y=f (x) o functie de variabila independenta x si care are diferentiale de orice
ordin. Atunci

dy = f'(x)dx
unde dx = Ax este independent de x. Prin definitie,
d’y =d(dy)=d(f'(x)dx)

Diferentiala f ’(x)dx este o functie de x in care factorul dx este independent de x si poate
iesi in afara semnului de diferentiere.



d*y = d(f(x))dx = (£'(x)) dvdv = £"(xNex)* = £"(x)d’
Prin inductie se arata ca formula de diferentiere de ordinul n este

d"y=f"(x)dx" unde dx" =/(dx)".

In notatia Leibniz derivata de ordinul n poate fi scrisd ca un raport de
diferentiale:

) _d"y
4 dx"
2) Fie y=f(u) cu u=¢(x) o functie diferentiabili de un numar suficient de ori.

Deoarece diferentiala are forma invarianta
dy = f'(u)du

unde du = (p'(x)dx este in general dependenta de x.
d’y=d(dy)=d(f"(u)du)=d(f W)+ f"(u)d(du)= [ "(u)du’ + f"(u)du

d’y=f"(u)du’ + [ (u)d’u
Observaie: Daca u este variabila independentd, atunci d’u =0 si
d’y = f"(u)du’
d’y=d(d’y)=d(f"wdu’ + f'(u)d’u)
=d(f"(u))d’ + f"(u)d (du® ) +d (f'(u))d’u+ f'(w)d(d"u)

= " ()du di® + (e 2du d(du)+ ") du+ f'0)d

d’y :f"(u)a’u2 +3f"(u)du d2u+f’(u)d2u



Exerecitii:

1. Determinati cresterea Ay si diferentiala dy pentru functia y =5x+x" pentru
x=2 s1 Ax=0.001.

Ay =5(x+ Ax) + (x + Ax)> = 5x — x°
=(5+2x)Ax +Ax-Ax
Ay =(5+2-2)-0.001+(0.001)> =0.009001
dy =(5+2x)Ax =0.009
2. Calculati d’y pentru y =cos5x.

d’y =-25cos5x dx’

2.12 Diferentierea functiilor date in forma parametrica

In plan, considerim un sistem cartezian de coordonate xOy si doua functii
continue ¢(7) si w(¢) definite pe intervalul [@,B]. Acestea definesc o curba

parametrizata continud I". Ecuatiile parametrice ale curbei sunt:

Jx=0()
F'{y:w(t)’ tela,B]

Curba I' este formatd din multimea punctelor M cu coordonatele (go(t),t//(t)) obtinute

atunci cand ¢ parcurge intervalul [a, p ] .



y
M@OW O (p(p)w(p)
(Pa),W(a))
O X
Figura 2.17

Exemple:

1. Cercul de raza R, si centru originea sistemului de coordonate:

, te [0, 27[]

x =Rcost
I: ]
y=Rsint

5
Parametrul ¢ este unghiul dintre axa Ox si vectorul de pozitie OM masurat in radiani.
3 —

-3 -
Figura 2.18 Cercul curaza R =2



3. Elipsa cu semiaxele a si b:

te [0, 27z]

X =acost
r: ,
{y:bcost

Figura 2.19 Elipsa cu semiaxele a=4, b=2

Ecuatiile parametrice ale unei curbe plane pot fi reduse la ecuatia F(x,y)=0,
eliminand parametrul ¢. De exemplu,

-in cazul cercului
x =Rcost
I: S, te [0, 27r]
y=Rsint

eliminand parametrul ¢ se obtine x° + y* = R

-in cazul elipsei:



te [0, 272']

5

X =acost
y=bcost

2 2
.. ) . X
prin eliminarea lui ¢ se obtine — +—y 5 =1
a

Uneori este dificila eliminarea parametrului ¢, situatie in care avem nevoie de
tehnici de determinare a derivatei lui y in raport cu x.

Astfel, fie o curba definitd parametric de functiile (o(t) si l//(t) definite si

continue pe (a, 8).
F:{ngp(t), te[a,ﬁ]

Presupunem cd functia x=¢(¢) admite inversi ¢=g(x). Atunci,
y= l//I: g(x)] este o functie compusa de x. Mai mult, presupunem ca ¢(7) si w(7) sunt

diferentiabile in re(a,B), ¢'(t)#0 si t=g(x) este diferentiabila in punctul x

corespunzator lui ¢. Cu teorema 1 de derivare a functiilor compuse, functia y =y [ g(x)]

este diferentiabila in x si
Vo=Vt

Cu teorema 2 de derivare a functiei inverse

1
t;=—'
xt
1y
Yy :y;'—,=—i
xt xl
y!
=  y ==
X



. . C . . . .d
Acelasi rezultat se poate obtine dacd impartim numaratorul si numitorul din d_y cu dt:
X

dy _dyldi _y'(1)
dx dx/di ¢'(1)

Exemplu:

Consideram un cerc reprezentat parametric:

x = Rcost
I: o, te[O,Zﬁ]
y = Rsint

dy _dyl/dt _ Rcost

= = — = —cigt
dx dx/dt —Rsint
sau: ﬂ S
dx y

Daci  ¢(t) si w(r) au derivate de ordinul £, si ¢'(¢)#0, atunci functia compusa

y=y [ g (x)] are derivate de ordinul £ in raport cu x.

Astfel, derivata secunda este:

2242 4(£0)

v'(t)e'(t)-y'()e"(t) 1w ()¢ ()-vw'(t)e"(1)

ﬁ
dx

N—"

Si in general,



In aceste formule de derivare, functia y = f (x) este datd in mod parametric de ecuatiile

x=x(t) si yzy(t).

Exemplu:
2

Calculati

I pentru functia definitd parametric:
X

te [0, 27r] numita cicloida

r- x=a(t—sint)
“ly=a(l-cost)’

Figura 2.20 Cicloidacu a=1



2sin L cos
dy dy/dt  asint S5 €08

dx  dx/di a(l—cost)

t
=ctg—
2sin’ L 2

2

d’y d(dy] d( tj dt d( t) 1
— = | = |=| g |\——=—|clg < | =
dx~  dx\dx) dt 2) dx dt 2) dx/dt

1

1 1 1

1
2 a(l1—-cost) 4qsin’ Lsinz 13 4qgsin’ 4
2 2 2

. t
sin® —
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