
 
 

2.8 Derivatele funcţiilor compuse 
  
 
 
Teorema 1: Fie ( )xu ϕ=  o funcţie diferenţiabilă în x0 şi fie ( )ufy =  o funcţie 
diferenţiabilă în ( )00 xu ϕ= . Atunci, funcţia compusă ( )[ ]xfy ϕ=  este diferenţiabilă în x0 
şi are loc 
 

                                          ( )[ ]{ } ( ) ( )00
0

xufxf
xx

x ϕϕ ′′=′
=

                          (1) 

 
 
Observaţie:  Egalitatea de mai sus poate fi scrisă şi în alte moduri 
 

                                  
dx
du

du
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=                 sau               xux uyy ′′=′           (2) 

 
 
Exemple: 
 

1) Calculaţi derivata funcţiei xey sin=  
 
y este o funcţie compusă de x care poate fi scrisă în forma 
 
                            ( )xuey =    cu    ( ) xxu sin=  

⇒               ( ) xexeuey xu
xu

u
x coscos sin==′

′
=′  

 
 
 

2) Calculaţi derivata funcţiei xy ln= , 0≠x  
 

     y este o funcţie pară definită pe { }0−\  

             Dacă 0>x   ⇒   xx =   ⇒   xy ln=   ⇒    ( )
x

xyx
1ln =′=′ ,   0>x  

             Dacă 0<x   ⇒   xx −=   ⇒   ( )xy −= ln   
 
In această situaţie derivăm funcţia compusă 
 

            ( ) ( )
xxu

uyy xux
11111

=−
−

=−=′′=′ ,    0<x  



 
In concluzie, 

                                    ( )
x

x 1ln =′ ,    0≠x                                                 (3) 

 
 
 
Observaţie: Teorema 1 este valabilă şi pentru compunerea unui număr finit de funcţii. De 
exemplu, dacă 
 
                             ( )ufy = ,      ( )zu ϕ=      şi     ( )xz ψ=                         (4) 
 
Atunci derivata funcţiei compuse ( )[ ]{ }xfy ψϕ=  este 
 
                                             xzux zuyy ′′′=′                                                    (5) 
 
cu condiţia ca derivatele implicate să existe. 
 
 
 
 
 
Invarianţa diferenţialei  
 
 
 
Dacă ( )ufy =  este o funcţie diferenţiabilă de variabila independentă u atunci 
 
                                                       ( )duufdy ′=                                           (6) 
unde udu Δ= . 
 
Fie ( )xu ϕ=  o funcţie diferenţiabilă de variabilă independentă x. Atunci putem considera 
y ca o funcţie compusă ( )[ ]xfy ϕ=  de variabilă x. Putem exprima diferenţiala funcţiei 
compuse astfel 

                                                 ( )[ ]{ } dxxfdy x
′= ϕ                                       (7) 

 
Cu teorema 1 de derivare a funcţiilor compuse avem 
 
                                                 ( ) ( )dxxufdy ϕ′′=                                        (8) 
 
Şi deoarece ( ) dudxx =′ϕ ,  obţinem din nou relaţia (6) 
 
                                                       ( )duufdy ′=  



 
De reţinut Diferenţiala unei funcţii se exprimă cu aceeaşi formulă indiferent 

dacă argumentul funcţiei este o variabilă independentă sau este o funcţie de o altă 
variabilă. Această proprietate se numeşte invarianţa formei de exprimare a diferenţialei. 

In formula ( )duufdy ′= , diferenţiala du este egală cu o creştere arbitrară uΔ a 
unei variabile independente u sau dacă u nu este variabilă independentă, adică ( )xu ϕ= , 
atunci ( )dxxdu ϕ′=  este partea liniară a creşterii funcţiei ( )xu ϕ=  şi este în general 
diferită de uΔ . 

 
 

 
Exerciţii: 
 
Calculaţi derivatele funcţiilor: 
 
              ( )52 2 3y x x= − +  
 
               3sin 4y x=  
 
               ( )22 3y a bx= + ,   ,a b∈\  
 
               3 3y a bx= + ,    ,a b∈\  
 
              ( )cosy xα β= + ,    ,α β ∈\  
 
               xy xe x= +  
 
               2 210 xy x=  
 
 
 
 
 
 

2.9 Diferenţierea funcţiei inverse 
 
 
 

Fie ( )xfy =  o funcţie definită pe [ ]ba, . Presupunem că domeniul de valori al funcţiei 
este [ ]βα , . Mai mult, presupunem că fiecare punct [ ]βα ,∈y  este imaginea unui singur 
punct [ ]bax ,∈  astfel încât ( ) yxf = .  



 
Figura 2.10 

 
 
Atunci, putem defini funcţia ( )yx ϕ=  pe [ ]βα ,  care asociază la fiecare [ ]βα ,∈y  un 

[ ]bax ,∈  astfel încât ( ) yxf = . Funcţia ( )yx ϕ=  se numeşte funcţia inversă a funcţiei 
( )xfy = .  

 
Observaţie: Dacă ( )x yϕ=  este inversa funcţiei ( )y f x= , atunci ( )y f x=  este inversa 

funcţiei  ( )x yϕ=  şi scriem 
 
                                       ( )f y yϕ =⎡ ⎤⎣ ⎦        şi     ( )f x xϕ =⎡ ⎤⎣ ⎦  
 
 
 
 
Procedeu de determinare a funcţiei inverse:  
 
 
Fie ( )y f x=  o ecuaţie rezolvabilă în x astfel încât fiecare y este asociat cu exact un x. 

Atunci, ecuaţia ( )x yϕ= , defineşte pe x ca o funcţie de y şi este inversa funcţiei 

( )y f x= . 
 
 
Exemple:  

1) Fie funcţia 3y x=  definită pe [ ]0,1 . Atunci funcţia 
3
yx =  definită pe [ ]0,3 este funcţia 

inversă funcţiei date. 



 
2)Fie funcţia 3,y x x= ∈\ . Funcţia inversă este 3 ,x y y= ∈\ . 

 
 
Observaţie: Funcţiile ( )y f x=  şi ( )x yϕ=  specifică aceeaşi curbă în planul xy. Dacă 
reprezentăm variabilele independente pe axa x în ambele cazuri, adică dacă reprezentăm 
funcţiile ( )y f x=  şi ( )y xϕ=  în loc de ( )y f x=  şi ( )x yϕ= , atunci graficele celor 
două funcţii vor fi simetrice relativ la linia bisectoare din cadranul unu şi trei ale planului 
de coordonate. 
 
 

 
 
 

Figura 2.11 
Exemplu:  
 
            Funcţia xy e= , x∈\  are ca funcţie inversă pe lnx y= , ( )0,y∈ +∞  
 
            Dacă reprezentăm variabila independentă pe aceeaşi axă Ox, atunci funcţia inersă 
este lny x= , ( )0,x∈ +∞ , iar graficele sunt simetrice faţă de prima bisectoare. 
 
 
Definiţie: O funcţie ( )y f x=  este strict crescătoare pe [ ],a b  dacă [ ]1 2, ,x x a b∀ ∈  cu 

1 2x x< , are loc ( ) ( )1 2f x f x< .  
 
Exemplu: Funcţia 3y x=  este crescătoare x∀ ∈\  (vezi figura 2.12). 



 

 
 

 
Figura 2.12 3( )f x x=  



 
Teorema 1: Fie ( )y f x=  o funcţie continuă şi strict crescătoare pe [ ],a b  şi fie 

( )f aα =  şi ( )f bβ = . Atunci ( )y f x=  admite funcţie inversă  ( )x yϕ=  definită pe 

[ ],α β  şi mai mult ( )x yϕ=  este continuă şi strict crescătoare pe [ ],α β .  
 
 
 
Interpretare geometrică:  

 
Figura 2.13 

 
 
 

Curba AB reprezintă graficul lui ( )y f x=  care este continuă şi strict crescătoare pe 

[ ],a b . Fiecare [ ],y α β∈  corespunde la un singur [ ],x a b∈  astfel încât ( )f x y= . Curba 
AB stabileşte o corespondenţă unu-la-unu între x şi y şi atunci putem considera şi x ca o 
funcţie de y pe [ ],α β , adică putem spune că ( )x yϕ=  este inversa funcţiei ( )y f x= .  

Funcţia ( )x yϕ=  este reprezentată de curba AB şi este continuă şi strict crescătoare pe 
[ ]βα ,  deoarece dacă 21 yy <  ⇒  21 xx < . 
 
 
 
Observaţie: Consideraţii similare pot fi aplicate şi în cazul unei funcţii continue şi strict 
descrescătoare pe un interval [ ]ba, .  
 
 



Teorema 2: Fie ( )y f x=  o funcţie care are derivată nenulă în x0, adică ( ) 00 ≠′ xf  şi fie 

( )x yϕ=  funcţia inversă, funcţie care este continuă în ( )00 xfy = . Atunci funcţia 

inversă ( )x yϕ=  are derivată în y0 şi are loc: 
 

                                            ( ) ( )0
0

1
xf

y
′

=′ϕ ,           ( ) 00 ≠′ xf  

 

Regula de derivare din teorema 2 se poate scrie şi în forma:    
x

y y
x

′
=′

1  

 
Interpretare geometrică:  
 
Dacă ( )xfy =  are derivată nenulă în x0, atunci există tangentă la graficul ( )xfy =  în 
punctul ( )( )000 , xfxM  şi această tangentă nu este paralelă cu axa x. Atunci, există şi 
tangenta la curba ( )yx ϕ=  în acelaşi punct ( )( )000 , xfxM . 

 
Figura 2.14 

 
 

Funcţiile ( )xfy =  şi ( )yx ϕ=  sunt inverse una alteia şi sunt reprezentate grafic de 
aceeaşi curbă. 
 
                                                   ( ) αtgxf =′ 0  
 
                                                   ( ) βϕ tgy =′ 0  



                                                    
2
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1
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y
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Exerciţii: 
 
Determinaţi derivata yx′ , dacă 
 
                     lny x x= +              33y x x= +                siny x x= −  
 
 
Diferenţierea funcţiilor trigonometrice inverse 
 
a) xy arcsin= ,  [ ]1,1 +−∈x  
 

 
 

Figura 2.15 ( ) arcsinf x x=  



 
                            

xy arcsin=  este inversa funcţiei yx sin=  definită pentru ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−∈

2
,

2
ππy . Funcţia 

yx sin=  are derivată pozitivă yxy cos=′  pentru ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−∈∀

2
,

2
ππy  

 

                       ⇒   ∃   
22 1

1
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xyyx
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y
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==

′
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                                        ⇒   ( )
21

1arcsin
x

x
−

=′ ,     ( )1,1 +−∈x  

 
 
Observaţie: Punctele 1±=x  nu sunt luate în considerare deoarece derivata yxy cos=′  
este nulă în 2/π±=y . 
 
 
 b) arctgxy = , x∈\  
 
 

 
 

Figura 2.16 ( )  f x arctg x=  



 
 

arctgxy =  este inversa funcţiei tgyx =  pentru ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−∈

2
,
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c) Pentru a determina formulele de derivare pentru funcţiile xy arccos=  şi arcctgxy =  
este suficient să utilizăm relaţiile: 
 

                                          
2

arccosarcsin π
=+ xx   

                                           
2
π

=+ arcctgxarctgx  

                            ⇒  ( )
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x
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Diferenţierea funcţiilor hiperbolice  
 
 
 

Definiţii:       
2
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Definiţii: 
 

                                             
chx
shxthx =          

shx
chxcthx =  

 
 
 

 
 
 
 

 
Utilizând regula de derivare a raportului şi identitatea 122 =− xshxch , obţinem 
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2.10 Diferenţierea funcţiilor elementare de bază 
 
 

1) ( ) 1−=
′ αα αxx ,   R∈α ,  0>x  

2) ( )
ax

xa ln
1log =′ ,  0>a ,  1≠a ,  0>x  

3) ( )
x

x 1ln =′ ,   0>x  

4) ( ) aaa xx ln=
′ ,  0>a ,  1≠a  

5) ( ) xx ee =
′  

6) ( ) xx cossin =′  

7) ( ) xx sincos −=′  

8) ( )
x

tgx 2cos
1

=′ ,  ππ kx +≠
2

,  Zk ∈  

9) ( )
x

ctgx 2sin
1

−=′ ,  πkx ≠ ,  Zk ∈  

10) ( )
21

1arcsin
x

x
−

=′ ,  ( )1,1 +−∈x  

11) ( )
21

1arccos
x

x
−

−=′ ,  ( )1,1 +−∈x  

12) ( ) 21
1
x

arctgx
+

=′  

13) ( ) 21
1
x

arcctgx
+

−=′  

14) ( ) chxshx =′  

15) ( ) shxchx =′  

16) ( )
xch

thx 2

1
=′  

17) ( )
xsh

cthx 2

1
−=′ ,  0≠x  

 
 
 
Diferenţierea logaritmică  
 
Aceasta este utilă în cazul funcţiilor compuse de tip putere-exponenţială 
 



                                                   ( ) ( )v x
y u x⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

 
unde ( ) 0u x >  şi ( )u x , ( )v x  sunt diferenţiabile. 
 
                                               ( ) ( )ln lny v x u x=   

                                       ( ) ( ) ( ) ( )
( )

ln
u xy v x u x v x

y u x
′′

′= +  

                                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

ln
v x u x

y u x v x u x v x
u x

⎛ ⎞′
′ ′⎡ ⎤= +⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
Exemplu:  
 
                     xy x= ,  0x >  
 
                     ln lny x x=  
 

                    ln 1y x
y
′
= +  

 
                    ( )ln 1xy x x′ = +   

 
 
 
 

2.11 Derivate şi diferenţiale de ordin superior 
 
 
 

Derivate de ordin superior 
 

Dacă ( )xf  o funcţie derivabilă pe ( )ba, , atunci derivata funcţiei ( )xf ′  este şi 
ea o funcţie pe ( )ba, . Este posibil ca ( )xf ′  să fie şi ea o funcţie derivabilă pe ( )ba, . 
Derivata lui ( )xf ′  se numeşte derivată secundă a lui ( )xf  sau derivată de ordinul doi a 
lui ( )xf . 
 
Notaţie: ( )xf ′′ ,   ( ) ( )xf 2  
 
                                                         ( ) ( )( )′′=′′ xfxf  
 



Similar, derivata de ordinul n a lui ( )xf  este derivata derivatei de ordinul 1−n a lui 
( )xf , adică 

                                                        ( ) ( ) ( )( )′= − xfxf nn 1  
Exemple: 
  

1) Calculaţi derivata de ordinul n pentru 
                                                     kxey = ,        constk =  
 
                                     kxkey =′ ,      kxeky 2=′′ ,   kxeky 3=′′′     …  
 
Prin inducţie se arată că 
                                                      ( )( ) kxnnkx eke = ,     …,2,1=k  
 
 

2) Calculaţi derivata de ordinul n pentru 
 

                                                    xy sin=  
 

                             ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==′

2
sincos πxxy  

                             ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−=′′

2
2sinsin πxxy  

                                           …  
 
Prin inducţie se arată că: 
 

                             ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
sinsin πnxx n ,     n∀ ∈`  

 
 

3) Calculaţi derivata de ordinul n pentru 
 

                                                    xy cos=  
 

                             ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−=′

2
cossin πxxy  

                             ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−=′′

2
2coscos πxxy  

                                           …  
 
Prin inducţie se arată că: 
 



                            ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
coscos πnxx n ,     n∀ ∈`  

 
Mulţimea funcţiilor ( )xf  care sunt definite pe ( )ba,  şi au derivate până la ordinul n 
continue pe ( )ba,  se notează cu ( )baC n , . Spunem că o funcţie ( )xf  este infinit sau 
indefinit diferenţiabilă pe ( )ba,  şi scriem ( ) ( )baCxf ,∞∈  dacă ( )xf  are derivate de 
orice ordin în ( )bax ,∈∀ . De exemplu, xe , xsin , şi xcos  sunt infinit diferenţiabile pe R.  
 
 
Exemplu: Calculaţi toate derivatele funcţiei 4xy =  
 
                                ( ) 31 4xy = ,    ( ) 22 12xy = ,    ( ) xy 243 = ,     ( ) 244 =y  
 
Deoarece ( )4y  este o constantă atunci toate derivatele de ordin mai mare ca patru sunt 
nule 
                                            ( ) ( ) ( ) 065 ===== …… nyyy  
 
 
Interpretare fizică:  
 
Considerăm legea mişcării rectilinii a unui punct material ( )tss =  . Prima derivată 
( ) ( )tvts =′  defineşte viteza punctului material la momentul t , iar derivata secundă 
( ) ( ) ( )s t v t a t′′ ′= =  defineşte acceleraţia punctului material la momentul t. 

  
 
Formula Leibniz 
 
Fie ( )xu  şi ( )xv  două funcţii care au derivate de ordinul n. Atunci: 
 

a) dacă ( ) ( ) ( )xvxuxy ±=   ⇒   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xvxuxy nnn ±=  
b) dacă ( ) ( ) ( )xvxuxy ⋅=   ⇒    

                               vuvuy ′+′=′  
                               2y u v u v uv′′ ′′ ′ ′ ′′= + +  
                               3 3y u v u v u v uv′′′ ′′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′′= + + +    etc. 

 
Prin inducţie se arată că are loc formula Leibniz: 
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nkknnnnn uvvu
k

knnnvunnvunvuvu ++
+−−

++
−

++=⋅ −−− ………
!

11
!2

1
!1

2211

 
 



Exemplu:  
 
Calculaţi derivata ( )1001y  pentru funcţia xexy 2=  
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 0
!2
10001001

!1
1001 29992100021001100121001 +

″⋅
+
′

+=⋅= xexexexey xxxx  

                                       ( ) xxx exexey ⋅⋅++= 10001001200221001  
 
 
 
Diferenţiale de ordin superior 
 

Fie ( )xfy =  o funcţie diferenţiabilă în punctul x. Diferenţiala ( )dxxfdy ′=  
poate fi şi ea o funcţie diferenţiabilă de x. Atunci, există diferenţiala unei diferenţiale a 
unei funcţii date care se numeşte diferenţială de ordinul doi sau diferenţială secundă a lui 

( )xfy = . 
 
Notaţie: d2y 
                                               ( )dydyd =2  
 
Similar, diferenţiala de ordinul n unei funcţii  ( )xfy =  este diferenţiala diferenţialei de 
ordinul 1−n  a funcţiei ( )xfy = , adică 
 
                                              ( )yddyd nn 1−=  
 
 
 

In continuare, deducem câteva formule importante pentru diferenţialele de ordin 
superior. 
 
 
 
1) Fie ( )xfy =  o funcţie de variabilă independentă x şi care are diferenţiale de orice 
ordin. Atunci 
                                              ( )dxxfdy ′=  
 
unde xdx Δ=  este independent de x. Prin definiţie, 
 
                                          ( ) ( )( )dxxfddydyd ′==2  
 
Diferenţiala ( )dxxf ′  este o funcţie de x în care factorul dx este independent de x şi poate 
ieşi în afara semnului de diferenţiere. 
 



                            ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 222 dxxfdxxfdxdxxfdxxfdyd ′′=′′=′′=′=  
 
Prin inducţie se arată că formula de diferenţiere de ordinul n este 
 
                                              ( ) ( ) nnn dxxfyd =    unde   ( )nn dxdx = . 
 
 
 

In notaţia Leibniz derivata de ordinul n poate fi scrisă ca un raport de 
diferenţiale: 

                                         ( )
n

n
n

dx
ydf =   

 
 
 

2) Fie ( )ufy =  cu ( )xu ϕ=  o funcţie diferenţiabilă de un număr suficient de ori. 
Deoarece diferenţiala are forma invariantă  
 
                                                       ( )duufdy ′=  
 
unde ( )dxxdu ϕ′=  este în general dependentă de x. 
 
 
             ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) udufduufdudufduufdduufddydyd 222 ′+′′=′+′=′==  
 
 
                                             ( ) ( )2 2 2d y f u du f u d u′′ ′= +  
 
Observaţie: Dacă u este variabilă independentă, atunci 02 =ud   şi 
 
                                                     ( ) 22 duufyd ′′=  
 
                   ( ) ( )( )3 2 2 2( )d y d d y d f u du f u d u′′ ′= = +  
 
                          ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2( ) ( )d f u du f u d du d f u d u f u d d u′′ ′′ ′ ′= + + +  
 
                           2 2 3( )  ( )2  ( ) ( )  ( )f u du du f u du d du f u du d u f u d u′′′ ′′ ′′ ′= + + +  
 
 
                                     ( ) ( )3 2 2 23 ( )  d y f u du f u du d u f u d u′′ ′′ ′= + +                          
 



 
Exerciţii: 
 
            1. Determinaţi creşterea yΔ  şi diferenţiala dy  pentru funcţia 25y x x= +  pentru 

2x =  şi 0.001xΔ = . 
 
                                       2 25( ) ( ) 5y x x x x x xΔ = + Δ + + Δ − −  
 
                                             (5 2 )x x x x= + Δ + Δ ⋅Δ  
 
                                        2(5 2 2) 0.001 (0.001) 0.009001yΔ = + ⋅ ⋅ + =  
 
                                         (5 2 ) 0.009dy x x= + Δ =  
 
           2. Calculaţi 2d y  pentru cos5y x= . 
 
                                         2 225cos5  d y x dx= −  
 
 
 
 
 
 
 
 

2.12 Diferenţierea funcţiilor date în formă parametrică 
 
 
 
 

În plan, considerăm un sistem cartezian de coordonate xOy şi două funcţii 
continue ( )tϕ  şi ( )tψ  definite pe intervalul [ ],α β . Acestea definesc o curbă 
parametrizată continuă Γ. Ecuaţiile parametrice ale curbei sunt: 
 

                                   
( )
( )

:
x t
y t

ϕ
ψ

⎧ =⎪Γ ⎨ =⎪⎩
 ,       [ ],t α β∈  

 
Curba Γ este formată din mulţimea punctelor M cu coordonatele ( ) ( )( ),t tϕ ψ  obţinute 

atunci când t parcurge intervalul [ ],α β . 



 
Figura 2.17 

Exemple: 
 

1. Cercul de rază R, şi centru originea sistemului de coordonate: 
2.  

                           
cos

:
sin

x R t
y R t
=⎧

Γ ⎨ =⎩
 ,       [ ]0, 2t π∈  

      Parametrul t este unghiul dintre axa Ox şi vectorul de poziţie OM
→

 măsurat în radiani. 

 
Figura 2.18 Cercul cu raza 2R =  



 
3. Elipsa cu semiaxele a şi b: 
 

                      
cos

:
cos

x a t
y b t
=⎧

Γ ⎨ =⎩
 ,       [ ]0, 2t π∈  

 
                      

 
 

Figura 2.19 Elipsa cu semiaxele 4a = , 2b =  
 
 

Ecuaţiile parametrice ale unei curbe plane pot fi reduse la ecuaţia ( , ) 0F x y = , 
eliminând parametrul t. De exemplu,  
 
-în cazul cercului  

                                   
cos

:
sin

x R t
y R t
=⎧

Γ ⎨ =⎩
 ,       [ ]0, 2t π∈  

 
eliminând parametrul t se obţine 2 2 2x y R+ =  
 
-în cazul elipsei: 
 



                               
cos

:
cos

x a t
y b t
=⎧

Γ ⎨ =⎩
 ,       [ ]0, 2t π∈  

 

prin eliminarea lui t  se obţine 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =   

 
 

Uneori este dificilă eliminarea parametrului t, situaţie în care avem nevoie de 
tehnici de determinare a derivatei lui y în raport cu x. 

 
 
Astfel, fie o curbă definită parametric de funcţiile ( )tϕ  şi ( )tψ  definite şi 

continue pe ( ),α β .  
 

                      
( )
( )

:
x t
y t

ϕ
ψ

⎧ =⎪Γ ⎨ =⎪⎩
 ,       [ ],t α β∈  

 
Presupunem că funcţia ( )x tϕ=  admite inversă ( )t g x= . Atunci, 

( )y g xψ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  este o funcţie compusă de x. Mai mult, presupunem că ( )tϕ  şi ( )tψ  sunt 

diferenţiabile în ( ),t α β∈ , ( ) 0tϕ′ ≠  şi ( )t g x=  este diferenţiabilă în punctul x 

corespunzător lui t.  Cu teorema 1 de derivare a funcţiilor compuse, funcţia ( )y g xψ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦   
este diferenţiabilă în x şi  

 
                                        x t xy y t′ ′ ′= ⋅   

 
Cu teorema 2 de derivare a funcţiei inverse 
 

                                                        1
x

t

t
x

′ =
′

 

 

                                               1 t
x t

t t

yy y
x x

′
′ ′= ⋅ =

′ ′
 

 

                                              ⇒      t
x

t

yy
x
′

′ =
′

 

 
 

                                                ( )
( )

dy t
dx t

ψ
ϕ
′

=
′

,   ( ) 0tϕ′ ≠  



 

Acelaşi rezultat se poate obţine dacă împărţim numărătorul şi numitorul din  dy
dx

 cu dt : 

 

                                                ( )
( )

/
/

tdy dy dt
dx dx dt t

ψ
ϕ
′

= =
′

 

 
 
 
Exemplu:  
 
Considerăm un cerc reprezentat parametric: 
 

                                          
cos

:
sin

x R t
y R t
=⎧

Γ ⎨ =⎩
 ,       [ ]0, 2t π∈  

 
 

                                            / cos
/ sin

dy dy dt R t ctgt
dx dx dt R t

= = = −
−

 

 

                                     sau:       dy x
dx y

= −  

 
 
Dacă   ( )tϕ  şi ( )tψ  au derivate de ordinul k, şi ( ) 0tϕ′ ≠ , atunci funcţia compusă   

( )y g xψ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  are derivate de ordinul k în raport cu x. 
 
Astfel, derivata secundă este: 
 

                     
( )
( )

2

2

td y d dy d dt
dx dx dx dt t dx

ψ
ϕ

⎛ ⎞′⎛ ⎞= = ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

                             ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2 3

1t t t t t t t t
tt t

ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ
ϕϕ ϕ

′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′− −
= ⋅ =

′′ ′
 

 
 

                                         
( )x t

x
t

y
y

x

′′
′′ =

′
 

 
Şi în general, 



 

                                      ( )
( )( )1n
xn t

x
t

y
y

x

− ′

=
′

 

 
În aceste formule de derivare, funcţia ( )y f x=  este dată în mod parametric de ecuaţiile 

( )x x t=  şi ( )y y t= . 
 
 
 
 
Exemplu:  

                 Calculaţi 
2

2

d y
dx

 pentru funcţia definită parametric:   

 

                                    
( sin )

:
(1 cos )

x a t t
y a t
= −⎧

Γ ⎨ = −⎩
 ,       [ ]0, 2t π∈   numită cicloidă 

 
 

 
 
 

Figura 2.20  Cicloida cu 1a =  



 
 

                                  
2

2sin cos/ sin 2 2
/ (1 cos ) 22sin

2

t t
dy dy dt a t tctgtdx dx dt a t

= = = =
−

 

 
 

                         
2

2

1
2 2 /

d y d dy d t dt d tctg ctg
dx dx dx dt dx dt dx dt

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

                                 
2 2 2 4

1 1 1 1 1
2 (1 cos )sin 4 sin sin 4 sin

2 2 2 2
t t t ta t a a

= − = − = −
−

 


