Capitolul 11

Calcul diferential. Functii de o singura variabila

2.1 Notiunea de derivata

Fie y = f(x) o functie definitd pe (a,b) si fie xe(a,b). Considerdm cresterea
Ax a argumentului astfel incat x+Axe(a,b). Cresterea Ax a argumentului va produce o

crestere Ay a functiei y = f(x):
Ay=f(x+Ax)—f(x)

&zf(x+Ax)—f(x)

, Ax#0
Ax Ax

Pentru x fixat, raportul precedent este o functie de Ax adica

ors < e . A . .
Definitie: Daca limita raportului Ey pentru Ax — 0 existd, aceasta se numeste derivata

functiei y = f(x) in punctul x si se noteaza f'(x) sau y'(x) sau y.. Astfel, prin definitie

avem:
£(x) = lim .~ i LA =S ()
Ax—0 Ax  Ax—>0 Ax
Exemple:
1. y=x7

VxeR, VAr fim Y _ i LA/ © — lim (2x+Ax)=2x

A—0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax Ax—0




Atunci, y=x" are derivatd y'(x)=2x, VxeR.

X

2. y=e

VreR, VAx  lim 2 = lim

Ax—>0 Ax  Ax—>0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Atunci, y=e¢* are derivata y’(x) =e", VxeR.

Alta definitie: Fie f (x) o functie definitd in xy si pe o vecindtate (2 a punctului x.
Atunci

f'(xo)zlimw

XX, X=X,

cu conditia ca aceastd limite sa existe.

Observatie: Spunem ca o functie f(x) are derivatd pe (a,b) dacd derivata f'(x) exista

in fiecare punct x e (a,b).
Interpretarea geometrica a derivatei

Consideram graficul functiei y = f(x), definitd pe (a,b) si alegem doua puncte

M (x, f (x)) si P(x+ Ax, f(x+ Ax)) pe acest grafic. Considerim apoi, dreapta care trece
prin punctele M s1 P.

Presupunem ca punctul P se deplaseaza pe curba y = f (x), spre M, adica

Ax — 0. Atunci dreapta MP se deplaseaza pana ce devine tangenta la curba y = f (x) in
M, adica dreapta MT.

Panta k a dreptei MP este:



Panta tga , a tangentei MT la curba y = f (x) in M, este limita pantei dreptei MP pentru
P — M sau Ax — 0, adica

Ay _ o St A) = f(x)

e
)

Figura 2.1

Derivata f '(x) este panta tangentei la curba y = f (x) in punctul de abscisa x.

Exercitii:

Pornind de la definitie, sd se calculeze derivatele urmatoarelor functii, in punctele
specificate:

O f(x)=+v5x+1 x,=3
O f(x)=ln(x2+5x) x, =1

O f(x)=tgx xO:%



2.2 Ecuatiile tangentei §i normalei la o curba

Tangenta Fie o curbd definita prin functia y = f'(x) si fie M, (xo, f (xo)) un punct pe
curba. Presupunem ca f (x) are derivata in x, si determindm ecuatia tangentei la curba

in punctul M, .

Ecuatia unei drepte care trece printr-un punct M (xo, yo) este:

Y=Y :k(x_xo)
unde £ este panta dreptei.

Panta k, a tangentei la curba y = f(x) in punctul M, este egald cu derivata f”(x,),

astfel ecuatia tangentei ia forma:

y_yo:f’(xo)(x_xo)’ cu yozf(xo)

Normala la o curbd intr-un punct dat este dreapta care trece prin punct si este
perpendiculard pe tangenta la curba in acest punct. Perpendicularitatea implica o relatie
intre panta k, anormalei si panta k, a tangentei, anume:

kN:—L sau  k, =-—

ky f’(xo)

Ecuatia normalei la curba y = f(x) in punctul M(x,,y,) este:

(x=x),  f'(x,)#0

Observaie: Daca f'(x,)=0, ecuatia normalei este x = x,



Exemplu:
Scrieti ecuatiile tangentei si normalei la curba y = x* in punctul O(O, 0) .
f(x)zx2 f’(x):Zx f'(O)zO

Ecuatia tangentei:
y—0=0(x—0) =  y=0 sicoincide cu axa Ox

Ecuatia normalei:
x =0 sicoincide cu axa Oy
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Figura2.2 f(x)=x’

Exerecitii:

- . . . - . . 2 A
0O Sa se scrie ecuatia tangentei la curba a cdrei ecuatie este f(x)=Inx+x" -1, in

punctul (e, e’ ) .



[0 Si se scrie ecuatia normalelor la parabola care are ecuatia y=x"—4x+5, in
punctele de intersectie ale acesteia cu dreapta de ecuatie y =x+1.

2.3 O aplicatie a derivatei in mecanica

Fie s = s(t) legea miscdrii rectilinii a unui punct material. Aceasta precizeaza distanta

parcursa de punct functie de timpul z. Fie
As=s(t+At)—s(t)

distanta parcursa de punctul material in intervalul de timp A¢.
Raportul As/At defineste viteza medie in intervalul At. Viteza instantanee a punctului
material se defineste ca limita a vitezei medii in intervalul A¢ pentru A¢ — 0, adica

. As ,
v(?) =1}§)A—t=s (7)

In concluzie, viteza v(t) este egald cu derivata spatiului s Tn raport cu timpul ¢,
adica v(¢)=s"(1).

Exemplu:

Considerdm legea miscdrii rectilinii s =¢, unde s este distanta in metri si ¢ este timpul in
secunde. Calculati viteza la t =3s.

v=s'(t):2t, v(t):2t, v(3):2-3=6m/s

2.4 Derivate laterale

Derivata la dreapta f'(x+0) a functiei y = f(x) in punctul x este:



f'(x+0)= lim &y

Ax—0,Ax>0 Ax

iar derivata la stinga f"(x—0) a functiei y = £(x) in punctul x este:

, A
fr=0)= lim %

cu conditia ca limitele sa existe.

Proprietate: Pentru ca f ’(x) sd existe este necesar si suficient ca functia y = f (x) sa

aiba derivate laterale in punctul x si acestea sa coincida, adica

f1(x+0)=f(x=0)=f"(x)

Exemplu:

Consideram x=0 — = =

Derivatele laterale In x=0:

ro+0= i 1=
f(0-0)= lim M=—1

Ax—0,Ax<0 Ay

Derivatele laterale sunt distincte. In consecintd, f (x)=|x| nu are derivatd in x=0.

Geometric, nu existd tangenta la curba y = |x| in punctul O(0,0).



-4 -
Figura 2.3 f(x)=|x|
Exercitii:

Sa se studieze derivabilitatea urmatoarelor functii:

In(1+2x), xe [—1,0}
S(x)= 2

2x, xe(0,+oo)

NxXP+5x+2, xe[0,2]
1= 2x+z, xe(2,+oo)

8 4

Fie f(x) o functie continud in xy. Spunem ci f(x) are derivatd infinitd in xo,
daca in acest punct are loc:

, A
f(xo)jgg})Eyﬁoo



In aceasti situatie tangenta la curba y = f(x) in punctul (x,, f(x,)) este perpendiculara
pe axa Ox.

Exemplu:

Consideram x=0

Ay f0+Ax)-7(0) VA 1

A A A g

/'(0)=lim % =+

Tangenta la curba y = VYx in punctul (0,0) coincide cu axa Oy.
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Figura2.4 f(x)= Ux



De retinut: Daca o functie f (x) are derivata finitd in x,, atunci existd o tangenta la

graficul y = f(x) in punctul M, (xo, f (xo)) s1 ecuatia acestei tangente este:

y_f(xo):f'(xo)(x_xo)

!

y=1(x)

M (x .f(x
. %0 xn))

Figura 2.5

Definitie:

O functie f(x) este netedd pe (a,b) daci f(x) si f'(x) sunt continue pe (a,b).

Daca o functie f (x) este continua in x, si are derivate laterale diferite in x, ,
£'(x, =0)% f"(x, +0), atunci in punctul M, (xo,f(xo)) curba y=f(x) nu admite
tangentd. In aceastd situatie, curba y=f (x) nu este netedd, iar prin punctul

M, (xo, f (xo)) trec doud drepte, una tangentd la ramura stanga a curbei si alta tangenta

la ramura dreaptd a curbei. Punctul M, (xo, 7 (% )) se numeste punct unghiular.



et

M (x, . £(x))

|
I
I
|
T
X

0 X
Figura 2.6
Exemplu: Functia y = |x| are un punct unghiular in O(0,0)
it 2 3 4

- -
Figura 2.7 f(x)=|x|



Daca o functie f (x) este continua in x, si are derivata infinitd in x,, putem

distinge cazurile:

i
.
et

M,
I
I
!

.\D X X
— = <
X, 2 ;

Figura 2.8

2.5 Functii diferentiabile

Fie f(x) o functie definiti pe (a,b) si fie x € (a,b). Consideram o crestere Ax
a argumentului x astfel incat x+Axe(a,b). Cresterea Ax a argumentului produce o

crestere Ay pentru functie:

Ay = f(x+Ax)- f(x)



Definitie: Functia f(x) se numeste diferentiabild in punctul x € (a,b) daci cresterea
functiei Ay = f(x+Ax)- f(x), corespunzitoare cresterii Ax admite o reprezentare de
forma

Ay = AAx + a(Ax)Ax

unde A este un numar independent de Ax, dar in general dependent de x si a(Ax)—> 0
pentru Ax > 0.

Exemplu:

Pentru Vx e R si VAx

Ay = (x +Ax)’ — x? = 2xAx + AxAx
A=2x aAx)=Ax

Cu definitia, f(x)=x" este diferentiabild VxR .

Teorema 1: Pentru ca o functie y=f (x) sa fie diferentiabila intr-un punct x este
necesar si suficient ca functia sa aiba derivata finita f’(x) in punctul x.

Demonstratie:

= Considerdm y = f (x) diferentiabild In x = o crestere Ax in x produce o crestere Ay
a functiei care poate fi scrisa

Ay = AAx + a(Ax)Ax
&4y a(Ax)
Ax
unde A4 este o constanta pentru un x dat si a(Ax) — 0 pentru Ax —> 0.
Ay
lim = = 4= f(x)

Deci, derivata functiei in punctul x exista.



. . . . A
& Consideram ci functia are derivata f"(x) in punctul x = 3 Brr%) Ey = f'(x)

Cu teorema 1 de la operatii cu limite avem

o f )+ ala)

unde a(Ax)— 0 pentru Ax — 0. Atunci
Ay = f'(x)Ax + ar(Ax)Ax

Deoarece f'(x) este independent de Ax si a(Ax)—>0 pentru Ax —0 = functia este
diferentiabila in x .

Observatie: Aceasta teorema stabileste o corespondenta unu-la-unu intre notiunea de
functie diferentiabila intr-un punct si notiunea de functie cu derivata finitd in acelasi
punct. In consecinta, operatia de calcul a derivatei unei functii se numeste si diferentierea
unei functii.

Continuitatea functiilor diferentiabile

Teorema 2: Daca o functie y = f (x) este diferentiabila intr-un punct x, atunci functia
este continud In punctul x.

Demonstratie:

Consideram y = f (x) diferentiabild in x = o crestere Ax in x produce o crestere Ay a
functiei care poate fi scrisa

Ay = AAx + a(Ax)Ax
unde 4 este o constanti pentru un x dat si a(Ax)— 0 pentru Ax — 0.

= lim Ay =0 , adica functia este continud in x.
Ax—0

Reciproca nu este adevarata. Daca f (x) este continud in x, nu este necesar sa fie si
diferetiabila in x.

Exemplu: f(x)= |x| este continua in x =0, dar nu are derivatd in x =0, deci nu este nici

diferentiabila in acest punct.



Diferentiala

Fie y=f (x) o functie diferentiabila in punctul x. Atunci o crestere Ax in x produce o
crestere Ay a functiei care poate fi scrisa

Ay = AAx + a(Ax)Ax
unde a(Ax)— 0 pentru Ax — 0.

Daca A#0, partea liniara AAx a lui Ay se numeste diferentiala lui y= f (x) si se
noteaza cu dy sau df (x)

dy = AAx

AAx este partea liniara principala a lui Ay , deoarece a(Ax)Ax este un infinitezimal de
ordin mai mare decat 4Ax pentru Ax — 0.

Daca 4 =0, diferentiala este nula.

Din demonstratia teoremei 1 avem 4= f'(x), ceea ce duce la

dyzf'(x)Ax

Observatie: Diferentiala unei variabile independente x este

dx =Ax

Atunci, diferentiala functiei y = f(x) se poate scrie:

dy = f"(x)dx

Din aceasta scriere rezultd imediat notatia Leibniz pentru derivatd in forma unui raport
de doua diferentiale:

, d
()=

Definitie: Spunem ca o functie y= f(x) este diferentiabild pe (a,b) daca functia este

diferentiabila in orice punct din (a,b).



Interpretarea geometrica a diferentialei

Fie y=f(x) o functie diferentiabild pe (a,b). Desenam tangenta la curba y = f(x) intr-
un punct M de abscisd x si consideram un punct M; cu abscisa x+dx. Desigur,
f'(x)=tge . Consideram triunghiul MPQ, in care

PQ=MP-1gp= f'(x)dx=dy

Astfel, diferentiala dy = f"(x)dx a functiei y= f(x) este cresterea ordonatei tangentei la

curba y = f(x) in M cand x are cresterea dx.

y=1(x)

et

Figura 2.9

2.6 Reguli de diferentiere

O Derivata unei functii constante

Functia y =C =ct, Vx e (a,b) are derivata y' =0, Vx e(a,b).
Intr-adevar, Vx € (a,b), VAx astfel incat x+Ax e (a,b), are loc
Ay c-C

y'=lim—=lim——=0, Vxe(a,b)
A0 Ay  A&—>0 Ay



In concluzie, (C)' =0 si dC=0

O Derivata sumei de functii

Fie u(x) si v(x) doud functii diferentiabile in x. Atunci, suma y(x)=u(x)+v(x) este

si ea diferentiabila in x si are loc:

Demonstratie:

Cu definitia derivatei avem:

(u +v)r (x) ~ lim (u+v)(x+Ax) —(u + v) (x)
Ax—0 Ax

~ im u(x+Ax)+v(x+ Ax) —u(x) —v(x)
B Ax—0 Ax

~ im {u(x+Ax)—u(x) N v(x+Ax)—v(x)}
Ax Ax

(u+ v)' (x)=u'(x)+V'(x)

Rezultatul poate fi extins la un numar finit de functii diferentiabile.

Exemplu:
y=e'+x"+2

O Derivata produsului de functii

Fie u(x) si v(x) doud functii diferentiabile in x. Atunci, produsul y(x)=u(x)-v(x)

este si el diferentiabil in x si are loc:

(u(x)-v(x)) = u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x)



d(u-v)zvdu+udv

Demonstratie:

Cu definitia derivatei avem:

T (u~v)(x+Ax)—(u~v)(x)
(u-v) (x)= lim o

Mim u(x+Ax)-v(x+Ax) —u(x)-v(x)
- Ax—0 Ax

im u(x+Ax)-v(x)—u(x)-v(x)+u(x+ Ax)-v(x + Ax) —u(x + Ax) - v(x)
Ax—0 Ax

Mim Ku(x + Ax) —u(x)

[ A, 22802000

Ax

Cum limita sumei este suma limitelor, are loc:

Mim [u(x + Ax) —u(x)

Av—>0 Ax JV(X)+£§}0u(x+Ax)(V(x+Ax)_V(x)j

Ax

(u ~v), (x) =u'(x)-v(x)+u(x)-V'(x)
Unde, s-a folosit

limu(x+Ax):u(x)

Ax—0
datoritd continuitatii functiei u(x). Demonstratia regulii de derivare a produsului

presupune derivabilitatea functiilor u si v, ceea ce implica continuitatea acestora.

Exemplu:
y= (xz —2)(6" +2)

Observatie: Un factor constant iese in fata derivatei si diferentialei, adica



Regula produsului poate fi generalizata la un numar finit de functii diferentiabile:

(u1 (x)u2 (x)---un (x))’ = ul'()c)u2 (x)un (x)+u1 (x)u; (x)---un (x)+...+u1 (x)u2 (x)u; (x)

O Derivata raportului de functii

Fie u(x) si v(x) doud functii diferentiabile in x i v(x)#0 in x. Atunci, raportul

u (.x) . . . 1A .
y(x)= este si el diferentiabil in x si are loc:

v(x)

!
, (u) uv-uw
Y=17= 2
v v

u vdu —udv
d — |=———, 0
(v) 2 v(x);t

Exemplu:
e —1

y_x2+3

2.7 Derivatele unor functii elementare

O Functia exponentiald y=a* (a>0, a#1) definita Vx e R

Pentru Vx, VAx, cresterea functiei este




Caz particular: (ex) =e"

O Functia logaritmica y =Inx, (x > 0)

Pentru Vx, VAx, astfel incat x + Ax > 0 cresterea functiei este

Ayzln(x+Ax)—lnx=1n[l+£j

X
ln(1+mj ln(1+mj ln(1+mj
tim 2 = im Y/ — lim Y lim—— /2
A0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax x Ax—0 Ax X
xi -
X X

Observatie: log, x=1log, e-Inx (a>0, a#1)

' r log, e 1
| =] | =—4 =
(log, x) =log, e(Inx) - i
' 1
1 =
= (ogax) xlna

O Functia putere y=x“, (a €R) definitd Vx>0

Pentru Vx, VAx, cresterea functiei este

Ay =(x+Ax)" —x* =x" [(Hﬂja —1}

X

limﬂz limx* ~———=x“lim~———=x llim
A0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax x M—0



L (1+x)" 1
Unde am folosit limita hng— =
X—> X

o

O Functii trigonometrice y =sinx, x€ R

Pentru Vx, VAx, cresterea functiei este

Ay:sin(x+Ax)—sinx:ZSin%cos()H%j

sin— sin—
limgzlim—zcos(yﬁgj:lim 2 -1imcos(x+£}=l-cosx
2 A0 Ax A0 2

!

= (sinx) =cosx

!

Similar, (cosx) =—sinx

. 4 . .
(t )r sin x COSX COSX —sin x(—sin x)
g X = =
COS X cos’ x
cos” x+sin’ x 1 P
= 5 =———, x#(2n+1)—
cos” x cos“ x 2

[ 1 T
= (tgx) :coszx’ x¢(2n+1)5

.. 1 1
Similar, (ctgx) =——=—, x#nx
sin® x



Exercitiu:

. 1 . 1
Reprezentati grafic f(x)=—, x#0 si f'(x)=——2.

x X
8_
/-
o4
2

2 4 6 3
X
1z"2 |

Observatie: Graficele functiilor f(x) si f ’(x) sunt diferite. Mai mult, f(x) este functie
impara iar f '(x) este functie para. In general, derivata unei functii impare este o functie

para si vice-versa.



