1.11 Notiunea de continuitate intr-un punct

Definitie: Fie f (x) o functie definita pe o vecindtate 2 a punctului xy. Functia f (x)
este continud in x daca:

(i) f(x) are limita in x,

(i1) limita lui f (x) in xy este egald cu valoarea functiei in punctul xy, f (xo)
Adica

lim £(x)= f(x,) M

X—)XO

Observatie: Deoarece x,, = lim x , relatia precedentd se poate rescrie

1_1;m £(x)= { lim | @)

Se observa ca pentru o functie continua simbolurile /im si f pot fi permutate.

Definitie: (cu ¢,0 ) Fie f (x) o functie definita pe o vecinatate Q a punctului x,. Functia
f(x) este continud in x, daci V& >0, 35(¢)> 0 astfel incat

1f(x)- f(x, ) <& (3)

pentru Vx care verifica |x - x0| <0 51 xeQ).

Cu simboluri logice, ultima definitie poate fi rescrisa:

f(x) continudinx, < Ve>0,35(¢)>0 astfelincit VxeQ,

x—x0|<5

= ()= S ) <&

Observatii: In general & = 5(¢,x,) si definitia continuitatii nu cere ca x # x, .



Fie y=f (x) o functie definitd pe o vecinatate € a punctului x.

T
=
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Considerdm punctul x =x, + Ax din Q, care difera de punctul x, cu o cantitate pozitiva

sau negativa notata Ax . Cantitatea Ax este cresterea sau incrementul argumentului x in
xp. Diferenta

Ay = f(x, +Ax)— f(x,) (4)

se numeste cresterea sau incrementul functiei f (x) in xy corespunzator cresterii Ax a
variabilei independente x.

In termeni de cresteri, continuitatea lui f (x) in xy , adica

lim 1(x)= £ (x;) (%)
devine
lim £(x, +Ax) = f(x,) (6)
Sau
gg})[f(xo + Ax)— f(xo )] =0 (7
= limAy=0 (8)

Ax—0

Definitie: Fie /:Q—>R. f(x) continud in x, € Qdaci cresterea sau incrementul

functiei f (x) in xy corespunzator cresterii Ax a variabilei independente x tinde la zero
pentru Ax — 0.
lim Ay =0 9)

Ax—0



Exemplu:
y =x" este continui in fiecare punct al dreptei reale.
Intr-adevar, pentru orice crestere Ax a argumentului x Tn punctul x, avem
Ay = (xo + Ax)2 —xg =2x,Ax + (Ax)2 = (2x0 + Ax)Ax

= Ay — 0 pentru Ax >0 = functia este continud in fiecare punct x, al dreptei reale.

Definitie: (cu siruri) Fie f:E —> Rsifie x, € E. f (x) continua in x, € E daca pentru
orice sir {x,}, x, € E convergent la x , sirul corespunzitor imagine {f(x,)} converge la

f(xo)-

Exemplu: Functia Dirichlet este discontinua in orice punct.

B 1, xe@Q
f(x)_{o, xeR-Q

Intr-adevir, fie xo un numar irational cu f(x,)= 0 si oricare ar fi x, , exista un sir {x, } de
numere rationale care converge la x,. Dar, cu definitia functiei f (xn ) =1, Vn
= sirul {f(x,)}= {1} converge la unu si deci {f(x, )} nu converge la £ (x,)

In concluzie, functia nu este continud 1n x, irational. Analog se verificd faptul ca functia
nu este continud in x, rational.

Proprietati ale functiilor continue intr-un punct

Teorema 1: Daci o functie f(x) este continua in x, si daca f(x,)> 4 (sau f(x,)< 4),
atunci 35 astfel incat f(x)> 4 (sau f(x)< 4) pentu Vx € (x, -, x, + ).



Teorema 2: Daca o functie f (x) este continud in xy si dacd f (xo);t 0, atunci existd o
vecindtate (x, —d,x, +J) a lui xy astfel incat f(x) nu se anuleaza si are semn constant

pe toatd vecinatatea.

Continuitatea functiilor elementare

Functiile elementare de baza sunt:

1) Functia putere y=x“, a € R, x>0

— ™ ®0.5 4

Daca exponentii sunt numere Intregi pozitive, atunci functia putere este definitd pe toata
dreapta reala. De exemplu:



| 23 2 |

Dacd exponentii sunt numere intregi pozitive, atunci functia putere este definita pe
dreapta reala, fara zero. De exemplu:




Daci a=+£ cu p»q intrgi pozitivi, atunci functia putere este definita pe R pentru g

impar si pe [0,+00) pentru ¢ par.

2) Functia exponentialda y=a*, a>0,a#1, xeR

Este monoton crescatoare pentru @ >1 si monoton descrescatoare pentru a € (0, 1) .
Pentru baza supraunitard, 2 (1,+oo) in exemplul de mai jos, functia este crescatoare, iar

pentru baza subunitara, 1/2 € (0, 1) in exemplul de mai jos, functia este descrescatoare.
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3) Functia logaritmica y =log, x, a>0,a#1, x>0

Este monoton crescatoare pentru @ >1 si monoton descrescatoare pentru a € (0, 1) .

Observatie: In figura de mai jos baza logaritmului este o datd supraunitard, anume
2e (1,+oo), deci functia logaritmica consideratd va fi una crescatoare si apoi subunitara

| . . <
adica 5 € (1, oo) si functia va fi una descrescatoare.

log 2(x) log_1/2(x) |

4) Functiile trigonometrice

a) y =sinx, x € R, o functie periodica cu perioada 7 =27
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b) y =cosx, x € R, o functie periodica cu perioada 7 =27




c) y=tgx, xeR—{%+n7r,n :0,i1,i2,..}

d) y=ctgx, xe R— {nﬂ,n = O,il,i2,...}



5) functiile trigonometrice inverse:
a) y =arcsinx , x € [~ 1,+1]

(=




b) y =arccosx, x € [— 1,+1]

c)y=arctgx, xR




d) y=arcctgx, xe R

Obsevatie: Functiile obtinute din acestea, printr-un numar finit de operatii aritmetice si
prin compuneri functie de functie, se numesc functii elementere.

Proprietate: Functiile elementare de baza sunt continue in fiecare punct al domeniului de
definitie.

Operatii cu functii continue intr-un punct

Teorema 3: Fie f (x) si g(x) doua functii definite pe o vecinatate a punctului xy. Daca
f(x) si g(x) sunt continue in x, , atunci suma f(x)+ g(x), diferenta f(x)—g(x),
produsul f(x)-g(x) siraportul f(x)/g(x) cu g(x,)= 0 sunt continue in x,.

Exerecitii:
- _ .. sinx
Sa se arate ca lim =1
x—0 X
. .. sin5x .. l-cosx .. sin5x-—sin3x
Calculati: lim , Iim———, lim————
x—0 X x—0 X x—0 5x

1.12 Functii compuse

Fie E o multime de numere reale si fie u = ¢(x) o functie definitd pe £. Notam
cu E; multimea de valori a functiei u pentru x € E. Mai mult, fie y= f (u) o functie
definitd pe E;. Atunci, la fiecare x € E 1i corespunde un u € E|, care la randul sdu este
asociat cu o valoare y = f (u) Astfel, valoarea y este o functie de x si este definitd pe E.
Spunem ca y este o functie compusa de x i scriem

y = [lop(x)]



y=t{u)

[~
N |

u=P(x)
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sin x

Exemple: u =sinx si y=e" atunci y=e™"" este o functie compusa de x.

u=10x si y=sinu atunci y=sin(10x) este o functic compusi de x.

Teorema 1: Daca u = (p(x) are lim (o(x) =4 sidaca y=f (u) este o functie continua in
X=X

punctul u = A4, atunci functia compusd y = f [go(x)] are limita f (A) in punctul xy, adica

lim f[p(x)]= f(4)

X=X

sau echivalent

tim /{olc)]= | tim p(x)|

X=X,

Observatie: Aceasta ultima relatie indica regula de calcul a limitei unei functii compuse.

Exemplu:
lim In(l + x)

X—0 x

=1

1 1
Intr-adevar, y =In(1+x)x este o functie compusd din y =Inu si u = (1+x)». Deoarece
1
lim(1+x)x =e si y=Inu este continui in u = e, teorema 1 implica

x—0



lim PO (14 ) = ln[lim(l ; x)l} —lne=1

xX—0 X x—0 x—0

Teorema 2: Fie u = ¢(x) o functie continui in x, si fie y = f(u) o functie continui in
U, = qo(xo ) Atunci, functia compusd y = f [qo(x)] este continud 1n x.

Exercitii: Exercitiile urmatoare folosesc

1
1im(1+x)%:e si lim(l+a(x))@:e dacd lima(x)=0 si a(x)#0,x#x,

x—0 X=X, X=X,

O lim(1+x? )g

x—0
. x*+1 '
O lim 5
xoo| x7 — 2
[ sinx Je-sinx
O hm(
x—0 X
. In(1+kx)
O lim
x—0 X
e -1
O lim
x—0 3x
sin mx
O 1 -
x>7 §IN Nx

1.13 Puncte de discontinuitate

Fie f (x) o functie definitd pe o vecindtate a punctului xy. Daca f (x) este continua n x,
atunci

lim f(x)= £(x,)

X—)Xﬂ

sau 1n termeni de limite laterale

lim f(x)= lim f(x)=f(x,)

)C—)XO,X<XO X—)Xﬂ ,X>X0



Definitie: O functie f(x) are o discontinuitate in punctul x, daci f(x) nu este continua
in xy $i xy se numeste punct de discontinuitate.

Observatie: Functia poate sa nu fie definita in punctul de discontinuitate.

Clasificarea punctelor de discontinuitate

Definitie: Punctul x, este punct de discontinuitate care poate fi inldaturata pentru functia
£(x) daca functia are limite laterale egale in xo dar diferite de f(x, ), adica

lim f(x)= lim f(x)# f(x,)

X—>X(,X<X X—>X(,X>X,

Figura 1.29

Observatie: Este suficient sa modificdm functia doar in punctul x, astfel Incat functia sa
devina continua in punctul x; .

Daca f (x) are in punctul xy o discontinuitate care poate fi Inlaturata, atunci functia

1(x), X # X,
limf(x), X=X,

X=X,

F(x)z

numitd prelungita prin continuitate a functiei f (x) in xy, este continua in punctul x.
Discontinuitatea din x, a fost inlaturatd modificand valoarea lui f (x) in punctul x,.



Exemplu:

|x,x¢0
X)=
f(x) {szo
10
yooo5A
_10 -5 0 5 10
x
-5
_]_|:|_
Figura 1.30

lim f(x)= lim f(x)=0=1=£(0)

x—0,x<0 x—0,x>0

= x =0 este discontinuitate care poate fi inlaturata. Dacd modificam functia in x =0,
considerand £(0)=0, atunci F(x)= |x| este continud in x =0.

Definitie: Daci limitele laterale ale lui f(x) in x, sunt finite si diferite, adica

lim f(x)= lim f(x)

X—>X(,X<X, X=X ,X>X,

Atunci punctul xy este o discontinuitate in care functia are un salt. Saltul functiei in
punctul x, este

f(x, +0)- f(x,-0)



Exemplu:

Il
—_

)= 320 5 £(0)

4
Figura 1.31

Aceasti functie are salt in x = 0 deoarece lim f(x)=2 si lim f(x)=0

x—0,x<0 x—0,x>0

Punctele de discontinuitate care pot fi inlaturate si punctele in care functia are salt se
numesc puncte de discontinuitate de speta 1. Toate celelalte sunt puncte de
discontinuitate de speta II. In punctele de discontinuitate de speta I limitele laterale exista
si sunt finite. In punctele de discontinuitate de speta II, limita la stanga si (sau) limita la
dreapta fie nu exista fie sunt infinite.

Exemple:

1 . S - N
1. f(x)==, x=#0 punctul x=0 este o discontinuitate de speta II, limitele laterale in
X

x =0 sunt infinite.
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Figura 1.32 f(x)=1/x
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Figura 1.33 f (x)=sin(1/x)



2. f(x) :sin(lj, x#0 punctul x=0 este o discont. de speta II, limitele laterale nu
X

existan x=0.

3. Pentru functia Dirichlet, toate punctele reale sunt discontinuitati de speta II.

Continuitate laterala

Definitie: Spunem ca functia f (x) este continua la stdanga in x,, daca

lim  f(x)= f(x,)

X—>X(,X<X

si este continua la dreapta in xy, daca

lim £ (x)=f(x,)

X—>Xo,X>X
Proprietate: f (x) este continud inx) < f (x) este continua la stanga si la dreapta n xy.

Exerecitii:

O Sa se studieze continuitatea functiilor:

! —, Xx#-2
S =142
0, x=-2

f(x)= e, x=#0
1, x=0




, x#0
f)=1
1, x=0
O Fie
x+1, xe [0,1]
S (x)= {3ax +3, =xe (1, 2]

Sa se determine constanta a, astfel incat functia sa fie continud pe segmentul [O, 2]. Sa se

reprezinte grafic functia obtinuta.

1.14 Continuitate pe un interval inchis

O functie f(x) este continui pe un interval deschis (a,b) daca f(x) este

continud in fiecare punct al intervalului. Notdm multimea tuturor functiilor continue pe
un interval deschis (a,b) cu C(a,b).

O functie f(x) este continui pe un interval inchis [a,b] daci f(x) este
continua pe un interval deschis (a,b) si daca functia este continui la stanga in b si la
dreapta in a. Notdm multimea tuturor functiilor continue pe un interval inchis [a,b] cu
Cla,b].

Teorema 1: Fie f(x) o functie continud pe un interval inchis [a,b] si fie f(a) si f(b)
doud numere cu semne diferite. Atunci exista cel putin un punct c € (a,b) astfel Incat

fle)=0.

Interpretare geometrici: Daca f(a)f(b)< 0, atunci punctele (a, f(a)) si (b, £(b)) sunt
in semiplane diferite relativ la axa x si graficul functiei continue (x intersecteaza axa x
in cel putin un punct.



(b.1(b))

et

=2
':L
¥

(a.f{a))

Figura 1.34

Aplicatie: Consideram o ecuatie polinomiald de grad impar cu coeficienti reali.

2n+l

P.

2M(x)—aox +ax"+...+a,,, =0

Presupunem a, > 0.

hm P2n+l ('x) =+ hm ])2n+1 (x) =-0

X—>+0 X—>—00

Deoarece functia polinomiala este continud pe R, polinomul P, , (x) se anuleaza n cel

putin un punct. In concluzie, polinomul de grad impar cu coeficienti reali are cel putin o
radacind reala.

Observatie: Teorema 1 poate fi folositd pentru a determina daca un polinom are radacini
reale, iar 1n caz afirmativ sa determinam valorile aproximative ale acestora.

Exemplu:
P, (x) =x’+x-1

Polinomul are grad impar, deci are cel putin o rddacina reala.

P(0)=-1<0 P(1)=+1>0



Teoremal

La capetele intervalului [0,1] polinomul P,(x) ia valori cu semne opuse = polinomul

are o ridicini real in (0,1).

. . . 1 .
Mijlocul intervalului este &, = 5 st P [—j =——<0 P (1) =1>0

< yx e . 1
= raddacina cautata este in intervalul (E,lj
Mijlocul acestui nou interval este &, =§ si P 3 =£ >0 P, 1 = _3 <0

4 4 64 8

<y . . 13
= radacina cautata este in intervalul >

Procesul poate continua si obtinem un sir de intervale deschise cu lungimi din ce in ce
mai mici. Cu fiecare pas eroarea absoluta in stabilirea radacinii scade.

Teorema 2 (a valorilor intermediare):

Fie f(x) o functie continui pe un interval inchis [a,b] si fie f(a)=4 si f(b)=B.
Daci C este orice numir dintre 4 si B , atunci exista cel putin un punct « € (a,b) astfel
incat f(a)=C . Cualte cuvinte, daci f(x) este continui pe [a,b] atunci ia toate valorile
intermediare dintre f (a) st f (b), adica functia are proprietatea lui Darboux.

Demonstratie:

Consideram functia go(x): f (x)—C si fixdim A< B si A<C < B. Functia (o(x) este
continua pe [a,b] si

pla)=fla)-C=4-C<0

p(b)= f(b)-C=B-C>0

Teoremal

= 3Jae(a,b) atfelinct p(a)= f(a)-C=0 = f(a)=C

Interpretare geometrica: Este evidentiata in figura 1.35.



e

Figura 1.35

Teorema 3 Dacid f(x) este o functie continud pe un interval inchis [a,b], atunci f(x)
este mirginita pe intervalul inchis [a,b], adica existd un numir K >0 astfel incat

|f(x)|§K, Vxe[a,b]

Observatie: Ipoteza de continuitate pe interval inchis este foarte importantad in enuntul

. . 1 .
acestei teoreme. De exemplu, functia f(x)=—, xe(0,1] este continud pe (0,1] dar nu
X

este marginita pe (0,1].

Teorema 4 Daci f/(x) este o functie continua pe un interval inchis [a,b], atunci f(x) isi
atinge infimum si supremum pe [a,b], adica 3&,n e [a,b] astfel incat

f(§) = inf f(x)

xe[a,b]

f(n)=sup f(x)

xe[a,b]

In aceast situatie f(&)< f(x)<f(n), Vxe[a,b].



Pentru a sublinia importanta ipotezelor din aceasta teorema, consideram urmatoarele
exemple:

Exemple:

1. f(x)=x, xe(0,1)

£(x) = x continui pe (—1,1)

Nu-si atinge supremum sup x =1, adicd nu existi x, € (~1,1) astfel incat f(x,)=1.
xe(-1,1)

Analog, nu-si atinge infimum inf x=-1.

xe(-1,1
1.0
¥ 0357
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2. f(x)=x-[x], x[0,1]

Supremum sup f(x)=1 nu este atins pe [0,1] deoarece functia nu este continua pe [0,1].
xel0,1]

1.0 5

¥ 057
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