1.7 Notiunea de infinitezimal

Fie (x) o functie definita pe o vecindtate Q a punctului xy, cu o posibilad exceptie 1n x.

Definitie: Functia «(x) este o functie infinit micd sau un infinitezimal, pentru x — x, daci
a(x) are in punctul x limita zero, adicd lim a(x)=0.

X—>X0

Exemplu: o(x)=x—1 este un infinitezimal pentru x — 1, deoarece lim(x —1)=0

x—1

Figura 1.17 a(x)=x-1

Altd definitie: o(x) infinitezimal, pentru x >x, < Ve>0, 35>0 astfel incat |a(x)<e

pentru Vx,x#xo §i |x—xo[<5.

Observatie: Analog, pot fi definiti infinitezimali pentru x — . De exemplu:



. o .1
O alx)= 1 , x#0 este un infinitezimal pentru x — o, deoarece lim—=0
X

X0 X

Figura 1.18 a(x)= 1

X
O a(x)=e™ este un infinitezimal pentru x — +o0, deoarece lim e =0

X—>+0
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Figura 1.19 a(x)=e™



Infinitezimali. Proprietati.

Teorema 1 Dacd a(x) si B(x) sunt infinitezimali pentru x — xo, atunci si suma a(x)+ B(x)
este infinitezimal pentru x — x,.

Teorema 2 Dacid «a(x) este un infinitezimal pentru x—x, si daci o functie f(x) este
mirginitd pe o vecinitate a lui xy, atunci produsul a(x)f(x) este un infinitezimal pentru

X —>Xg.

. (1 . ..
Exemplu: Functia y = xsin (—j , x=0 poate fi considerati ca un produs de functii a(x)=x
x
st f (x) =sin (—J . Functia a(x) este un infinitezimal pentru x -0 si f (x) este marginita pe
X

. . . . ! . ..
orice vecinatate a punctului x=0. Atunci, cu teorema 2, y=xsin— este un infinitezimal
X

pentru x — 0 si are loc
lim x sin (lj =0
x—0 X
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Figura 1.20 y = xsinl
X



Remarca: Dacd o functie a(x) este un infinitezimal pentru x — x, si dacd o functie f(x) are
limita finit in x,, atunci produsul a(x)f(x) este un infinitezimal pentru x — x,.

Teorema 3: Daci o functie a(x) este un infinitezimal pentru x — x, si daci o functie f(x)
are limitd nenuld in x,, atunci raportul «(x)/f(x) este un infinitezimal pentru x — x.

Observatie: Conditia lim f(x)#0 din teorema 3, este esentiald.

Exemplu: o(x)=x f(x)=x"

a(x) infinitezimal pentru x — 0
f(x) are limitd nuld in x=0, adicd f(x) este un infinitezimal pentru x — 0

a(x)

1 . .
=—, x#0 nu este un infinitezimal pentru x - 0.

X
flx) x* x

Observatie: In general, raportul a doi infinitezimali nu este un infinitezimal.

1.8 Notiunea de infinit

Definitie: Fie f(x) o functie definitd pe o vecindtate a punctului xo, cu o posibild exceptie in
xo. Functia f (x) este infinita pentru x — x,, dacd pentru orice numdr M >0, oricat de mare,

existd un numar o >0 astfel incat

‘f(x)‘>M

pentru x # x,,

x—x0|<5

Notatie: lim f'(x)=o0

X*))CO

Observatie: Atunci cand spunem ca limita lui f (x) este A, intelegem ca numarul 4 este finit.

Cu simboluri logice putem rescrie definitia notiunii de infinit:

lim f(x)=0 < VM >0, 35>0 astfel incat Vx,x # x,,

X=X

X—X|<6 = ‘f(x)‘>M.



Cazuri particulare:

lim f(x)=+40 < VM >0, 35>0 astfel incat Vax,x # x,,

X*}Xﬂ

lim f(x)=—0 < VM >0, 35>0 astfel incat Vx,x # x,,

X=X

Exemple:

1) f(x) =§, Vx # 0 este infinitd pentru x — 0

x—x0|<5 = f(x)>M.

x—x0|<5 = f(x)<-M.

Intr-adevar, fie M >0, oricat de mare. Pentru ca ‘ f (x)‘ >M <

Figura 1.21 f(x) =l
X

aiba loc este necesar si suficient ca:

x| =[x—0) <=
M

X

l>M

=

ﬁ>M sa
X



Consideram ¢ = 1 si avem:
M

VM >0, 36 >0, 5=$ astfel incat Vx,x =0,

x—0|<5 = ‘f(x)‘>M

1
x2

2) f(x):

, Vx=#0 este infinita pentru x -0

8_

Figura 1.22 f(x) _ L

2
X

Intr-adevar, fie M >0, oricat de mare. 3§(M):? astfel incat Vx,x=0, |x—0|<5 =
f(x) >M .

1 1 1 . .
Pentruca f(x)>M < —>M & x°< o © x’ 7 0 si aiba loc este necesar si
x

suficient ca:

xe[—L LJ = |)c|<L deci 5—L
MM M JM

VM >0, 36>0, 0= astfel incat Vx,x =0,

x—0|<5 = f(x)>M.

1
T



Interpretare geometrica:

Functia f (x) este infinita pentru x — x,, daca fiind datd o banda orizontala, oricat de lata,
intre dreptele y =—M si y =+M , exista doud drepte verticale x=x, -0 s1 x=x,+0 astfel
incat graficul lui y=f (x) , x#x, se afla In afara benzii orizontale pentru

xe(xo—é,x0+5).

et
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Figura 1.23

Definitie: Spunem ca o functie f (x) este infinitd pentru x — o si scriem lim f (x) =oo daca

X—>0

pentru orice M >0, oricat de mare, existd un numar N > 0 astfel incat

‘f(x)‘>M, Vx,

x|>N

Exemplu: f(x)=x este infinitd pentru x — oo

Intr-adevar, VM >0, 3N >0, N =M astfel incat

f(x)‘ =|x|>M pentru Vx,

x|>N



Relatii intre infinitezimal si infinit

1

/(%)

Teorema 1: Dacid o functie f(x) este infinit pentru x — x,, atunci functia o(x)=

este un infinitezimal pentru x — x,.

Demonstratie:

Fie & > O arbitrar oricat de mic.

s . 1
Deoarece f(x) este infinit pentru x — x,,, atunci pentru VM >0, fie M =—, 36 >0 al.
£

‘f(x)‘>M:é pentru x # Xx,,

x—x0|<5

Cu definitia o(x) =

Astfel, Ve>0, 35> 0 astfel inct |a(x)] <& pentru Vax,x=xo si |x—xo|<5.

Teorema2: Dacd o functie (x) este un infinitezimal pentru x —x, si dacd a(x) este

diferit de zero pe vecinatatea (x0 —0,X,+0 ) a lui xy , cu o exceptie posibild in x,, atunci

functia f(x)=

este un infinit pentru x — x,.

1
a(x)

Consideram functia rationala:

m m—1
ax" +ax"" +...+a
y(x)==2 : m a,#0, b, #0

byx" +bx"" +...+b

raportul a doud polinoame in x de grade m si n respectiv. Pentru |x| suficient de mare,

numitorul este diferit de zero si astfel raportul are sens.



0, m>n

m m-1
. apx" +ax" +...+a a
lim ———— n=2L m=n
e pox" +bx"" +...+b, b,

0, m<n

1.9 Operatii cu limite

Teorema 1: Fie f (x) o functie definita pe o vecinatate 2 a punctului xy cu o exceptie

posibila in x, . Pentru ca functia sa aiba limita 4 in x, este necesar si suficient ca functia sa
admita reprezentarea

f(x):A+a(x)

unde (x) este un infinitezimal pentru x — x; .

Exemplu:

f(x)=x si x,=2 = limf(x)=2

x—2

f(x)=2+(x-2)

unde 2 este numarul limitd, iar x—2 este un infinitezimal pentru x — 2.

Teorema2: Fie f(x) si g(x) doud functii definite pe o vecinatate ©Q a punctului xy cu o

exceptie posibild in xy . Daca lim f (x) =4 si lim g(x) = B, atunci

a) lim| f(x)tg(x)]=4%B

X=X,

b) lim[f(x)-g(x)]:A-B

X=X,

/(%)

A
¢) lim =—, cuconditiaca limg(x)=B=#0.
X—>Xy g(x) B XX, ( )




Demonstratie: Teorema 2 b)

Daci lim f(x)=4 si lim g(x)= B, atunci cele doua functii admit reprezentarile:

f(x):A+a(x) g(x):B+,6’(x)
unde a(x), B(x) sunt infinitezimal pentru x — x, .
f(x)-g(x):(A—i-a(x))(B-i-,H(x)):
=A-B+A-B(x)+B-a(x)+a(x)B(x)

Primul termen din sumd este o constanta, iar urmadtorii trei sunt infinitezimal pentru x — x, .

Exemple:

. xX'—-4 0°-4
1. lim =
=0 x+1 0+1

2
X -

2. lim™ L = lim(x+1)=1+1=2

x=l x — x—1

3 fim Y =L — _lim —=
=0 xZ x%OXZ( /1+x2+1) =0 142 41 2

4. f(x)=sinx’ definitd pe R, para si mirginiti deoarece ‘sin xz‘ <1, VxeR.
Acesta functie se anuleaza in punctele x=+x+nz, n=0,1,2,... Consideram doud puncte

consecutive, in care functia se anuleaza: Jnz SN (n + 1) 7 s1 distanta dintre acestea:
d=/(n+1)x —nr
lim (\[(n+1) 7~z ) = lim ? =0
i+ AL Py

Putem concluziona cd distanta dintre astfel de doud puncte consecutivetinde la zero si
f(x)=sinx” nu este periodica.
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1.10 Limite laterale

Definitie: Fie f(x) o functie definita pe intervalul (,x,). Atunci, numarul A este limita la

stanga a functiei f(x) in punctul xy, daci Ve >0, 35(¢)> 0 astfel incat
| f (x)— A| <&

pentru Vx cu proprietatea x, —0 < x < x,.

Notatie: lim f(x)=4 sau f(x,-0)=4

X—>X(,X<X

Definitie: Fie f(x) o functie definita pe intervalul (x,,b). Atunci, numarul A este limita la

dreapta a functiei f(x) in punctul x, daci Ve >0, 35(s)> 0 astfel incat

|f(x)—A|<8



pentru Vx cu proprietatea x, <x < x, +0.

Notatie: lim f(x) =A sau f(x0 + 0) =4

X—>X(,X>X

Fie f (x) o functie definitd pe o vecinatate Q a lui xy, cu o posibilad exceptie in xy.

Proprietate: Pentru ca f(x) sa aiba limita in x, este necesar si suficient ca cele doud limite
laterale ale lui f(x) inx, s existe si sa coincida, adica

S (xy =0)=/(x, +0) = lim £ (x)

X=X

Exemple:

x,x#0
Lx=0

1) f(X)={

—4 -
Figura 1.24



lim f(x)= lim f(x)=0 =limf(x)=0

x—0,x<0 x—0,x>0 x—0

1
2)  flx)= e ¥#0
dm 6= lim =0 = 3 lim ()
4 —_
=
Fooiq
4 3 2 1 a ! ' 3
-1
-3 4
-3
—4
. 1
Figura 1.25 f(x)zm, x#0
3)  flx)=e", x20
lim f(x)=0 lim f(x)=+o0 = nu 3 lim f(x)

x—0,x<0 x—0,x>0 x—0
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Figura 1.26 f(x) —e*, x#0

Exercitii:

. 1 D
O Fie f(x)= —, x# 2. Are functia limitd in x, =2 ?

1+e*2

O Fie f(x)= = o x # *1. Are functia limitiin x,=-1si x,=1?
x f—



