1.4 Functii de o variabila. Definitii

Functia este un obiect matematic care determind si este complet determinat de
urmatoarele elemente:

X o multime de numere reale x si o lege, o reguld care asociaza la fiecare numar
x € X un numdr real y. In acest fel ca am definit o functie pe X si scriem

y=fx) sau y=)x), xeX (1)
Multimea X se numeste domeniu de definitie al functiei, iar multimea Y a valorilor y pe
care le ia functia, se numeste domeniu de valori sau codomeniu. Domeniul de definitie se
noteaza si cu D(f).

O functie este bine definitad daca sunt date:

(1) domeniul de definitie X
(i1) o regula care asociaza la fiecare x € X o valoare bine determinata y = f (x)

Doui functii f si g sunt egale daci D(f)=D(g) si identitatea f(x)= g(x)
riméne adevirati pentru toti x € D(f)= D(g).

Exemple de functii:

a) un sir {an} este o functie definitd pe multimea numerelor naturale f:N —> R,

astfel
f(n)=a,, neN
1, x>0
b) y=sgnx=:0, x=0 (2)
-1, x<O0

Domeniul de definitie: (— oo,+oo)
Domeniul de valori: {~1,0,+1}



+1

Figura 1.5 f(x) = sgn(x)

¢) y=[x] unde x este un numir real si [x] este cel mai mare intreg care nu-1 excede

pex. Domeniul de definitie: R
Domeniul de valori: Z

Figura 1.6 f(x) = [x]



Reprezentari pentru functii
O functie poate fi specificatd printr-o formuld, printr-un grafic sau printr-un
tabel. Respectiv, vom vorbi despre o reprezentare analitica, grafica sau tabelara.

a) reprezentarea analitica O functie y = f (x) este reprezentata analitic dacd este
definitd printr-o formuld care specificd la ce operatii trebuie supus fiecare xeD( f )

pentru a obtine valoarea functiei in acel punct, notata cu y.
De exemplu, functiile

X
y=— pentru x € (—o0,+0)

y=+1-x* pentru x € [~ 1,+1]

sunt reprezentate analitic.

Observatie: Nu orice formula defineste o functie. De exemplu:

y:\/l—x2 +\/x2 -4

nu defineste o functie deoarece pentru orice numar real x cel putin un radical nu are valori
reale.

O functie poate fi definita prin formule diferite pe portiuni diferite ale domeniului
de definitie.
De exemplu, presupunem ca un tren pleaca din statia 4 la momentul # =0 s§i parcurge
timp de 2A, cu viteza 100km/h , distanta pana la statia B, unde stationeaza o ora. Apoi,
parcurge o altd distantd timp de 3h, cu viteza 80km/h. Functia s = f (t) care exprima

pozitia trenului, masuratd in kilometri, fatd de statia 4, la momentul ¢, este definita pe
portiuni cu trei formule distincte:

100z, t€[0,2]

f(r)=1 200, te(2,3] (3)
200+80¢, 1e(3,6]

b) reprezentarea grafica Graficul unei functii y = f (x) se obtine desenand punctele cu
coordonatele (x,y) unde x trebuie sa fie in domeniul de definitie a lui f'si y = f(x).
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Spunem ca o functie are reprezentare grafica daca este specificatd prin graficul ei.

Observatie: Nu toate functiile pot fi reprezentate grafic. De exemplu, functia Dirichlet

B 1, xeQ
f(x)_{o, xeR-Q @

nu admite reprezentare grafica.
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Figura 1.8 f(x)=ax+b

Caz particular: Functia liniard este o functie definita analitic de formula:

f(x)zax+b



in care a s1 b sunt constante. Graficul acestei functii este o dreapta. Constantele a si b
sunt panta dreptei si intersectia cu axa Oy (ordonata). Reciproc, orice dreapta care nu este
verticald (paraleld cu axa Oy) este graficul unei functii liniare. Dacd cunoastem doua
puncte de pe dreapta (x;,y,) si (x,,y,), atunci putem calcula panta dreptei:

Yo =N

a=——-

X=X

c)reprezentare tabelara O functie poate fi specificatd printr-un tabel. De exemplu, daca
masuram temperatura aerului la fiecare ora, timp de 24 de ore, atunci fiecarui moment de
timp ¢ =0,1,2,...,24 1i corespunde un numar 7.

Notam functia astfel obtinuta 7' = f (t)

Exerecitii:

Sa se stabileasca domeniul maxim de definitie al functiilor:
x*—4x+3
A e e f(x)=lg[lg(3-x)-1]

1.5 Limita unei functii intr-un punct

Conceptul de limita este fundamental in analiza matematicd. Limita unei functii
intr-un punct este o generalizare a limitei unui sir de numere. In esenta, functia f are
limita 4 in punctul x,, dacd pentru orice punct x suficient de apropiat de x,, imaginea lui

x prin functia £, este suficient de apropiata de 4. Cu alte notatii:

f(x)—> 4 atuncicand x - x,



Exmplu:
Daca f(x)=x+3, atunci lim f (x)=7, deoarece daca inlocuim numere apropiate de 4 in
x—>

functie, atunci f(x) va fi aproape de 7.

In cele ce urmeaza vom da definitia riguroasa a limitei unei functii intr-un
punct. Aceasta e greu de digerat, dar dupa exemple va deveni mai umana.

Definitie: (Cauchy) Fie f (x) o functie definita pe o vecindtate Q a punctului x,, cu o
posibild exceptie In x,. Atunci, un numar 4 este limita functiei f (x) in punctul x,, daca
pentru Ve > 0, oricat de mic, 36 > 0 (dependent de ¢ ) astfel incét

1f(x)-4<e (5)

pentru toti x cu |x—x0|<5 s1x#Xx,.

Notatie: lim f(x)= 4

X—)Xo

Cu simboluri logice , definitia limitei poate fi rescrisa:

lim f(x)=4 < Ve>0, 35()>0, Vx,x#x,, |x—x0|<5 = |f(x)—A|<€

x—)xo

Observatii:
O In definitia data apare valoarea absoluta, deoarece |x - y| inseamna distanta dintre

punctele x si y pe dreapta reala. |x — X,

<0 inseamnad ca distanta dintre x si x,

este mai mica decat S .

O Cesunt ¢ §i § in aceasta definitie? Cantitatea ¢ ne spune cat de aproape vrem
sa fie f(x) de limita 4, iar cantitatea 5 ne spune cét de aproape de x, trebuie

sa-1 alegem pe x ca sd obtinem acest lucru. Ca sda demonstram ca lim f (x) =4,

alegem ¢ si-l determindm pe &.
Exemplu:

fx)=2x+3  x,=1 limf(x)=5

x—1



Intr-adevar, fie & > 0 un numar arbitrar. Inegalitatea din definitie este
(2x+3)-8<e < |2x-2<e < 2x-l<e < |x—1|<§

Consideram &(g)=&/2 si avem |x —1| <6 = | flx)- 5| < ¢. Asfel, conform definitiei,
numarul 5 este limita functiei f (x) =2x+3 in punctul x, =1. Pentru orice £>0, avem

5(¢)=¢/2 care pentru |x - 1| < 6 ne garanteaza |(2x +3)- 5| <¢g.
Interpretare geometrica pentru limita unei functii intr-un punct:

Fie o functie f (x) specificatd printr-un grafic, astfel incat valorile lui f (x) sunt
egale cu ordonatele punctelor curbei M;M pentru x < x, si cu ordonatele punctelor curbei

MM, pentru x > x, . Fie f(x,) egal cu ordonata punctului N.

Presupunem graficul lui f (x) obtinut din curba buna M;MM;, inlocuind
punctul M cu N.

Vom arita ci functia f(x) are limita in punctul x, egald cu numarul 4, ordonata
punctului M.

Intr-adevar, fie £ >0 un numar arbitrar, oricat de mic, si fixam punctele
A-¢, A, A+¢ pe axa y. Fie P si Q punctele de intersectie ale graficului lui f (x) cu

dreptele y=A—-¢ s1 y=A+¢ si fie x,—h si x,+h, (h >0,h, >0) abscisele
punctelor P si Q.

Pentru orice x # x, din intervalul (x, —A,,x, +4,) valoarea functiei f(x) se

aflaintre A—¢ si A+ ¢, adica
A-s< f(x)<Ad+¢
Fie & = min{h,,h, }. Atunci, intervalul (x, — &, x, + ) este continut in (x, —%,,x, + 4, ).

In concluzie, inegalitatea A—& < f(x)< A+&, echivalenti cu | flx)- A| <&
este garantatd Vx,x # x, din intervalul (x, —&,x, + &), adicd Vx care verificd conditia

0< |x - x0| < ¢ . Conform definitiel,



= lim f(x)=4

X—)XO

Remarca: Functia y = f (x) are limita 4 1n punctul x, daca pentru orice banda, oricat de
ingusta, dintre dreptele y=4-¢ si y=A+¢, existd o >0 astfel Incat graficul lui
y = f(x) se afla in banda pentru orice x # x, din & — vecinatatea lui x, .

Figura 1.9

Exercitii: Folosind definitia limitei Intr-un punct, sa se demonstreze ca:

limx® =0 lim(2x+1)=6
x—0 x%é
2

Alt exemplu:
f(x):x2 x, =1 limf(x):l

x—1

Ve>0, 35(¢)=2, Vxxzl, |x-1]<6 = |¢'-l|<s



In demonstrarea acestei limite, se pune problema cat de mic trebuie sa fie |x —1| pentru a

garanta ‘xz - 1‘ < & . Incepem cu estimarea diferentei ‘xz — 1‘ :
o =1 =|(x 1) (x+ 1) =[x 1] [x+1

Pe masura ce x se apropie de 1, factorul |x—1| devine mic, si daca factorul |x+1| ar fio

constantd (de exemplu 2 ca in exemplul precedent), atunci am putea determina pe o ca
mai inainte, prin Impdrtirea lui € cu constanta.

Printr-un truc putem inlocui factorul |x+ 1| cu o constantd. Anume, totdeauna alegem pe

0 astfel incat o <1. Daca facem asta, atunci vom avea:
[x—1|<5<1, adica |x—1/<1
iar 0 < x < 2. Atunci,

o =1 =[x =1 +1] < 3[x—1]

- - . . - 2 . - o .
Dacd vrem sa fim siguri ca ‘x —1‘<5, atunci acest calcul aratd cd ar trebui ca

3|x—1|<8, adica

v-]<5e

.. 1 . .o < 9
Astfel ar trebui sa alegem o Sgg. Si sd nu uitdm sa alegem un o6 <1. Dacd am

: 1 . . | S .
considerat un ¢ pentru care 58 >1, atunci alegem 6 =1 1n loc de J = Ee. In concluzie,

o= min(l,lgj
3

Am ardtat astfel cd daca alegem 0 1n acest mod, atunci |x—1| <0 garanteaza ‘xz —1‘ <ég,

vom alege:

pentru orice alegere a lui €.

Observatii:

1) In general, valoarea lui & depinde de &, adica & = J(¢).



2) Atunci cand determindm limita unei functii intr-un punct x,nu tinem cont de ce
se Intdmpla in punctul x,.

Limita functiei f (x) in punctul x, este independenta de valoarea functiei in
punctul xy. Mai mult, functia poate sa nu fie definita in x,.

Orice doud functii egale pe o vecinatate a lui xy, cu o posibild exceptie in xy,
unde acestea pot fi diferite sau chiar nedefinite, au aceeasi limitd pentru x — x, sau nu
au limita.

Numarul limitd A4 furnizeazd informatii despre comportarea functiei intr-o
vecindtate a punctului xy.

Exemple:

1) lim>
x>0 x

f(x):izl , Vx # 0 sinueste definitd in x =0
x

Din definitia limitei functiei in punctul x =0, punctul x = 0 este exclus.

—  limX=liml=1

x—=0 x x—0

2
2) lim>—2

2 x—2

x° -4 . A
f(x)= 5 =x+2, Vx=#2 sinuestedefinitdin x =2
x [—
Din definitia limitei functiei in punctul x =2, punctul x =2 este exclus.
2

= lim® 2 —lim(x+2)=4

x=2 x — x—2

x*, x#0

3) lim f(x) unde, f(x)={1 0
x—0 , X =



4 4
¥
2 —]
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Figura 1.10

Functia g(x) =x’, xeR este egali cu f(x) peste tot, mai putinin x =0 si limx* =0

x—0

= 111r01 f(x) = lir% g(x) =0

Definitie: (cu siruri) Fie f (x) o functie definitd pe o vecinatate 2 a punctului x,, cu o
posibila exceptie in x,. Si fie {xn} cu x, € Q si x, #Xx,, un sir de numere convergent la
Xp. Atunci, un numar 4 este limita functiei f (x) in punctul xy daca pentru orice sir
{x,} = x,, sirul corespunzitor imagine {f(x,)} converge la 4.

Exemplu: f(x)=sin (lj definita pe R—{0}
X



-0.3 0z 0.4 0.4

Figura 1.11 f(x) = sin[lj
x

1 .

x,=— >0 flx,)=sinnz =0
nﬂ'n—)oo

xil:;—)O f(x;)=sin(£+2n7rj=1
T n—w 2
5+2n7r

Am considerat doud siruri {x,} si {x'} convergente la x,=0 pentru care sirurile
corespunzitoare imagine au limite diferite {f(x,)}—>0 si {f(x!)}—>1. Conform

definitiei cu siruri, rezultd cd functia nu are limita in x, =0.

Teorema 1: Fie f(x) o functie care are limita in punctul x,. Atunci limita este unica.

Definitie: O functie f (x) este marginita pe o vecindtate a unui punct x, daca exista
numerele M >0 si 6 > 0 astfel incat

|f(x}£M, Vx e (x, - 8,x, +6) (6)



vecinatate ipecare functia este definita.

Teorema 2: Fie f(x) o functie care are limita finita in x. Atunci, f(x) este marginita pe
o vecinatate a lui xy, adica IM >0 si 36 > 0 astfel incat

|f(xM£M, Vxe(x0—5,x0+5)

Demonstratie:

Fie lim f(x)=4 = V&>0 deexemplu =1, 35 >0 astfel incat

X=X,

|f(x)—A|<l pentru x # x, si|x—x0|<§
Dar,  1>[f(x)-dz|f(x)-|4|z|rG)-|4 = [fl)<]a]+1

Fie M =|A|+l daca functia nu este definitd in xy s1 fie M = rnax{[A|+1, f(x())} daca

functia este definitd in x.

= |f(xMSM, Vx e (x, — 8, x, +6)

Observatie: Conform teoremei 2, existenta limitei finite a unei functii implica marginirea
acesteia. Reciproca nu este totdeauna adevarata, adica o functie poate sd fie marginitd pe

. ) . e e (1
o vecinatate a lui xy dar sd nu aiba limitd in xy,. De exemplu, f (x)=sm(—} este
X

1
sin —
X

marginitd pe o vecindtate a lui x, =0 deoarece <1,VxeR, x#0 dar f(x) nu

are limitd in x, =0.

Limite §i inegalitati
Urmeaza doua teoreme care compara limitele a diferite functii.

Teorema 3: Fie f(x)<¢(x), VxeQ, Q o vecindtate a punctului xy , cu o exceptie

posibila in x, si presupunem ca f (x) si (o(x) au limitd in xy . Atunci:

lim f(x) <lim (p(x)

x—>x0 X—)XO



Caz particular: f(x)=0 In acest caz teorema precedentd spune cd daca ¢(x) este

pozitiva, atunci si limita sa va fi pozitiva.

y
|
+1(x )
o
\:‘_/}: \PH}
|
/T\’:f{ x)
|
|
0 IKD X

Figura 1.12

Teorema 4 (sandwich): Fie ¢(x)< f(x)<w(x), VxeQ, Q o vecinitate a punctului
X9, cu 0 exceptie posibild in x si presupunem ca ¢(x) si y(x) au limita 4 in xo. Atunci

si f (x) are limita 4 In xy .

¥y
y="T"(x)
y=1(x)
|
| — i
| =Y
|
|
|
|
0 ! X X

Figura 1.13



Exemplu:
o@)=-h r=res L] w)l

| < xeos <]
X

lim (—[x]) = lim|x| = 0

x—0 x—0

. 1
= limxcos—=0
x—0 X

Observatie: Limita functiei cos— pentru x — 0 nu existd. Inmultind functia cu x situatia

se schimba.

Figura 1.14 f(x) = xcos(l]

X



1.6 Limita unei functii cand variabila tinde la infinit

Fie f (x) o functie definitd pe toata dreapta reald sau pentru x cu |x| >K cu

K >0 astfel incét sa putem calcula valorile functiei pentru x oricat de mare.

Definitie: Spunem ca numarul 4 este limita functieir f (x) cand x tinde la infinit si

scriem

lim f(x) = 4

X—>00

dacd V& >0 existd un numir N >0 a.i. ‘f(x)—A‘ <& pentru Vx cu [x|> N .

Cazuri particulare:

lim f(x)=A<Ve>0,3N>0 ai |f(x)-4|<evrx>N

X—>+00

lim f(x)=A4<Ve>0,IN >0 ad. |f(x)-4|<evx,x<-N

X—>—0

Interpretare geometrici: lim f(x)=A inseamnd, fiind data o bandd, oricat de ingustd,
X—>+0

intre dreptele y=A—¢ si y=A+¢, existd o dreaptd x=N >0 a.l. pentru toti x> N
graficul lui y=f (x) sa fie continut in banda. Spunem cd curba y=f (x) tinde

asimptotic la dreapta y = 4 pentru x — +o0.

A+S
A

A

Figura 1.15



Exemplu:

f(x)=—

x*+1

lirgf(x) =0

-4 -
1
x*+1

Figura 1.16 f(x) =

Exerecitii:

lim X _ g lim £ = 40

T x>+ x"

Sa se calculeze urmatoarele limite:

lim (\/x2+1—x) lim x(\/x2+1—x) lim (\/1+x+x2 —\/1—x+x2)

X—>+00 x—>to0 X—>+0

lim
x—0

Yl+x -1
X



