4.5 Derivatele functiilor compuse

Fiez=f (x, y) o functie definitd pe domeniul D din planul xy si fie x si y functii
de o variabila ¢ astfel incat

x:¢)(t), y:W(t)’ te(toatl)'

Presupunem cd Vte(t,,t) punctul corespunzitor (x,y)eD. In aceste conditii,

substitutia lui x =¢() si y =w () reduce functia z= f(x,y) la o functie compusa

z=flo(t)w(1)]

care este functie de o singura variabila .

Teorema 1: Daca intr-un punct ¢ exista derivatele

dx cody
=0 () st —=v'(0)

si daca functia z = f(x,y) este diferentiabila in punctul (x,y) cu x=¢(¢) si y=y (1),

atunci functia compusa z = f [(o(t),t//(t)] are derivata % intsi

dt Ox dt oy dt

Exemplu: Calculati derivata functiei z = x” + y* unde x =sint¢ si y =1

d: . .
;szx-cost+2y-3t2 =2sintcost+ 2t 3" =sin 2t + 6¢°



Considerdam o functie z= f(x,y) in care y =y (x). Atunci z este o functie
compusidex, z= f(x,l,//(x)) si

& _o o dy

= )
dx Ox Oy dx

0z o e . . - A
unde ™ este o derivata partiald a lui z= f (x, y) in raport cu x, calculata considerand y
X

. dz . - ) . o
constant. Derivata o este derivata totala a lui z=f (x, y) in raport cu variabila
X

independenta x, calculata considerand y ca o functie de x , adicd y = 1//(x) .

Exemplu: Calculati & sl @ pentru functia
ox  dx

z= arctgZ unde y=x’
X

oz 0 1
—=—£arctglj: 2.(_12J:_ 2y 5
ox Ox X o X X +y

1+
xZ
dz 0z 0z d I 1
a_z,29_ Zy _ . 2x
dx Ox Oy dx X +y Vo ox
1+
X
h% 2x’ x° 2x7 1
=7 >t 2 -T2 7t i 2
xX“+y. xT+y x“+x" xT+x I+x

In continuare, ne ocupdm de derivarea unor functii compuse de mai multe
variabile.

Fie z= f(xy) cu x=9(&n) si y=y(&n). Awnci z= flo(g,n)w(&n)]
este o functie compusa de doud variabile. Presupunem ca existd derivatele partiale

. ox ox oy oy , . <
continue —, —, —, —— Intr-un punct R 1 presupunem ca X, este
oF an’ 3 on punct (&£,77) si presup f(x.y)
diferentiabild n punctul corespunzator (x, y) cu x = ¢(§,n) si y= 1//(5,77).

Functia compusa z = z(f,f]) are derivate partiale 2—2 s S—Z in punctul (f,f]).
n

Derivand z in raport cu &, variabila 7 este consideratd constantd, adica x si y devin
functii de o singurd variabild &, x:go(f,c) si y zt//(f,c) si formula (1) poate fi
aplicata



0z 0z 8x+62 @
o0& ox o0& oy o0&

g_az 8x+62 a_y

= 3)
on Ox On Oy On
C . 0z 0z 5
Exemplu: Calculati derivatele partiale % s an pentru functia z=x"y—xp’, unde
n
x=fnsiy==.
n

82 82@ %G_y o - l: é_f_z - él
0 ox 9F @y Of =20y +(x 2xy)77 (257777 n2j77+£§77 257777}77

ottt
n n n n
82 82 ox 0z 0O ) )

577 . AL ED (2xy—y )cf+(x —2xy)-£—77—§2]

on oy on
:[25W£—5—2j§+[§2n2—%ﬁ)(—%}é{n%j
n n n n n

Consideram o functie u = f(x,y,z) unde x = x(&,7), y = (&) si z=2(£,7)
atunci u este o functie compusa de doud variabile u = u(f, 77) si

ou 6u8x+6u6y+6uﬁz
65 Ox 0& 0Oy 0& 0z 0&

Ou _Ouox Oudy Oulz
—t——+— 4)
877 E on oyon Oz 877

Considerdm u = f (x, y,z) cuz= z(x, y). Atunci:

u_of o
Oox 8x 0z Ox

ou _ 6f of oz (5)
oy ay oz 8y



. Ou o . g . e g
Observatie: — este o derivata partiala totald a lui « 1n raport cu variabila independenta

ox
. of . s . . < Sl
X, iar ™ este o derivatd partiald a lui u = f (x, y,z) in raport cu x calculatd considerand
X

v sl z constante.

Diferentialele functiilor compuse

Fie z=f (x, y) o functie diferentiabila cu variabilele independente x si y, atunci
diferentiala totala dz a functiei z este:

dZ:a—de-l-%dy (6)
ox oy

unde dx=Ax si dy=Ay.

Mai departe, presupunem ca z = f (x,y) este o functie compusa, in care
X= (p(§,77) sl y= 1/1(5,77) si aceste functii au derivate partiale continue o , o , G_y’
og on 0g
s—y intr-un punct (5,77). De asemenea presupunem ca functia z are derivate partiale
n

continue % s % in punctul (x, y) corespunzator lui (5,77), astfel incat z = f (x, y)
x 4

este diferentiabild in (x, ).

Atunci functia compusd z = f [¢(§,n),w(§,n)] are in punctul (f,n) derivatele partiale:

0z 0z Ox 0z Oy

0 ox 9F oy Of

82_62.8)6

dz oy

on ox dn oy o

. . . . Oz . 0Oz . . .
Din aceste relatii se observa ca Py s 2 sunt continue in punctul (£,7). Atunci

n
functia compusa z = f [(0(5,77),1//(5,77)] este diferentiabila in punctul (5,77) si are loc:

dr = g+ gy
¢ on



In aceasti relatie substituim derivatele partiale si regrupim termenii:

B A A P A A g
ox 9 oy OF ox dn oy on

0z Ox oz oy oy
“- ax[ar:df andJ (aédé and”]

Prin ipoteza functiile x = gp(f,n) si y= w(cf,n) au derivate partiale continue in punctul
(5,77) si deci sunt diferentiabile in punctul (5,77) si are loc:

de=Z e Xy
et o,

dy=2as+ Y an

g on
Rezulta:
dz = 6_2 dx + % dy (7
ox oy

Comparand cu (6), concludem ca diferentiala totala a functiei z = f (x, y) este exprimata

prin formule de aceeasi forma, fie ca variabilele sale sunt independnte fie ca sunt functii
de alte variabile (invarianta formei diferentialei).

4.6 Derivarea functiilor implicite

Consideram ecuatia F (x,y)=0, in care F(x,y) este o functie de doua varibile
definita pe un domeniu D din planul xy

implicit functia de o singura variabila

rezolvand ecuatia data in y.

. Presupunem ca aceasta ecuatie defineste in mod
y=y(x). Forma explicitd a acesteia se obtine

Exemplu: Ecuatia y —x =0 defineste in mod implicit functia y=x, VxeR.



Urmadtoarea teorema furnizeaza conditii suficiente pentru ca ecuatia F (x, y) =0 sa fie

rezolvabila in y pe o vecindtate a unui punct dat x,.

Teorema 1: Fie ecuatia F' (x, y) =0 si fie indeplinite conditiile:
i) Functia F(x,y) este definita si continua pe domeniul:
D.{xo—é‘l <X<X,+0,
Vo—0, <y<y,+6,
unde 6, >0, &, >0. Acesta fiind un dreptunghi cu centrul in (x,,y, ).

i1) F(xo,yo):O

. . . . F . OF

1i1) exista derivatele partiale continue aa— s g— pe D.
2%

. oF

1v) 5(xo,yo)¢0

Atunci, Ve >0, suficient de mic, existd o vecinatate (x,—d,,X,+3,) a punctului x,, pe
care existd o functie continuda, unic definitad, y=f (x) astfel incat y,=f (xo) ,
|y—y,| <& si functia verificd ecuatia datd F (x, f (x)) =0 pe vecindtatea lui x,. Mai

mult, functia y= f (x) este continuu diferentiabila pe vecinatatea lui x; si

oF
Q —_Ox , unde 8_F #0
dx oF oy
oy
y
D v=1(x)

Figura 4.17



Exemplu: Calculati L pentru functia y=f (x) definita implicit de ecuatia

dx
x’+y' —R*=0.
Qz_z_xz_ﬁ’ y;g()
dx 2y y

Similar teoremei precedente se poate formula o teorema pentru functia
z=f (x, y) definita implicit de ecuatia F (x, y,z) =0.

Teorema 2: Fie ecuatia F (x, v, z) =0 si fie Indeplinite conditiile:

1) Functia F (x, y,z) este definitd si continud pe domeniul:
Xy =0, <X <X,+0,
D:yyy=06,<y<y,+6,
Zy— 0y, <z<Zz,+0,

unde 6, >0, &, >0, 0, >0. Acesta fiind un paralelipiped dreptunghic cu centrul in
(xo > Yo% ) .

11) F(xmy()azo):o

e . . OF OF . oF
1i1) exista derivatele partiale continue —, — si — pe D.
ox Oy oz
. oF
v —(x,,¥,,2,) %0
) 62( 0> Yo o)

Atunci, Ve >0, suficient de mic, existd o vecinatate ) a punctului (xo, yo), pe care
existd o functie continu, unic definitd, z=f(x,y) astfel incit z,=f(x,,).
|z—z,|< ¢ si functia verifica ecuatia datd F (x, v f(x, y)) =0 pe vecinitatea Q. Mai

mult, functia z= f (x, y) este derivate partiale continue pe vecinatatea Q si formulele de

calcul pentru derivatele partiale ale functiei implicite sunt:

OF oF
@—_E g—_a_y a_F;,gO
ox oF”’ oy OF ~ 0z

oz oz



Exemplu: Calculati derivatele partiale pentru functia z= f (x, y) definitd implicit de

ecuatia x° + 1> +z°—R*=0.

O _ 2x_ x Z___ Y L.
Ox 2z z oy 2z z

4.7  Plane tangente si drepte normale la o suprafata

Fie S o suprafata definita de ecuatia F(x,y,z)=0.

Definitii:
O Punctul M (x, y,z) de pe suprafata S se numeste punct regulat (nesingular) al
. C o .. OF OF . oF | Coe
suprafetei S daca toate cele trei derivate partiale —, — si — 1n M exista si
ox Oy 0z
sunt continue si cel putin una dintre ele este diferita de zero.
C o .. OF OF .
O Punctul M (x, y,z) este singular daca toate cele trei derivate partiale > o si
x oy
oF . g . . sn
r se anuleaza in M sau daca cel putin una dintre ele nu existd in M.
Z
Exemplu:

Considerdm un con circular definit de ecuatia: x* + y> —z* =0
F(x,y,z): x> +y?—z?

oF _

2x
Oox
a_F = 2y
oy
oF _ .

0z



et

Figura 4.18

Singurul punct singular este originea O(0,0,0) in care toate cele trei derivate partiale sunt
nule.

Fie L o curba in spatiu definitd de ecuatiile parametrice:

= olr)

X
L:yy=w(
z

~
N—"

te(a.p)

Presupunem ci ¢(t), y(t) si o(z) au derivate continue care nu se anuleazi simultan pe
(a, ﬂ) si considerdm un punct nesingular M O(xo, yo,zo) pe L definit de valoarea

t, € (@, B). Atunci vectorul

T=x(t, )i+ (e, )7 +2'(e,
se afla pe tangenta la curba L in punctul M ,(x,,v,.z, ).

Consideram un punct nesingular P pe suprafata S si ducem prin P o curba L care
apartine suprafetei S. Fie aceasta curba definita ca mai sus, de ecuatiile parametrice



Liy=y()  te(@p)

Presupunem ci ¢(t), y(t) si o(z) au derivate continue care nu se anuleazi simultan pe

(o, 8).
Definitie: Tangenta la L in punctul P se numeste tangenta la suprafata S in punctul P.

Deoarece curba L se afld pe suprafata S, ecuatiile parametrice ale curbei pot fi substituite
in ecuatia F(x,y,z)=0 a suprafetei S:

Flp(t)y (1) o(t)=0

Derivam aceasta ecuatie ca o functie compusa de variabila ¢ si obtinem:

OF dx OF dy OF dz
—— =

0 (1
Ox dt Oy dt 0z dt

Aceasta relatie este un produs scalar de doi vectori:

_ OF. OF - OF -

n=—i+—j+—k
ox oy 0z

f=@5+d—y]+%l€
dt dt dt

Vectorul 7 este vector tangent la curba L in punctul P. Vectorul 7 este independent de
forma curbei ce trece prin punctul P si depinde de coordonatele lui P si de forma functiei
F(x,y,z) care defineste suprafata.

Deoarece punctul P este nesingular, lungimea vectorului 7z este diferita de zero:

2 2 2
_ (GFJ oF (aFj
n| == +|— | +|—
ox oy oz
Relatie (/) implicd n-7 =0, ceea ce inseamnd cad vectorul 7 tangent la curba L in
punctul P este perpendicular pe vectorul 7 in punctul P.




Figura 4.19

Acelasi rationament este aplicabil la orice curba de pe suprafata S care trece prin punctul
P. Astfel, orice tangenta la suprafata S in punctul P este perpendiculard pe vectorul 7 si
astfel toate aceste tangente se afld intr-un acelasi plan perpendicular pe vectorul 7 .

Definitie: Planul format de toate tangentele la suprafata S intr-un punct nesingular P € S
se numeste plan tangent la suprafata in punctul P.

Vectorul
_oF

_ - OF
n|‘°_8x i+

- OF
— j+
POy

— k
1574

P

P

Este un vector normal la planul tangent la suprafata F (x, y,z) =0 1n punctul P. Ecuatia
planului tangent la suprafata F(x, y,z)= 0 in punctul nesingular P,(x,,y,,z,) este:

oF

oF oF
= (x—x0)+— (y=yo)+— (z-2,)=0
X 1574

(xo »Y0,20 )

(x0.50-20) (%950-20)

Observatie: Daca suprafata S este definitd explicit de functia z = f (x, y), putem scrie:

F(x,y,z)zf(x,y)—ZZO



or Y F Y

= = -
ox Ox oy Oy 0z

Atunci ecuatia planului tangent la suprafata z=f (x, y) in punctul nesingular
F, (xo,yo,zo) este:

Interpretarea geometrica a diferentialei totale

Consideram x—x, =Ax si y—y, =Ay in ecuatia de mai sus si obtinem:

_

X (ann)

-Ax+% -Ay

(Xo’,"o)

Expresia din dreapta este diferentiala totald a functiei z = f (x, y) in punctul M, (xo, yo)
din planul xy adicd z—z, =dz.

Atunci, diferentiala totald a functiei z = f(x,y) in punctul M, (xo,¥,) corespunzatoare
cresterilor Ax si Ay este egala cu cresterea z—z, a coordonatei z a planului tangent la
suprafatd in F, (xo, Yoo /(%0520 )) obtinutdi in deplasarea de la M, (x,,y,) la
M(x0 +Ax,y, +Ay).

Definitie: Dreapta care trece prin punctul Po(xo, yo,zo) al suprafetei F (x, y,z):O

perpendicular pe planul tangent la aceastd suprafatd in P, se numeste normala la
suprafata in Py.

Vectorul:

OF - OF - OF -
—i+—j+—k
Ox oy 0z

n=

este vectorul director al normalei, normala definitd de ecuatiile:



X=X __ V=V __ Z7%
oF aF‘ OF
ax (xo’J’o’Zﬂ) 8y (Xo,J’o’zo) aZ

(xr)s)’mzo)

Daca suprafata S este definitd de ecuatia z=f (x,y) , atunci ecuatiile normalei in
punctul P,(x,,y,,z,) devine:

X=X _ V=V _Z7%
& o =
ox

(o) D)

2
-y . : : . X .
Exemplu: Scrieti ecuatiile planului tangent si normalei la suprafata z=7— y* in

punctul M (2,-1,1).

Figura4.20 z= % —y°



Ecuatia planului tangent este:
z—1= x|(2,_1) -(x—2) +(—2y)‘(2,_1) -(y + 1)

z—-1=2(x=2)+2(y+1)

Ecuatiile normalei sunt:

x=2 y+l1 z-1
2 2 -1

4.8 Derivate de ordin superior

. . . .. 0z . 0z ,
Fie z=f (x, y) o functie care are derivate partiale 8_2 s 8_2 in fiecare punct
x y

dintr-un domeniu D. Aceste derivate

0z ' . Oz ’
=5 (x,y) i - fl(x,)

Sunt functii de x si y pe D. Aceste functii pot avea la randul lor derivate partiale in
anumite puncte din D sau pe tot domeniul D.

o . . . . 0z . Oz .
Definitie: Derivatele partiale ale derivatelor partiale a si > daca exista se numesc
X Y

derivate partiale de ordinul doi pentru functia z = f (x, y).

Fie z=f (x,y) o functie de doud variabile, atunci putem scrie urmatoarele
derivate partiale de ordinul doi pentru aceasta:

0 ( oz 0’z "
o(E).en

ox | ax zy_
sy o,
oy\ox) oyox 7



RGN
ox\oy ) oxoy

a(a) 72,
avlay) o 7

Derivatele f7 si f,| se numesc derivate partiale mixte. Prima dintre ele se calculeaza

derivand functia datd mai intdi in raport cu x si apoi in raport cu y si cea de-a doua
derivata se calculeaza derivand functia in raport cu y si apoi cu x.

Observatie: Derivatele partiale de ordinul trei §i mai mult pot fi definite in mod similar.

Exemplu: Calculati derivatele partiale de ordinul intai si doi ale functiei z = x’y* — xp’

%:3x2y2—y3 %=2x3y—3xy2
Ox oy

2 2
6_§:6xy2 a—§:2x3—6xy
Ox Oy

2 2

0z =6xzy—3y2 0z :6x2y—3y2
Oy0x Ox0y

Teoremi: Fie z= f(x,y) o functie care are derivate partiale [, S fo st [, peo
vecindtate a punctului M, (x,,y,) si fie f, si f,. continue in Mg (x,,y,). Atunci,

fx; (Xano):fy’; (xoayo) in M, (xoaJ’o)-

Observatie: Este important ca derivatele mixte f, si f,. s fie continue in M (x,,, ).

Exemplu: Functia:

are derivate partiale mixte f; si f,. care nu sunt continue in 0(0,0), astfel

»x
£7,(0,0)==1si £;.(0,0)=+1.



Diferentiale de ordin superior

Fie z=f (x, y) o functie definita pe un domeniu D. Dacd z = f (x, y) este
diferentiabila pe D, atunci diferentiala totald a functiet In punctul (x, y)eD
corespunzatoare cresterilor dx si dy a variabilelor x si y este

0z 0z

dz=—dx+—dy
ox oy

In aceasti relatie dv=Ax si dy=Ay sunt cresteri arbitrare ale variabilelor. Aceste

cresteri pot fi pdstrate constante si atunci diferentiala totala este o functie de x si y, care
poate fi la randul sdu diferentiabila.

Definitie: Diferentiala totala a diferentialei totale dz in punctul (x,y)eD

corespunzatoare cresterilor dx si dy a variabilelor independente se numeste diferentiala
secunda sau diferentiala de ordinul doi a functiei z = f (x, y) si se noteazd d’z. Astfel,
conform definitiei:

d’z=d(dz) (1)

Problema: O formula de calcul pentru aceasta diferentiald secunda.

Fiez=f (x, y) o functie cu derivate partiale continue de ordinul intai si doi pe D. Atunci
diferentiala totala dz a functiei z = f (x, y) este diferentiabila si existd d’z pe D.
Folosind regulile de diferentiere, obtinem:

d’z :d(dz)zd %dx+gdy
ox oy

= i(%jd)ﬁ_i[%jdy dx + ol a’x+i & dy |dy
Ox\ Ox oy \ Ox ox\ Oy oy \ oy

0’z » 0’z 0’z 0’z 2
:—z(dx) + dxdy + dxdy+—2(dy)
ox 0yox ox0y oy




Deoarece,

0’z B 0’z
oyox  OxOy
Obtinem urmatoarea formula:
2 2 2
dzzza—fdxz 10 02 dxdy+a—fdy2 Q)
ox oxoy oy

unde di® =(dx)’, dv*=(dy)’.

Formal putem rescrie formula (2) astfel:

2
d’z= dxi+dy£ z 3)
ox oy

Exemplu: Calculati diferentialele de ordinul intai si doi ale functiei z = 2x* —3xy — y°

dz =a—zdx+%dy
ox oy

dz=(4x—3y)dx+(—3x—2y)dy

d’z = 4dx’* — 6dxdy —2dy*

Formulele pentru diferentialele de ordinul trei, patru se pot obtine in mod
asemanitor, de exemplu d°z=d (d 22). In general, diferentiala totald de ordinul n, adicd

d"z, este diferentiala diferentialei de ordinul n—1:
d'z=d(d"z).

Daca z=f (x, y) este o functie cu derivate partiale continue pana la ordinul n pe D,

atunci exista diferentiala totald d"z pe D, data de formula:

d'z= dxi+dyi z 4)
ox oy



In general, diferentiala de ordinul » a unei functii de m variabile u = f (xl,xz,... kY )

> m

este:

d”u:{dxli+dx2i+...+dxmi) u

ox, ox, ox

m

Observatie: Daca x si y nu sunt variabile independente, ci sunt functii de alte variabile &
si M, atunci forma diferentialei secunde nu ramane invarianta. Intr-adevar,

z=f(x,y) cu x=(&n) y=y(&n)

dz :@dx+%dy
ox oy

unde dx si dy sunt functii si nu constante.

d’z=d %dx+%dy
ox oy

:d(%dxj%rd ga’y :d(@jd)ﬁrd & dy+@d(dx)+%d(dy)
Ox oy Ox oy Ox oy

2
= dxi+a’yi z+%d2x+%
ox 0

d2
y ox oy 4

4.9 Formula lui Taylor pentru functii de mai multe variabile

Fie z=f (x, y) o functie cu derivate partiale continue pand la ordinul #+1

inclusiv, pe o vecinatate 2 a punctului (xo, yo) . Pe vecinatatea QQ are loc formula Taylor:

1) =1 o] L))+ L ) ) o



1|0’ ) P o 2
+2—!{g];(xoayo)(x—xo) +2ﬁ(xo,yo)(x—xo)(y—yo)+g];(x0’yo)(y_yo) L
| 0 ol
+E{(x—xo)§+(y—yo)5} f(xo,y0)+Rn+l(x,y)

unde restul in forma Lagrange este:

Rn+l (x9 y) =

a a n+l
{(x—x0)§+(y—y0)5} f(x0 +0Ax, y, +€Ay)

(n+1)!

cu @e(0,1).

Caz particular:
Daca in formula Taylor x, = y, =0, atunci aceasta se numeste formuld Maclaurin si arata
astfel:

_ L 0.0+ 2
f(x,y)—f(0,0)+l!{ax(0,0) #2500y |+

+—[af(O,O)x2+2§g(O,O)xy-ﬁ-gf(O,O)yz +...

2

[ a aof
+;|:Xa+y5:| f(050)+Rn+l(x’y)

unde restul in forma Lagrange este:

n+l
1 0 0
R - 2,9 OAx, OA 0<(0,1).
,M(x,y) (n+1)!{x8x+y6y} f( y) cu e( )

Exemplu: Scrieti formula Maclaurin pentru functia f (x,y)=e"siny pana la termeni de
ordinul doi.

£(0,0)=0



x| _ c. B ol . ~
5(050) =e Smy‘(o,o) =0 5(0’0) =e cosy‘(o’o) =1
I _rny| - 21 any -
o » =e smy‘(o,o) =0 P o =—e Smy‘(o,o) =0

il =e" cosy‘ =1

oxoy (00) (0,0)

_ 1o o
f(x,J’)—f(O,O)+ﬁ{a(0,0)x+5(0,0)y}+
1|0 f °f o> f
+2_![8x2 (0,0)x* +2 . y(0,0)xy+ —(0,0)y° |+..

exsiny=0+%[0~x+1'y]+%|:0~x2+2~1-xy+0-y2]+,.,

e'siny=y+xy+...
4.10 Puncte de extrem pentru o functie de mai multe variabile

Fie z = f(x,y) o functie definitd pe un domeniu D si fie M, (x,,y,)€ D punct

interior.

Definitie: Dacd 35 >0 astfel incat VAx,Ay cu |Ax| <& si |Ay| <5 sd aiba loc:
Af(xoayo):f(xo +Ax, y, +A)’)_f(xoaYO)£ 0

atunci, M (x,,¥,) este un maxim local pentru f (x,y).

Daca VAx,Ay cu |Ax|<5 si |Ay|<5 si are loc:

Af(xoayo):f(xo+Axayo+AJ’)_f(xoaYO)20



atunci, M, (x,,,) este un minim local pentru f (x,).

Exemple:
1) z=x>+y" are in O(0,0) punct de minim.

z=x’4y?

Figura 4.21

2) z=1-x"—y* arein 0(0,0) punct de maxim

e

Figura 4.22

Teorema 1: (Conditii necesare de extrem) Daca o functie z = f (x, y) are extrem intr-un

n . ... 0z . 0Oz .
punct M (xo, yo), atunci in acel punct fiecare derivata partiala P si . fie se anuleaza
X y

fie nu exista.



. . . . 0z . Oz g .
Definitii: Punctele in care derivatele partiale a s ™ se anuleaza sau nu exista se
X V

numesc puncte critice pentru functia z = f'(x,y).

R . .. 0z .0z - .
Punctele in care derivatele partiale P si ™ se anuleaza se numesc puncte stationare.
X y

Observatie: Teorema 1 ne dd numai conditii necesare de extrem. De exemplu,
z=x"—y" are derivatele partiale

0z

oz 0z
ox

2x —
oy

_2y

care sunt nule in punctul 0(0,0), dar functia nu are extrem in origine.

z=x2-y?

Figura 4.23

Punctul O(0,0) este punct de minimax.

Teorema urmatoare furnizeaza conditii suficiente pentru extrem.

Teorema 2: Fie M (x,,y,) un punct stationar pentru functia z = f(x, ), adica

£i(%0,0)=0 17 (X9:,) =0



Presupunem ca pe o vecindtate a punctului M (x,,y,) functia f(x,y) are derivate

partiale continue pana la ordinul doi. Atunci:

i) Functia f(x,y) are un maxim in M (x,,) dacd in acest punct
determinantul:
D= S (x0=y0) x’; (xo»yo)

14

xy (xo,yo) I (xo,yo)

3

=/ (xo’yo)fy; (xo’yt))_fxlz (%0s%5) >0
si £ (X0, 00)<0 si fin(x0,9,)<0
i) Functia f(x,y) are un minim in M (x,,,) daca in acest punct determinantul:
D = £ (%0:30) Sy (%0:90) = fi (%0 0) > 0
si S0 (%020)>0 st 1 (x020)>0
iii)Functia £ (x,y) nu are un extrem in M, (x,,,) daca D<0.

Daca determinantul este nul, nu avem nici o concluzie.

Exemplu: Examinati pentru extrem functia:

z2=x"+2y"-2x+4y-6



