Cap.4 Functii de mai multe variabile

4.1 Definitii si notatii

Multe functii din lumea reald depind de doua sau mai multe variabile.
De exemplu, volumul unui paralelipiped dreptunghic cu muchiile x, y sizeste V=xy z,

unde x, y si z sunt numere pozitive. Valoarea volumului V este o functie de trei variabile
cele trei dimensiuni x, y §i z.

Temperatura masuratd pe glob este o functie de doud variabile, anume latitudinea si
longitudinea locului.

Fie R" spatiul Euclidian  n-dimensional si fie M’(xl',xé,...,x') si

M"(x/,x,...,x]') doud puncte in acest spatiu. Notam cu p(M',M") distanta dintre
punctele M'si M"

p(MM")= > (xf—x) (1)

Cazuri particulare:

n=1 p(M'\M")=

pe o dreapta.

x{—x]| reprezintd distanta dintre doud puncte M'(x]) si M"(x]) de

n=2 p(M'.M")= \/ (x/-x])" +(x]—x})° reprezintd distanta dintre doud puncte
M'(x],x,) si M"(x],x}) din plan.

Definitie: Fie punctul M, (xlo,xg ,...,xf) eR" si fie & un numir pozitiv real. Multimea
tuturor punctelor M eR" astfel incdt p(M,M,)<e& se numeste sferd deschisi n-

dimensionala cu centrul in M, sirazd ¢.



Cazuri particulare:

n=2 (x-x,) +(y-) <& defineste un disc circular cu centrul M,(x,,,) si razd

& (fara cercul exterior).

et

Figura 4.1

n=3 (x—x) +(y-x) +(z-z) <& defineste o sfera deschisa cu centrul in

M, (x,,¥y,2,) sitazd ¢.

Figura 4.2

Considerdm un alt tip de vecindtate pentru punctul M, (xlo , Xy ,...,x,?), si

anume o vecinatate rectangulard formatd din toate punctele M (x,x,,...,x,)eR" astfel

incat

0 0 .
X —&<x<x +¢, ¢&>0 i=12,..,n



Cazuri particulare:

n=1 = vecinatatea se reduce la ¢ — vecinatatea x, —& < x < x, + & lui xy.

n=2 => vecinatatea se reduce la figura pland marginitd de un dreptunghi cu laturile 2¢,

si 2¢,.
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Figura 4.3

n=3 = vecinitatea se reduce la paralelipipedul deschis cu centrul in M (x,, y,,z,) si

muchiile 2¢,,2¢,,2¢, .

Definitii:

Fie multimea £ — R". Punctul M c E se numeste punct interior pentru E daca
existd ¢ > 0 astfel Incat £ sa contind pe M impreund cu & — vecinatatea sa.

Multimea E se numeste multime deschisa dacd E contine numai puncte
interioare. Exemplu: pentru n =2 orice disc circular este multime deschisa.

Punctul P, P e R", se numeste punct de frontierd, pentru multimea £ — R" daca
orice vecinatate a lui P contine puncte din £ si din afara lui E.

Multimea tuturor punctelor frontiera pentru £ se numeste frontiera lui E. Notdm
frontiera lui £ cu 0OF .

Reuniunea lui £ cu 0E formeazi o multime inchisi E = E UOE . Exemplu:
reuniunea unui disc circular cu cercul de frontiera este un disc inchis.

E cR" se numeste conexa daca pentru orice doud puncte din £ exista o curba
continud care le uneste si este continuta in £. Altfel se numeste neconexa.



&

COnexa neconexa

Figura 4.4

O multime deschisa si conexa se numeste domeniu.
Un domeniu se numeste marginit daca exista o sfera care sd contind domeniul.

Orice domeniu care contine un punct M, este vecindtate pentru M, .

Notiunea de functie de mai multe variabile

Presupunem ci existd o lege care asociazi la fiecare punct M (x,,x,,...,x, ) al

multimii £ c R", un numar real u. Spunem cd am definit o functie de punctul M sau o
functie de n variabile x,,x,,...,x, $iscriem

u=f(M) sau  u=f(x,x,,....x,), McE
E este domeniul de definitie al functiei f-

Ne vom limita la functii de doud variabile z= f (x, y). Rezultatele pot fi
generalizate la functii de mai multe variabile.

Fie z=f(x,y) o functie definita pe un domeniu £ din planul xy. Domeniul

poate fi tot planul R sau mai putin.

Exemple:



tot planul xy
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3. f(x,y)z

definita numai pentru x+y # 0
X+y

Problema: Cum vizualizam o functie de doud variabile?

Fie z= f(x,)
zZ
I|' W
(xy.z=H(x.y,
y
(xy) dm E
X
Figura 4.7

Atunci, fiecare punct (x,y)e€ E este asociat cu un punct (x, v, f(x, y)) din
R’. Multimea tuturor punctelor (x, v, f(x, y)) cu (x,y)eE se numeste graficul

functiei z = f(x,y) si formeaza o suprafata.

Exemple: 1) f(x,y)=-y Graficul z=-y este un plan.

Figura 4.8 f(x,y) =—y



2) f(x,y)=x2+y2

Graficul functiei z=x"+ )" este un paraboloid de revolutie.

e

Figura 4.9

In planul yz definit de ecuatia x =0 intersectia cu suprafata este parabola z = )’
In planul xz definit de ecuatia y =0 intersectia cu suprafata este parabola z = x’

In planul orizontal z =1 intersectia cu suprafata este cercul x> +y* =1

3) f(x,y)zl—xz—y2

Graficul functiei z=1—x" — )’ este un paraboloid de revolutie.



z=1-x1 z=1-y*

Figura 4.10
In planul yz definit de ecuatia x =0 intersectia cu suprafata este parabola z =1— )’

A . . . . 2
In planul xz definit de ecuatia y =0 intersectia cu suprafata este parabola z = 1 — x

In planul orizontal z =0 intersectia cu suprafata este cercul x* + y* =1

4) f(x,y)=y'-x

Figura4.11 f(x,y)=y" -x’



In planul yz definit de ecuatia x =0 intersectia cu suprafata este parabola z = ”

In planul xz definit de ecuatia y = 0 intersectia cu suprafata este parabola z = — x>

Datorita dificultatii cerem computerului sa reprezinte grafic functiile (vezi fig. 4.11).

Pentru a investiga si vizualiza forma functiei z= f(x,y) sunt utile asa

numitele curbe de nivel . O curba de nivel este o multime de puncte din planul xy in care
valoarea functiei este constanta

z:f(x,y):c

y

& |

Figura 4.12

Curba de nivel poate fi construitd intersectand suprafata z = f (x, y) cu planul z=c

paralel cu planul xy si apoi proiectand vertical curba de intersectie pe planul xy.

O colectic de curbe de nivel f(x,z)=c¢,, m=12,..,k unde

c,., —c, =h=ct furnizeaza informatii utile despre comportamentul functiei.

Observatie: Cu cat curbele de nivel sunt mai apropiate intre ele cu atat viteza de
modificare a functiei este mai mare.

Exemplu: z=x"+)"
Curbele sale de nivel sunt cercuri cu centrul 1n originea sistemului de coordonate.



Figura 4.13
f(x,y)zO x2+y2:O
f(x,y):l X +y =1
f(x,y)=2 x2+y2=
f(x,y):3 x2+y2:3
f(x,y):4 x2+y2:

Pentru functii de trei variabile, echivalentul curbelor de nivel sunt suprafetele de nivel.
Suprafata de nivel a functiei u = f(x,y,z) este o multime de puncte M (x,y,z) din

spatiu in care u = f (M ) este constant.

Exemplu: Suprafetele de nivel ale functiei u=x"+y”+z> sunt sfere cu centrul in
originea sistemului de coordonate.



4.2 Limite si continuitate

Definitia 1: Fie /(M) o functie definitd pe o vecinatate Q a punctului M (x,,y,) cuo
posibild exceptie in M. Numarul 4 se numeste /imita lui (M) in punctul M, (x,,,)

daca Ve >0 exista 0 >0 astfel incat
‘f (M)- A‘ <&

pentru M €Q cu 0< p(M,M,)<6.

Notatii: A= lim f(M) sau A= lim f(x,y)

MM, X—>X),Y >V

Observatie: Se presupune ca M poate tinde la M, intr-un mod arbitrar (de-a lungul unei
directii arbitrare sau dupa orice lege arbitrard) si ca toate valorile limita a lui f (M )

astfel obtinute trebuie sa fie egale cu numarul 4.
Exemple:

1) f(x,y)=x+y* definita pe planul xy si f(0,0)=0. Aratam ca limita acestei functii
in 0(0,0) este zero.

Consideram ¢ > 0. Atunci, |f (x, y) - 0‘ < ¢ devine ‘xz + yz‘ < ¢ . Deoarece distanta de la

un punct arbitrar M (x,y) la originea O este p(M,0)= m , putem scrie relatia
‘xz +y2‘ <¢ informa p’(M,0)<¢ sau p(M,O)<\/;.

Consideram & =+/¢ , atunci pentru orice punct M (x,y) astfel incat p(M,0)< 6= Je
avem ‘xz +° —0‘ <¢& sau ‘ f(xy) —O‘ < ¢ . Cu definitia limitei, 4=0 este limita functiei

date in 0(0,0).



7=x 2ty 2

Figura 4.14

2) f(x.y)= xffyy _ definita pe planul xy mai putin in originea 0(0,0).

Investigdm comportarea lui f(x,y) in conditiile in care (x,y) tinde la 0(0,0) de-a

lungul liniilor y=kx, x#0.

Dreptele definite de ecuatiile y = kx trec prin origine si avem

2x°k
k) = , 0
S (o) (1+k2)x2 *
Atunci,
f(xhkx)—> 2k pentru x —0
’ 1+k*

Pentru diferite valori ale lui 4, valorile limitei sunt diferite. Aceasta Tnseamna ca functia
data nu are limita in originea O(0,0).

2

3) f(x,y)= al J; definitd pe planul xy mai putin in originea 0(0,0).

4 2
x*+
Investigdm comportarea lui f(x,y) in conditiile in care (x,y) tinde la 0(0,0) de-a

lungul liniilor y=kx, x#0.



f(x,kx)—> 0, pentru x —>0.

Functia are limita egald cu zero oricare ar fi dreapta y = kx, adica pentru orice dreapta

de-a lungul careia punctul (x, ) tinde la originea 0(0,0).
Daci considerim y = x* atunci f (x, xz) =1/2, x#0. Aceasta inseamna ca limita exista
cand punctul (x, ) tinde la originea O(0,0) miscandu-se pe parabola y =x’. Deoarece

aceasta limita este 1/2 # 0, functia data nu are limita in punctul 0(0,0).

Teorema 1: Fie f(M) si o(M) doud functii care au limiti in M, Atunci suma
f (M )+ (/)(M ), diferenta f (M )— go(M ) , produsul f (M ) gp(M ) si raportul f (M )/ (/)(M )
(cu conditia lim o(M )= 0) au limita in M, si

lim [f(M)+o(M)]= lim f(M)+ lim o(M)

MM, MM, MM,

lim [f(M)-p(M)]= lim f(M)- lim p(p)

M—-M, M—->M, M—-M,

gy JNim o)
A T R

MM,

Definitia 2: Fie [ (M ) o functie definitd pe o vecinatate (Q a punctului M, cu o posibild
exceptie in M. Numdrul 4 se numeste /imita lui f (M) in punctul M, dacd pentru
orice sir de puncte {M,} care converge la M, , M, eQ, M, #M,, sirul imagine
{f(M,)} convege la 4.

Observatie: Notiunea de limitd de mai sus, presupune ca toate variabilele sa tinda
simultan la valorile lor limita, adica (x, y) - (xo Vo )

Definitia 1: Fie /(M) o functie definita intr-un punct M (x,,,) si pe o vecinatate Q
a punctului M (x,,y,). Functia f (M) este continud in M, (x,,y,) dacd

lim f(M)=f(M,) sau  lim f(xp)=f(x,2,)

MM, X—=Xg,Y=>Yo



Remarca: Se presupune ca in aceastd definitie punctul M (x, y) tinde la M, (xo, yo) intr-

un mod arbitrar si este tot timpul continut in domeniul lui f (M ) .

Definitia 2 (cu €-96): Fie f (M ) o functie definitd intr-un punct M, si pe o vecindtate
Q a punctului M. Functia (M) este continud in My daci Ve >0 existd §>0 astfel

incat

)= (M, ) <

pentru M € Q cu p(M,M,)<é.

Fie Ax si Ay cresterile variabilelor independente x si y in deplasarea de la
punctul M (x,,y,) la M(x,y).
Fie
Az = f(xy + A%, yy + &)= £ (x5, %)

cresterea functiei z = f (x, y) corespunzatoare lui Ax si Ay . Atunci expresia din definitia
continuitatii

lim  f(x,y)= /(x4 ,)

XX,V >
este echivalenta cu

Definitia 3 a continuitatii: lim Az=0
Ax—0,Ay—0

Observatie: Dacid o functic f(x,y) este continui intr-un punct M(x,,y,) atunci
f (x, y) este continud in M (xo, yo) in raport cu ambele variabile x si y. Reciproca nu
este totdeauna adevirata: dacd o functie f(x,y) este continua intr-un punct M, (x,,y,)

in raport cu x si in raport cu y, f (x, y) nu este Tn mod necesar continud in M (xo, Yo )

Teorema 2: Daci f(M) si (M) douid functii continue in My, atunci suma
f(M)+ (M), diferenta f(M)—@(M), produsul f(M)-p(M) si raportul f(M)/p(M)
(cu conditia (M, )= 0) sunt continue in M.



Daca o functie f (M ) este continud in fiecare punct al domeniului D, f (M )
este continud pe domeniul D.

Punctul in care f(M) nu este continui se numeste discontinuitate pentru
f (M ) Discontinuitatile unei functii f (x, y) pot fi fie puncte izolate, fie puncte dispuse
pe curbe.

Exemple:
1

X’ +y

D flxy)=

are o singura discontinuitate in O(0,0).

2

D) flxr)=

are ca discontinuitati dreptele y=x si y=—x.

Teorema 3: Dacd functia f (M ) este continud pe un domeniu marginit i inchis, atunci
f (M ) este marginita pe D si 1si atinge maximul absolut si minimul absolut pe D.

4.3 Derivate partiale

Fie z=f (x, y) o functie definitd pe un domeniu D din planul xy si fie (x, y) un
punct interior lui D. Considerdim Ax o crestere a lui x astfel incat (x+Ax,y)e D .

L

D

-——

(£Y) (xHAXY)

Figura 4.15



Cresterea
Az=flx+Axy)-f(xy)
se numeste crestere partiala in z determinata de cresterea Ax in x.

. A
Fie td

raportul cresterii partiale in z si cresterea corespunzatoare in x. Desigur

acest raport este o functie de Ax.

Az

Definitia 1: Limita raportului pentru Ax — 0, daca existd, se numeste derivata

partiala a functiei z = f (x, y) in punctul (x, y) in raport cu variabila independenta x.

Notatii:

% sau fx'(x,y) sau z;(x,y)
ox

Cu aceste notatii putem rescrie definitia derivatei partiale astfel:

0z = lim£= lim f(x+Ax,y)—f(x,y)

Ox M0 Ax Ax—0 Ax

Analog,
% i 2% _ i [l y+4p)-flx,y)

ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay

Fieu=f (xl,xz,...,xn) o functie de n variabile. Atunci

ou i L0 Xy XX, A XX, )= £ Xy s Xy e X))
ox, M0 Ax,

Definitia 2: Derivata partiald a unei functii z = f (x, y) in raport cu variabila x este o
derivatd ordinara in raport cu x, calculatd considerdnd pe y constant. Similar, derivata
partiala a unei functii z = f (x, y) in raport cu variabila y este o derivata ordinara in raport
cu y, calculata considerand pe x constant.

In aceste conditii, derivatele ordinare si derivatele partiale se supun la aceleasi
reguli de diferentiere.



Exemple:
Calculati derivatele partiale ale urmatoarelor functii.

1) z:x3y+y2

@=3x2y+0 @:x3+2y
Ox oy

2) z=e"

Interpretarea geometrica a derivatelor partiale

Consideram z = f (x, y) o functie continua si cu derivate partiale pe un domeniu
D. Fie S suprafata definita de ecuatia z = f (x, y).

Vrem sd interpretim geometric derivatele partiale ale lui f (x,y) in punctul
M O(XO, yo)eD care are corespondent pe suprafata z=f (x, y) in punctul

No(xoayoaf(xoayo))'
Atunci cand calculam derivata partiald 2—2 in punctul M, (xo, yo) gandim
X

z=f (x, y) ca o functie de o singura variabild x si tratdm y ca o constantd y =y, , adica

z=f(x,y0)=f1(x)

Functia z = fl(x) defineste curba L obtinutd prin intersectia suprafetei S cu
planul y=y,.

Reludm interpretarea geometricd a derivatei ordinare:

fl,(xo ) =iga



Figura 4.16

unde a este unghiul dintre axa x §i tangenta la curba L in punctul Ny. Deoarece,

, 0z
/i (xo ) = o
X ("0 o)
= ¢z =iga
ax (x0-70)
0z o . . .
= ™ este panta tangentei in Ny la curba formatd prin intersectia planului
X

(xo ,}’o)

y =1y, cusuprafata z=f (x, y).

.. 0z
Similar, — =tgf
63/’ (%0,70)
= %Z este panta tangentei in Ny la curba formata prin intersectia planului
(

X0 syo)

x=x, cusuprafata z = f (x, y).



4.4 Functii diferentiabile

Fie z=f (x, y) o functie definitd pe domeniul D din planul xy si fie (x, y) un
punct din D. Considerdm Ax si Ay cresteri In X si y astfel incat (x +Ax,y+ Ay) eD.

Definitie: Functia z = f (x, y) este diferentiabila in (x, y) € D daca cresterea totala
Az = f(x+Ax,y+Ay)= f(x,p)
corespunzatoare cresterilor Ax si Ay admite o reprezentare de forma
Az = AAx + BAy + a(Ax, Ay)Ax + B(Ax, Ay )Ay (1)

unde 4 si B sunt independente de Ax si Ay (dar depind in general de x si y) si
a(Ax, Ay) si ,B(Ax, Ay) tind la zero pentru Ax > 0, Ay > 0.

AAx+ BAy, partea liniara relativ la  Ax s§i Ay a crestereii, se numeste
diferentiala lui z = f(x,y) in punctul (x, y).

Notatie:
dz = AAx + BAy 2)

Atunci Az =dz + aAx+ Ay .

Exemplu: z =x" + y’
Consideram punctul (x, y) si cresterile arbitrare Ax si Ay .
Az =[x+ Av,y+ay)= f(x, )= (x+Ax) +(y+Ap) —x* =2
= 2xAx + 2yAy + AxAx + AyAy

Considerim A=2x, B=2y, a(Ax,Ay)=Ax si B(Ax,Ay)=Ay. a -0, f—0
pentru Ax - 0, Ay = 0.



Cu definitia, rezulta ca functia data este diferentiabila in orice punct (x, y) din
planul xy si dz = 2xAx +2yAy .

Observatie: Formula (1) poate fi rescrisa daca utilizam distanta dintre punctele (x, y) si
(x + Ax, y + Ay) adica

p=A(ax) +(ay) 3)
Atunci
A
alx + fAy =(a£+ﬂ—y}o, p#0
P P
Sau alx + Ay = gp

unde ¢ = 0{g + Ly depinde de Ax si Ay si tinde la zero pentru Ax > 0, Ay — 0 sau
P P

atuncicand p —> 0.
Formula (1) care exprima conditia ca functia z = f (x, y) sa fie diferentiabila devine
Az = AAx + BAy + gp 4)

unde ng(p)—)O,pentru p—0.

Exemplu: z =x" + y°

Az = 2xAx + 2yAy + (Ax)’ +(Ay)
=2xAx+2yAy+ pp, unde g(p) =p

Conditii necesare pentru ca o functie sa fie diferentiabila

Teorema 1: Daca o functie z = f (x, y) este diferentiabila Intr-un punct, atunci functia
este continua in acel punct.

Demonstratie: Daca z = f (x, y) este diferentiabila in (x, y) atunci cresterea functiei in
(x, y) corespunzatoare cresterilor Ax si Ay admite reprezentarea

Az = AAx + BAy + aAx + Ay



unde 4 si B sunt constante in (x,y) sia—>0 st f—>0 pentru Ax >0, Ay —> 0.
Atunci

lim Az=0 = functia z= f(x,y) este continua in (x,y).
Ax—0,Ay—0

Teorema 2: Dacd o functie z= f (x, y) este diferentiabild intr-un punct, atunci functia

. . 0z 0z,
are derivate partiale | —,— | in acel punct.
ox Oy

Demonstratie: Daca z = f (x, y) este diferentiabila in (x, y) atunci cresterea functiei in
(x, y) corespunzatoare cresterilor Ax si Ay admite reprezentarea

Az = AAx + BAy + a(Ax, Ay)Ax + S(Ax, Ay)Ay
Consideram Ax # 0 si Ay =0. Atunci:
Az = AAx + a(Ax,0)Ax

A2 _ 4+ a(Ax)

Deoarece 4 este independent de Ax si a(Ax,0)— 0 pentru Ax — 0, atunci:

A
lim =% = 4
Ax—0 Ax

Conform definitiei, functia z = f (x, y) are derivatd partialda in raport cu x in punctul
(x,») si
oz
Y
Ox
Cu un rationament similar, se aratd si ca functia z = f (x, y) are derivata partiala in raport
cuy 1n punctul (x, y) si

% _p
oy
Az:@Ax+%Ay+an+ﬁAy (5)

ox oy



Conditii suficiente pentru ca o functie sa fie diferentiabila

Teorema 3: Fie z = f (x, y) o functie care are derivate partiale f, si f, intr-o vecinatate
a punctului (xo, yo) si fie f si f, continue in (xo, yo). Atunci z=f (x, y) este

diferentiabila in (x,,y,).

Exemplu: f (x, y) = \/E definita peste tot.

Cu definitia derivatelor partiale avem:

3
£1(0,0)= lim /(8x,0)- £(0.0) _ lim Yax-0-0 _ 0
2 Ax—0 AX Ars0 Ax
£1(00)= tim 7@.)=100) _, Y0-& -0
Ay—0 Ay Ay>0 Ay

Pentru a ardta ca f (x, y) este diferentiabila sau nu in 0(0,0), calculam cresterea lui
f(x,») in 0(0,0).

Af(0,0)= f(Ax,Ay)~ £(0,0)=3/Ax- Ay = &(Ax, Av)- p

Deoarece,

p=~Ax) +(ay)
Atunci

e(Ax, Ay)=

Pentru ca functia sa fie diferentiabila in origine 0(0,0) este necesar ca &(Ax,Ay) s fie
un infinitezimal pentru Ax — 0, Ay — 0. Considerand Ay = Ax >0

g(Ax,Ay) = (S

V2Ax

Se observa ca g(Ax,Ay)—)oo, pentru Ax — 0, astfel functia f(x,y)=§/xy nu este
diferentiabild in O(0,0), desi functia are derivate partiale f| si f) in O(0,0). Acest

V

rezultat este atribuit discontinuitatii derivatelor f si f] in 0(0,0).



Diferentiala totala

Daca functia z = f (x, y) este diferentiabila atunci diferentiala totala este

dz = AAx + BAy (6)
Deoarece
A= & si B= &
ox oy
Atunci
dz = %Ax + %Ay (7)
ox oy

Consideram diferentialele variabilelor independente egale cu cresterile respective
dx=Ax si dy=Ay
Atunci diferentiala totald a functiei z = f (x, y) se poate scrie:

dZ:%dx+%dy (8)
ox oy

Exemple:
1. Diferentiala functiei z = x* +xy— )’ este

dz :(2x+y)dx+(x—2y)dy
2. Diferentiala functiei z = ln(x + yz) este

dz = ! dx + 2y

x+y° x+y°

dy

Daci u= f(x,x,,....x,) este o functic de n variabile independente,
diferentiabila, atunci

du = Za—udxk . dx, =Ax, (9)



Presupunem cd functia z=f (x, y) este diferentiabild in punctul (x, y) si ca
dz #0 in (x,y). Atunci cresterea totala

Ar=Epr s @Ay +a(Ax, Ay)Ax + B(Ax, Ay)Ay
ox oy
difera de partea liniara
dz = & Ax + 3 Ay
ox oy

doar prin suma aAx+ Ay, in care aAx si Ay sunt infinitezimali de ordin mai mare
decat termenii din diferentiala dz pentru Ax - 0, Ay — 0.

Az = dz (10)

Precizia de aproximare este mai buna cu cat valoarea absoluta a cresterilor este mai mica.



