3.4 Integrarea functiilor trigonometrice

1)
.[R (sin X,COS x) dx

i 5 x . 9 .
Substitutia recomandatd este: = th, Xe (—77,77) si integrala datd se reduce la integrarea

unei functii rationale.

X X X
2sin—cos — 2tg — 2
sinx = x2 2x = 2x :1 >
sin® =~ 4+cos” = 1+1g’ i

2 2
cos’ sin® = 1-tg? 1—7
CosSX = o= T 1ar
cos’ T asin® T 14>t H

2 2

x=2arctgt dx=2 dt

+£2

J.R(sinx,cosx)dx=.[R( 2 I_IZJ 2 dt=.|.R1(t)dt

1+ 7148 )1+1°

Exemplu:
dx X 1
t=tg— x=2arctgt dx=2 dt
-[sinx g2 & 1+172
2
'[ 'dx :J1+t . 2dt2: £:1n|t|+C:1ntg£+C
sin x 2t 1+¢ t 2

Listam trei tipuri de integrale ce pot fi rezolvate cu substitutii mai simple.

a)
IR(sin x)cosx dx

t=sinx
dt =cosx dx



jR (sinx)cos xdx = J.R (¢)dr

Exemplu:
.[ cosx dxzj d zlarctg£+C:larctg sin x +C
4 +sin’ x 4412 2 2 2 2
b)
J‘R(cosx)sinxdx
t=cosx

dt =—sinx dx

jR(cos x)sin xdx = —IR (¢)dt

Exemplu:
[ —ar=- A 2+d+ C=—n(2+cosx)+C
2+cosx 2+t
¢)
IR(sin x,c0sx)dx unde functia de sub integrald implica numai puteri pare in sinx si
COSX.
1 =1gx
s 2 2 2
sin? x = . 2sm X — tg)g _ t :
sin“x+cos”x l+tg'x 1+t
s cos’ x 1 1
Cos x=—> -2 2. 2
cos"x+sin“x 1+#g°x 1+¢
x=arctg t dx = ! dt
& 1+
jR(sinx,cosx)dszR tzz, 12 lzdt=IRl(t)dt
I+¢7 141 )1+t
Exemplu:

J. d 1 =1gx
sin® x +4cos® x+2




x=arctg t dx = dt
& 147
2 1
sin® x =—— cos’ x=—
1+¢ 1+¢
dx 1 1
- dt
J.sinzx+4cos2x+2 J 1 . 1 1+¢°

1+ 1447

:j dt :lJ‘ d arctg—+C

3 +6 34242 3\/_ \/—

2) j-sin“x cos” xdx , a,feR

Consideram doua cazuri:

_J~ dt
- t2+4+2(1+t2)

a) o sau B este numar pozitiv impar. De exemplu, f =2k +1, cu k > 0 intreg.

k k
. 2 1 . 2 . . 2
J.sm“ x cos* M x dx = J.sm“ x(cos x) cosx dx= J.sm“ x(l—sm x) cos x dx

t=sinx
dt =cosx dx

Isin“ x cos™ ™ x dx = It“ (l—t2 )k dt

Aplicam teorema binomiald si obtinem functii putere usor integrabile.

Exemple:

2
1) jsmz X cos’ x dx = Ismz x cos*x cosx dx= jsmz x(l—sm2 x) cos x dx

t=sinx dt =cosx dx

Ishﬁx amsxdk=j}2@e42fdt=fﬁz—2#446yh=

3 5 7

t t t

3

. 2 . 1 .
=— 2" 4+—+C==sin’ x—=sin’ x+—sin’ x+C
5 7 3 5 7



sin® x sin® x . l—cos*x .
2)J- dx=J- 5 smxdx='|.—251nxdx

cos’ x cos’ x cos’ x
t=cosx dt =—sinx dx
sin® x 1 1
J' —dx=— :I l-—|dt=t+-+C=cosx+ +C
Ccos” x t t COSX
3) J-cos x J-l—sinzxcosxdx
\/smx v/sin x

t=sinx dt =cosx dx

5

1
cos3x L3 12 2
I —dt—j t2—¢2 t:———+C 2+/sin ——\/sm x+C
\/sinx I ( ]d 1
2

2

b) o si  sunt numere pozitive pare, @ =2m [ =2n, mmneN
Manipulam functia de sub integrala aplicind formulele trigonometrice:

. 2 1—cos2x ) 1+cos2x
sin“x=————— cos"x=———— pentru m#n

2 2

. 1 .
smxcosx:Esm 2x pentru m=n

O m+#n

Isinz xcos?" x dx = I(sinzx)m(cos x) dx J‘(l—cos2xj (H—ZCOSX] dx =
2 2

_ | I(l—cos2x)m (1+2cosx)n dx

2m+n

Apliciam teorema binomiala factorilor (1-cos2x)” si (1+cos2x)", inmultim polinoamele

astfel obtinute si ajungem la integrale din puteri pare sau impare de cos2x . Termenilor cu
puteri impare in cos2x, le aplicdm tehnica precedentd, iar termenilor cu puteri pare in

cos2x , le aplicam iar

1+cos4dx
2

2
cos” 2x =



Continuam procedeul pand cand ajungem la integrale de forma J.coskx dx .

2n
Isinz” xcos?" x dx = I(sinxcos x)zn dx = I(%sin 2xj dx :%J'sinz” 2xdx

=Lj(sin22x)"dx=i [ﬂj dx = ij(l—cos4x)"dx
4}1 4}1 2 8”

Se aplica teorema binomiala etc.

Exemple:

2
Isinz xcos? x dx =J.1_C(2)82x(1+c;szxj dx =%j(l—cost)(l+cos2x)2 dx

:l 1—cos2x)(1+2cos2x +cos? 2x ) dx
8

= J.(l +2¢082x +cos’ 2x —cos 2x — 2 cos’ 2x — cos” Zx)dx

= I(l +c082x —cos’ 2x —cos’ 2x)dx

:lj[l+cos2x—m—(l—sin2 2x)cos2x}dx
8 2

= _j(%—%cos 4x +sin’ 2xcos ZxJ dx

.3
:l lx—lsin4x+lsm 2x +C
812 8 2 3

Isinz xcos® xdx = j(sin xcos x)2 dx = ijsinz 2xdx = %I—l _ C(Z)S 4x dx

:l(x—lsin4xJ+C
8 4
3) jsinaxcosﬂxdx, jcosaxcosﬂxdx, jsinaxsinﬁxdx, a#pf

Pentru a calcula aceste integrale sunt utile urmatoarele identitati trigonometrice:



sinaxcos fx :%[sin(a+ﬂ)x+sin(a—ﬂ)xJ
cosaxcos fx = %[cos(a +ﬂ)x+cos(a —,b’)x]

sin azxsin Bx = %[cos(a - B)x—cos(a +,B)x}

De exemplu,

+C

J.sin axcos fx dx = %J.[sin(a +ﬂ)x+ sin(a —,B)x} dx = %{_ COS(ao:_-rﬂﬂ)x B Cos(aa_—ﬁﬂ)x

1 1
Jcoschosx dx :EJ.[COS(3+1)x+cos(3—l)x}dx:Ej(cos4x+cos2x)dx

:l lsin4x+lsin2x +C:lsin4x+lsin2x+C
2\ 4 2 8 4

3.5 Integrala definita

Definitie: Fie f(x) o functie definitd pe un interval inchis [a,5]. Impartim intervalul [a,b] 1n
n subintervale, alegand punctele:

Xo=a<X, <X, <..<X_, <X..<x,=b

n

Aceastd multime de subintervale o numim partitie pe [a,b].

Fie Ax,=x,-x,_,>0 lungimea subintervalului k£ si fie & un punct arbitrar din
subintervalul k. In aceastd manierd construim o multime de puncte intermediare &.&,.,....E,
asociate partitiei date.

Fiind data o partitie pe [4,b] si 0 multime de puncte intermediare pe aceastd partitie
putem evalua suma

S, = f(&)A + (&) A +.. (&, )Ax, = D> (& )Ax,

k=1



unde f(&,) este valoarea lui f(x) in punctul & e[x_,x,]. Aceastd sumd o numim suma
integrald Riemann pentru f(x) determinatd de partitia datd pe [q,b] si de punctele
intermediare alese.

y

r 1

|

&+ I

e, vk e

o | [ .

[ It :

v [ [

AEIT | IR I

3 — _| 1 | | 1 | | | |

I

J”—/-:‘/‘I I : : b Iy

g g E £ | g !

T - B P | - S, |

—2 !2 ; .3! : .k : : °
0 A=y - ~ - = R o
XX X X, Xy oxy b=x_ X

Figura 3.1

Observatie: Suma Riemann depinde de modul de impartire al intervalului [q,b] in

subintervale [x,_,,x,] si de alegerea punctelor intermediare ¢, 1n aceste subintervale.
Fie 2 cea mai mare lungime a subintervalelor [x_,,x,|, k=12,...,n, adica

A =max Ax,

1<k<n

Definitie: Spunem cd numarul I este limita sumelor integrale z f(&)Ax, pentru f(x) pe

k=1

[a,b], dacad Ve >0, existd un numar &(¢)>0 astfel incat

n

Zf(ék)Axk -1

k=1

<&

pentru orice partitie pe [a,b] cu Ax, <5 ,k=1,2,...,n, adica pentru orice partitic cu 1<5 i

pentru orice puncte intermediare &,, k=1,2,...,n.
Scriem: [=1im}_ f (& )Ax,
A—> )

Daca exista, aceastd limita se numeste integrala definita sau integrala Riemann si se noteaza

b

I =jf(x)dx=1}§3'zif(§,()m,(

a



a = limita inferioara

b= limita superioara

x = variabila de integrare
f(x)= integrand

f(x)dx = element de integrare

Obs1: Integrala definitd rimane neschimbatd dacd valoarea functiei f(x) se modifica intr-un
punct ce[a,b]. Adica, daca functia f(x) trece in functia

g(x) :{f(x),Vxe[a,b]—{c}

A,x=c
unde, 4# f(c) , atunci jf(x)dx = _[g(x)dx

Aceasta proprietate ramane valabild daca f(x) este modificat intr-un numar finit de puncte
din [a,b] .

Obs2: In definitia integralei definite s-a considerat a <5 . Includerea cazurilor a=5 §i a>b se
face considerand:

a

jf(x)dxzo pentru a=5

a b

[£(x)dx==[f(x)dx pentru a>b

b a

Exemplu:

b
Calculati [dx

b n n "
jw:g%f(é)mk =£133;Axk :1}33;(@ -x,)
= lim[(xl —x0)+(x2 —x1)+...(xn —xn_l)] = lim(xn —xo) = lim(b—a) =b—-a

A—0 A0 A0

Teorema 1: Daca o functie f (x) este integrabila (are integrald definitd) pe un interval inchis

[a,b] ,atunci f (x) este marginitd pe [a,b].

Remarci: O functie poate fi marginita pe [a,b], dar sa nu fie integrabild pe [a,b)].



Exemplu:
Functia Dirichlet

B 1, xe@Q
f(x)_{o, xeR-Q

este marginita pe intervalul [0,1] deoarece | f (x)| <1 pentru Vx €[0,1], dar f(x) nu este
integrabila pe [0,1].
Intr-adevir, suma integrala S = Z f (fk )Axk pentru orice sir rational de puncte

k=1
intermediare &,, k=1,...,n devine

S, =;1-Axk =;(xk—xk_l)=l—0:1

iar pentru orice sir irational de puncte intermediare este

S, =Zn:O~Axk =0

k=1

Atunci pentru orice 4 = max Ax, , oricat de mic, suma integrala S, este egald fie cu unu fie cu

1<k<n

zero. In aceastd situatie S, nu are limitd pentru 1 — 0, deci functia f (x) nu este integrabila
pe [0.1].

Teorema 2: Daci o functie f(x) este continua pe un interval inchis [a,b] , atunci f(x) este
integrabila pe [a,b].

Exemplu: f (x):e’x2 este continui pe [0,a], deci este integrabild pe [0,a], adicd exista
integrala definita

jl. e dx

0

Teorema 3: Daci o functie f(x) este definita si monotona pe un interval inchis [a,5] , atunci
f(x) este integrabila pe [a,b].

Teorema 4: Daca functia f(x) este marginita pe intervalul inchis [a,b] si dacd f(x) are un
numir finit de puncte de discontinuitate pe [a,5], atunci f(x) este integrabila pe [a,b].



Exemplu:

f( )_ Sinl,xio
X)= X
Lx=0

este integrabila pe intervalul inchis [0,1] , deoarece | f (x)| <1, Vx e[0,1], deci este marginita

pe [0,1] si functia are un singur punct de discontinuitate de speta a douain x =0.

Proprietati:
Presupunem toate functiile continue si deci integrabile pe un interval inchis [a,b].

1. Integrala definitd depinde numai de limitele sale inferioara si superioard, de
integrandul f (x) si este independenta de variabila de integrare

b

] 7(skiv = [ o =] plua

a a

2. Liniaritate

Af(x)dx = A]{f(x)dx

R R

() 73 (e = [ (el + [ 7, (<)

3. Aditivitate

j).f(x)dx = j;f(x)dx + jf(x)dx

a

4. Monotonie: Fie f(x) si g(x) doud functii integrabile pe [a,5], pentru care are loc
relatia f(x)< g(x) pe [a,b], atunci

b

[ 7(s)ie < [ el

a

5.Daca f(x) este integrabild pe [a,b] atunci si functia ‘ f (x)‘ este integrabila pe

[a,b] si are loc inegalitatea:



6. Fie m si M minimul i maximul lui f'(x) pe [a,b]. Atunci

b

m(b—a)SJf(x)deM(b—a)

Figura 3.2

Exemplu:
2z

Evaluati integrala IL
’ * 10+ 6sinx

1 1|
m= min
0<x<27 \f10 + 6'sin x

1 1

M = -
02x<2: 10+ 6sinx 10+ 6sinx a2
2
Cu proprietatea 6. avem:
1 1
27[ 0 <—(27-0
4 I\/10+6smx ( )
T
2 10+6smx



3.6 Teoreme fundamentale pentru integrala definita

Teorema de medie: Fie f (x) o functie continud pe un interval inchis [a,b]. Atunci, exista
cel putin un punct & €[a,b] astfel incat

b

jf(xyu={b—a)f(§y & ela,b]

a

Interpretare geometrica:

el

flc) 4 - -

Figura 3.3

Pe graficul functiei continue y= f(x), existd punctul C(c,f(c)), astfel incat ariile 4ABba si
MNba sunt egale.

b
Numarul M(f(x)) =5 ! If(x) dx se numeste valoare medie a functiei f(x) pe
~a

a

[a,b].

Exemplu: Calculati valoarea medie a functiei f (x) =sinx pe [0, 7r] .



M (sinx)=

T —

Isinxa’x :l(—cos7z+cos0) _2
0 7 T

Fie f (x) o functie continud pe un interval inchis [a,b] . Integrala definitd nu depinde

de variabila de integrare

b b
[ (x)ae=]r(t)ar
Consideram un punct arbitrar x € [a, b] si construim o functie
F(x)=[f(t)dt

Aceasta este definitd Vx e [a,b] , deoarece daca integrala lui f (x) pe [a,b] exista,

exista si integrala lui f'(x) pe [a,x] pentru Vx €[a,b].

Prima teorema fundamentala de calcul: Fie f (x) o functie continud pe un interval inchis
[a,b]. Atunci, functia F(x)= jf(t)dt este derivabila in orice punct xe[a,b] si

F '(x) =f (x) Cu alte cuvinte, derivata integralei definite in raport cu limita sa superioara

este egala cu valoarea integrandului in punctul limita superioara a integralei.

@f(f)df)' = f(x), Vxe[anb]

Demonstratie: Fie Ax#0, astfel incat x+Ax e [a,b]. Cresterea corespunzatoare a functiei

este:

x+Ax X

AF =F (x+&x)=F(x)= [ f(t)dt—[ f(t)dt

x+Ax x+ax teorema de medie

S[r@are [ rde= [ r)a" " (v o) £ (0 0n)
~ f(xsonr). Oe[o]]

F'(x)=lim — = f(x) datoritd continuitatii lui f (x).



A doua teorema fundamentala de calcul: Fie f (x) o functie continua pe un interval inchis

[a,b] . Atunci, f (x) are o primitiva pe [a,b] si In consecintd f (x) are integrald nedefinita.

Demonstratie: Deoarece f(x) este continua pe [a,b], atunci exista J. f(t)dt, ¥xe[a,b],

adica existd functia F(x)= _[f(t)dt astfel incat F'(x)= f(x), Vxe[a,b]. Deci F(x) este

o primitiva a lui f(x) pe [a,b].

Integrala nedefinita a functiei f (x) pe [a,b] poate fi reprezentatd in forma

_[f(x)dx:!jf(t)dtJrC

Teorema Newton-Leibniz: Fie f(x) o functie continud pe un interval inchis [a,b] si fie

F(x) o primitiva a lui f(x) pe [a,b] , atunci

b

jf(x)dsz(b)—F(a)

a

Demonstratie:

X

Fie ®(x)=f(¢)dt, xe[a,b]

®(x) este o primitivd pentru f(x) = ®(x)=F(x)+C

jif(t)dtzF(x)+C, Vxe[a,b]

vma > [f(O)di=F(a)+C = c=-F(q



Exemple:

2 2 42
Y2
2 2

T

. T
Jsmx dx :—cosx|0 =—cosz—(—cos0)=2
0

Figura 3.4 f(x)=sinx

27
. 2
J.smx abc=—cosx0 =—co0s27 —(—cos0)=0
0

Observatie: Integrala reprezinta suma ariilor de sub curba, deasupra axei Ox, minus ariile de
sub axa Ox.

Figura 3.5 f(x)=sinx



Intergerea prin substitutie

b
Consideram integrala I f (x)dx in care f(x) este continud pe [a,b] si fie x=g(r).

Presupunem ca ¢(r) satisface conditiile:
O ¢(r) ia valori intre a si b atunci cind ¢ variaza pe[a, 8] ai. p(a)=a $i o(f)=b.

O ¢'(t) este continud pe [a, A].

Atunci:
[£(x)ax=[f[o(e)]e(t)at
Exemple:

1) J.\/az—xzdx, a>0
0

x=asint
dx = acostdt
O=asint = t=0
. V4
a=asmt = tz;

a*—xtdx =

z z
2 2
; 1+ cos 2t
\/az —a*sin’t-acost dt = Iaz cos> ¢ dt :azj— dt
0 0

O Cm—
O 0 |y

a2

Z 1
=— t|2 +—sin2¢
02

2 Az 1. ra?
=—/| —+—sinz |=——
2 212 2 4

2) jﬂdx



Uneori este convenabil sd folosim substitutia ¢ =y (x) inloc de x=g(r).

3) j-(2x3—l) x*—2x+1 dx

0

t=x*—2x+1
dt :(4x3 —2)dx - 2(2x3 —l)dx

3

| 3

1¢2

2x —1 ¥t —2x+1 dx——jfdt———
I.]. 23 3

2

Observatie: Fie f(x) o functie inegrabila pe un interval inchis simetric [-a,a] cu a>0.

Atunci:

n 2| f(x)dx, daca f(x) este para
§ a2 (¥
0

, daca f(x) este impara
Exemplu:
Vi
I sin® x ¢“**dx=0 deoarece integrandul este functie impara
T

Integrarea prin parti

Fie functiile u(x) si v(x) cu derivate u'(x) si v'(x) continue pe [a,5]. Atunci are loc:

b b b
Iu dv:u-v|a —.[v du
a a

Exemple:

1) T(ﬂ—x)sinx dx



U=mr—x dv =sinx dx
du = —dx V=—COSX

S =y

v
(7 —x)sinx dx = —(ﬂ—x)cosx|z —Icosx dx = —(ﬂ—x)cosx|z —sinx|; =7
0

2) jlnjx
X
1
u=Inx dv=d—)zc
X
du—ldx v=—l
x x
Ihl_zxdxz_hl_x jdexz_ln_x St 2
1 X X 1 lx X 1 xl e e e

Integrale improprii

Pana acum domeniul de integrare al unei functii era un interval marginit. Anumite
aplicatii din fizica duc la integrarea unor functii pe domenii nemarginite.

Definitie: O integrala improprie, definitd prin

Tf(x)dxdif lim j-f(x)dx

b—+x

se spune ca este convergenta daca limita exista si divergenta daca limita nu exista.

Exemple

1) Integrala improprie I

0

. - T
converge si este egald cu —.
2 2

1+x

Intr-adevar,

b

“+o0
dx . 1 . b . T
'[ = lim >-dx= lim arcig x| = lim arctg b=—
0 b—>+0 0 1+x b—>+0 0 posioo 2



Figura 3.6 f(x)=tg(x)

+o0
2) Integrala improprie Icosx dx este divergenta.
0

Intr-adevar,

b

+00
. . . b . .
'[ cosx dx= lim |cosx dx= lim sinx|. = lim sin b
b—+x b—+w0 0 psieo
0 0

0.3

limita ce nu exista.



