
 
 
 

3.2 Integrarea funcţiilor raţionale 
 
 
 
 

Cea mai simplă funcţie raţională este un polinom de gradul n : 
     
                             ( ) nn
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−
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unde 00 ≠a  şi  0 1, , , na a a ∈… . 
 
Un număr b este rădăcină pentru polinom ⇔   ( ) 0=bQn . 
 
 
Observaţie: Orice polinom real ( )xQn  poate fi descompus în factori în mod unic. 
Factorii sunt polinoame liniare bx − şi polinoame pătratice qpxx ++2 , în care p, q sunt 
coeficienţi reali şi fiecare polinom pătratic este ireductibil la polinoame liniare, deoarece 
nu are rădăcini reale. 
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unde exponenţii sμμλβα ,,,,,, 1 ……   sunt numere naturale şi are loc: 
 
                                        ( ) ns =++++++ μμλβα …… 12  
 
Dacă 1=α , rădăcina a se numeşte simplă. 
Dacă 2≥α , rădăcina a se numeşte multiplă. 
 
 

In general, o funcţie raţională reală ( )xf , este raportul a două polinoame reale 
care nu au nici un factor comun. 
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O funcţie raţională se numeşte proprie dacă numărătorul ( )xPm   are gradul mai 

mic decât numitorul ( )xQn , adică nm < . 
 
Dacă nm ≥ , în urma unei împărţiri, fracţia ( )xf  poate fi reprezentată astfel: 
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unde ( )xR nm−   şi ( )xP~  sunt polinoame reale, iar ( )
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 este funcţie raţională proprie. 

 
 

Funcţiile raţionale simple sunt funcţiile raţionale proprii de forma: 
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unde , , , , ,A M N a p q∈  ,  2≥k  număr natural. Polinomul pătratic qpxx ++2  nu are 
rădăcini reale, 042 <− qp . 
 
 

Teoremă: Fie funcţia raţională reală proprie ( ) ( )
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Atunci, ( )xf  se descompune în mod unic într-o sumă de funcţii raţionale simple: 
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unde 1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , , , , , , , , , ,

s s
A A A B B B M N M N M Nα β μ μ ∈… … …  şi nu sunt toate nule. 

 
 
Pentru a determina coeficienţii de la numărătorii fracţiilor raţionale simple, 

înmulţim relaţia precedentă cu ( )nQ x  şi aplicăm metoda identificării coeficienţilor 
puterilor egale a lui x în relaţia astfel obţinută. Astfel, se obţine un sistem liniar în 
necunoscutele  1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , , , , , , , , , ,

s s
A A A B B B M N M N M Nα β μ μ… … … . 

 



 
Exemple:  
 
1. Descompuneţi fracţia raţională  
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2. Descompuneţi fracţia raţională  
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în fracţii raţionale simple.    
 
                 ( ) ( )35 4 3 2 2 3 2 23 3 3 3 1 1x x x x x x x x x x+ + + = + + + = +  
 

                 
( ) ( )

3
31 2 1 2

5 4 3 2 2 2 3

3 1
13 3 1 1

BA A B Bx x
x xx x x x x x x

+ +
= + + + +

++ + + + +
 

 
                  ( ) ( ) ( ) ( )3 3 23 2 2 2

1 2 1 2 33 1 1 1 1 1x x A x x A x B x x B x x B x+ + = + + + + + + + +  



            
( ) ( ) ( ) ( )3 4 3 2 3 2 4 3 2 3 2 2

1 2 1 2 33 1 3 3 3 3 1 2x x A x x x x A x x x B x x x B x x B x+ + = + + + + + + + + + + + + +  
 
   4 :x   1 10 A B= +  
   3 :x    1 2 1 21 3 2A A B B= + + +  
   2 :x   1 2 1 2 30 3 3A A B B B= + + + +  
   1 :x    1 23 3A A= +  
   0 :x    21 A=  
 
            1   0A⇒ =   2 1A =   1 0B =     2 0B =    3 3B = −  
 

                       ( )
( )2 3

1 3
1

f x
x x

= −
+

         

 
 
 

3. Descompuneţi fracţia raţională  
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în fracţii raţionale simple.    
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Integrarea funcţiilor raţionale simple 

 
 
 

1. ∫ −
dx

ax
A  

 
         axt −=  
         dxdt =  
 

ln lnA dtdx A A t A x a C
x a t

= = = − +
−∫ ∫  

 
 
 

2. 
( )∫ −

dx
ax

A
k  

 
         axt −=  
         dxdt =  
 

( ) ( )( )∫∫ +
−−

=
+−

==
− −

+−
− C

axk
A

k
tAdttAdx

ax
A

k

k
k

k 1

1

1
1

1
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Notaţie:  
4

2pqa −=  

 

Substituţie:  
2
pxt +=  

                     dxdt =  
                     222 atqpxx +=++  

                      
2
ptx −=  



∫ ∫∫∫ +
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+
=

+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
++

+
2222222 2

2
at

dtMpN
at

tdtMdt
at

NptM
dx

qpxx
NMx  

 
                       22 at +=ϕ  
                       tdtd 2=ϕ  
 

( )
a
tarctg

a
MpNatM

at
dtMpNdM 1

2
ln

222
22

22∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++=

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

ϕ
ϕ  

 

( ) C
pq
pxarctg

pq
MpNqpxxM

+
−

+

−

−
+++=

22

2

4
2

4
2ln

2
 

 
Exemplu: 
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Am notat cu kI  integrala: 
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     relaţie de recurenţă 

 
 

1 2 2

1dt tI arctg C
t a a a

= = +
+∫  

 

( ) ( ) ( )2 12 2 32 2 2 2 2 22 2

1 1
2 22 2

dt t t tI I arctg C
a a aa t a a t at a

= = + = + +
+ ++

∫  

 
 



Exemplu:  
 

( )22

1

4 5

x dx
x x

+

− +
∫  

 
                 ( )22 24 5 4 4 1 2 1x x x x x− + = − + + = − +  
 
                  2t x= −  
                  dt dx=  
 

( ) ( ) ( ) 22 2 2 22 2 2

3 1 2 1 13 3
2 2 11 1 1

t t dtdt I
tt t t

+
= + = − +

++ + +
∫ ∫ ∫  

 

                   
( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2 22 2 2

1 1 2
211 1 1

dt t t dt tdtI dt t
tt t t

+ −
= = = − ⋅

++ + +
∫ ∫ ∫ ∫  

 
 

                                                                              u t=              
( )22

2

1

tdtdv
t

=
+

 

                                                                               du dt=          2
1

1
v

t
= −

+
 

 

                      
( )2 2 2 2

1 1
2 21 1 2 1

t dt tI arctgt arctgt C
t t t

⎛ ⎞= − − + = + +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ +∫  

 

     
( ) ( )2 2 22

3 1 1 13
2 1 2 2 11

t tdt arctgt C
t tt

⎛ ⎞+ ⎜ ⎟= − + + +
⎜ ⎟+ ++ ⎝ ⎠

∫  

 
Se revine la variabila x cu ajutorul substituţiei. 
 
 
 
 
Observaţie: Integrala nedefinită a unei funcţii raţionale totdeauna există pe intervalele în 
care numitorul ( )nQ x  aste nenul, şi se exprimă cu ajutorul unui număr finit de funcţii 
elementare, anume o sumă algebrică care are ca termeni numai polinoame, funcţii 
raţionale proprii, funcţii logaritmice şi arctangente. 
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3.3 Intergarea funcţiilor iraţionale 
 
 
 
 

Considerăm funcţii de mai multe variabile 1 2, , , ku u u… . Astfel, fie 

( )1 2, , , kR u u u…  o funcţie reprezentată astfel: 
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unde ( )1 2, , ,m kP u u u…  şi ( )1 2, , ,n kQ u u u…  sunt polinoame de gradul m şi respectiv n în 

1 2, , , ku u u… . Acestă funcţie este una raţională în 1 2, , , ku u u… . În caz contrar, funcţia este 
iraţională. 
 
 
Exemple: 
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este polinom de gradul doi în variabilele 1 2,u u  în care coeficienţii sunt numere reale şi 
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20 11 02 0A A A+ + ≠ . 

 
   



    2)      ( )
2 3

3 2

2,
1

x y xyf x y
x x y
+ +

=
+ +

 

 
este funcţie raţională în variabilele x,y deoarece este raport de două polinoame 

( ) 2 3
3 , 2P x y x y xy= + +  şi ( ) 3 2

5 , 1Q x y x x y= + + . 
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este funcţie iraţională.  
 
 
 
Presupunem că variabilele 1 2, , , ku u u…  sunt funcţii de o variabilă x, adică 
 
                          ( )1 1u f x= ,  ( )2 2u f x= ,  …   ( )k ku f x=  
 
Atunci funcţia ( ) ( ) ( )1 2, , , kR f x f x f x⎡ ⎤⎣ ⎦…  este o funcţie raţională în funcţiile ( )1f x , 

( )2f x , … , ( )kf x .  
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este funcţie raţională în x şi 2 1x x+ + , adică ( ) ( )2, 1f x R x x x= + + . 
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este iraţională în x şi 2 1x +  dar este funcţie raţională în ln x , 2 1x +  şi sin x , adică 

( ) ( )2ln , 1,sinf x R x x x= + . 

 
 
Observaţie: Nu toate integralele funcţiilor iraţionale admit reprezentări în mulţimea 
funcţiilor elementare. De exemplu, integralele 
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numite integrale eliptice nu pot fi exprimate în mulţimea funcţiilor elementare. 
 
 
 
Prin substituţii potrivite anumite integrale ale funcţiilor iraţionale pot fi transformate în 
integrarea funcţiilor raţionale. În cele ce urmează, ne ocupăm de astfel de integrale. 
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2) ( )2,R x ax bx c dx+ +∫  

 
 
   i)  Dacă 0a >  substituţia recomandată este 2t ax bx c ax= + + ±  
 
            In cazul             
 

    2t ax bx c ax= + + +     ⇒    ( )2 2t ax ax bx c− = + +   

 
               2 2 22t t ax ax ax bx c− + = + +   
 
               2 2t t ax bx c− = +   
 
             

               
2

2
t cx
t a b

−
=

+
 

   

                
( ) ( )

( )

2

2

2 2 2

2

t t a b t c a
dx dt

t a b

+ − −
=

+
            

( )
2

2
2 2 2

2

t a tb c adx dt
t a b

+ +
=

+
    

 
           

          
2 2 2 2

2 2
2 2 2

t c t a at c a t a c aax bx c t ax t a
t a b t a b t a b

− − + +
+ + = − = − = =

+ + +
 

 



             
( )

( ) ( )
2 2 2

12
2 2 2,

2 2 2

t c t a c a t a tb c aR dt R t dt F t C
t a b t a b t a b

⎛ ⎞− + + +
= = +⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ +

∫ ∫  

 
 
                  
Exemple: 
 

               ( )2 2

2 2

1 lndx x x C
x

α
α

= + + +
+

∫  

 
                       2 2t x xα= + +           2 2t x x α− = +             ( )2 2 2t x x α− = +     
 
                       2 22t tx α− =     
 

                      
2 2

2
tx

t
α−

=  

 

                      
( )2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2
4 4 2

t t t t tdx dt dt dt
t t t

α α α− − + +
= = =  

 

                      
2 2 2 2

2 2

2 2
t tx t

t t
α αα − +

+ = − =    

 

               ( )
2 2

2 2
2 2 22 2

1 1 1 ln ln
2

2

tdx dt dt t C x x C
t t tx

t

α α
αα

+
= = = + = + + +

++
∫ ∫ ∫  

 
 
 

              Temă:   2 2

2 2

1 lndx x x C
x

α
α

= + − +
−

∫  

 
 
   
 

ii) Dacă 2ax bx c+ +  are două rădăcimi reale distincte x1, x2, atunci substituţia 
recomandată este  
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