2.21 Functii vectoriale de argument scalar

Consideram un punct M care se miscd pe o traiectorie L. Acesta poate fi
localizat, la fiecare moment de timp ¢ prin indicarea vectorului sdu de pozitie 7,
vectorului sdu viteza v , vectorului sau acceleratie a, etc. Fiecare din acesti vectori este o
functie vectoriala de argument scalar ¢, adica

F=7(t), v=v(t), a=a(r)

Definitie: Spunem ca d =a(t) este o functie vectoriald de argument scalar ¢ definita pe

intervalul («,f) dacd exista o lege care asociaza la fiecare 7€ («, /) un vector bine

definit a.

Fie vectorul a dezvoltat relativ la vectorii unitate 7, /,k ai unui sistem de
coordonate cartezian:

&zx?+y]+z£

Daca d=ad (t) este o functie vectoriald de argument scalar ¢, atunci coordonatele sale x,

v si z sunt functii scalare de argumentul 7, adica
x=p(t) y=w(t) z=y(t), te(a.p)

Reciproc, daca coordonatele x, y si z ale vectorului @ sunt functii scalare de argumentul ¢,
atunci si vectorul a este functie vectoriala de argumentul scalar ¢.

d= (0(t)f +1//(t)j +7/(t)k
Observatie: Functia vectoriald a (t) este complet determinatd de functiile scalare

x=o(1), y=w(t) si z=y(t) sivice versa.

Definitie: Consideram vectorul 5(t) a carui origine este punctul O din spatiu. Pentru

diverse valori ale argumentului ¢, vectorul d(t) are varful in diverse puncte care



formeazd o multime in spatiu. Aceasta multime de puncte, corespunzdtoare tuturor
valorilor argumentului 7 din domeniul de definitie, se numeste hodograful functiei

vectoriale a (t) . In general hodograful este o curb.

Figura 2.65

Observatie: Hodograful vectorului de pozitie 7 al unui punct mobil coincide cu
traiectoria L a punctului.

Ecuatia:

17=17(t), te(a,ﬁ)

F=e(t)i+y()j+r(t)k, te(e.p)

se numeste ecuatie vectoriala a curbei L.

Ecuatiile:

se numesc ecuatii parametrice ale curbei L.



x = Rcost
Exemplu: Ecuatiile: y=Rsint, te[0,27), R=ct, h=ct
z=ht

sunt ecuatiile parametrice care definesc o curba elicoidala in spatiu.

s

Figura 2.66

Limite si continuitate pentru functii vectoriale

Definitie: Fie functia vectoriald a =a (t) definita pe o vecindtate a punctului =1, cuo

posibild exceptie In f,. Vectorul A este limita functiei vectoriale Zz(t) pentru t —f,
daca Ve >0 36 >0 astfel incat

a(t)-4/<e

pentru V¢ #¢,, t—t0|<5.

Notatie: lima(¢) =4

t—t,

Interpretare geometrici: Lungimea vectorului & (¢)— A4 tinde la zero cand ¢ — ¢, astfel

incat vectorul @(¢) tinde sa coincida cu vectorul A pentru ¢ —>, .



Figura 2.67

limd(t)=4 < lim

11, 11,

a(t)-4|=0

Daca

atunci

a(0)- 4= (p(1)-a) +(w(1)-b) +(7()-c)
Daca

lima(r)= A
atunci

limp(t)=a, limy(t)=>b, limy(t)=c

11, 11, 11,

si vice versa.

Definitie: Fie a =d(¢) o functia vectoriald definitd pe (a, ) si fie ¢, €(a, ). Functia

vectoriald d () este continud in 7 =1, dacd

lima(r)=a(t,)

11,



Diferentierea functiilor vectoriale

Fie a=d(t) o functia vectoriala definitd pe (o, /) si fie curba L hodograful functiei

a (t) . Lapunctul ¢ (a, p ) ii corespunde punctul M de pe curba L.

M

.
a(t+Af)

a(t)

Figura 2.68

Consideram o crestere At a argumentului ¢ astfel incat 1+ At e (a, p ) Vectorul asociat
noului argument G (¢+ Ar) are in corespondentd punctul M, de pe curba L.

Cresterea functiei vectoriale a (t) corespunzatoare cresterii argumentului Az, este
Ad=ad(t+At)—a(t)
Raportul

AG _a(t+Ar)-d(t)

= , At#0
At At

este un vector coliniar cu Ad .

.o . . Aa . . -
Definitie: Limita raportului — pentru A¢ — 0, daca existd, se numeste derivata functiei

vectoriale a (t) in raport cu argumentul scalar ¢, in punctul ¢. Adica

da(t) _ o A a(r+Ar)—a(t)
dt A0 Af A0 At




—

. . da
Problema 1: Care este orientarea vectorului 7 ?
t

Atunci cand At — 0, punctul M, se deplaseazd pe hodograful L spre M, astfel incat

. . - . . da
secanta MM, va tinde la tangenta la curba L in punctul M. In consecinta, derivata o
t

este un vector tangent la hodograful lui a (t) in punctul M.

Problema 2: Cum calculam derivata unei functii vectoriale?

Consideram
a=()i+y(t)j+r(t)k
Atunci
Ai(t)=a(t+At)-d(t)=Ap(t)i +Ay (1) +Ay(t)k
Si impartind cu Ar # 0

Na(1) _Ap(1); Av(0) - (1)
At At At At

Daca functiile (o(t), W(t) sl y(t) sunt derivabile 1n ¢, atunci fiecare termen din relatia

de mai sus are limita pentru Az — 0. In aceasta situatie si raportul din stinga are limita,

. dd(t)
adica exista — Mai mult,
t

da_dp; dvs drg
dt dt dt dt

Concluzie: Pentru a calcula derivata functiei vectoriale a (t) trebuie sa calculdm

derivatele coordonatelor functiei a(¢).

Aplicatie: Daca 7 = F(t) este vectorul de pozitie al unui punct material, atunci viteza

punctului material la momentul ¢, este determinata de derivata lui 7 (t) , adica



Exemplu: Calculati derivata functiei vectoriale:

d(t)=Rcostf+Rsintj+htl€, R h=ct

da(t)

dt

=—Rsint i + Rcost ] +h k

Reguli de diferentiere:

. = . dc
1) Daca ¢ este un vector constant, atunci — =0.

2) Daca functiile a (t) si b (t) au derivate 1n ¢, atunci

d

<) £5(1))= daft) , 46 (1)

3) Dacd a este o constantd si d (t) are derivata 1n ¢, atunci

d, . da(t)
E(aa(t)):a ”

4) Derivata produsului scalar este:
di. .\7 di -\ (.db
z(““)’b(’)):(z’bj*(“’zl

—

. . ) C | ) ) de
Observatie: Daca e (t) este vector unitar, adica ‘e (t)‘ =1, atunci derivata sa 7 este
t

perpendiculard pe € .
Intr-adevar, dacid @ este vector unitar, atunci (é,é ) =1 si diferentiind acest produs

scalar obtinem:



5) Derivata produsului vectorial este:

—

E[Ez(t)xb

(t)]:%xl;+5x%



Cap III Calcul integral

3.1 Integrala nedefiniti

Definitie: O functie F(x) este o primitiva a functiei f(x) pe intervalul (a,b), daca F(x)
este diferentiabili in oricare punct din (a,b) si F'(x)= f(x) sau echivalent
dF(x)= f(x)dx, Vx e(a,b) .

Exemple:

1) F (x) =arcsinx este o primitiva a functiei
S(x)=

Intr-adevar,

pe intervalul (= 1,+1).

2
—X

F'(x) = (arcsin x)’ —

1—x?

X

2) Flx)=-2

na’ a>0, a=#1 este o primitiva a functiei
na

f(x)=a" pe intervalul (oo, +).
Intr-adevar,

F'(x)z[ a’ J _ a’lna 4

Ina

Daca F (x) este o primitiva a functiei f (x) pe intervalul (a,b), atunci i
®(x)= F(x)+ C este o primitiva a functiei f(x) pe intervalul (a,b).

Definitie: Multimea tuturor primitivelor unei functii f(x) pe (a,b) se numeste integrala
nedefinita a functiei f (x) pe intervalul (a,b) si se noteaza
.[ f (x)dx
S —

element de integrare

x =variabila de integrare



Daci F(x) este una din primitivele functiei f(x) pe intervalul (a,b), atunci

_[f(x)a’x = F(x)+ C, C = constanta

Observatie: Daci f(x) este o functie continui pe intervalul (a,b), atunci

functia admite primitive pe intervalul (a,b) si in consecinta are integrald nedefinitd pe

(a,b).

Proprietatile integralei nedefinite:

1. dqf(x)dx): f(x)dx
Intr-adevar, dqf(x)dx)= d(F(x)+C)=dF(x)= F'(x)dx = f(x)dx

2 (] r(wae) = 1)

Intr-adevar, relatia are loc dacd avem in vedere definitia diferentialei.

3. [dF(x)=F(x)+C

Intr-adevar, IdF (x)= IF (o )dx = I f(x)dx=F(x)+C
4. [Af(x)dx = A fx)dx,  A=ct. 4%0

5. (7<) (s s = | (ckic: [ gk

6. | (ZAk fk(x)de:ZAk [£i()dx, 4, =ct.



Integralele nedefinite ale functiilor elementare

1 jx“dx= +C, a#-1, x>0
a+
2. [S =Inq+C x#0
X
3. [avdx= ¢ i, a>0,a#l
Ina
Iexdxzex+C
4. Isinxdx=—cosx+C
5. Jcosxdx=sinx+C
dx
6. I —— =—cigx+C, x#nmr, n=0,x1,12,...
sin” x
dx T
7. I —=1igx+C, x#—+nmr, n=0,x1%2,...
cos” x 2

=arcsinx + C, X e (— 1,+1)

= arcsm +C, xel(- a,+a)

9]\/7

10 J%=ln‘x+ﬁx2 +ta’|+C semnul (-) cere |x| > |q|
11. Ilf);z =arctgx +C
12. I =—arctg TiC, a#0

a® +x°

13. [ e _ L1

—a
5 +C, a#0
x’—a 2a

X+a




Observatie: Operatiile de diferentiere si integrare sunt diferite. Subliniem ca diferentiind
functii elementare totdeauna obtinem functii elementare, in timp ce integrand functii
elementare nu vom putea reprezenta totdeauna integralele nedefinite ale acestora in
multimea functiilor elementare. De exemplu, integralele urmatoare nu pot fi reprezentate
in multimea functiilor elementare desi datoritd continuitdtii functiilor de sub integrala,
aceste integrale nedefinite exista.

e dx sin x°dx cos x>dx
J J J
J.Si%dx, x#0 J.C(;Sxdx, x#0 J.li—);, x>0, x#1

a) Integrale care se reduc la integrarea functiilor elementare

Exemple:

1) j( jzdx j(x - +— ———2x+—22+C

4

:x——2x—L+C
4 2x°
1+x 1+2x+x (1+x2)+2x B
2) J'x +Xx I 1+x I x(1+x2) dx =

j j 2J.1+1x2 dx = ln|x|+2arctg x+C

gl

3) jwdx = j[z@j +3@de =2 Eéj 3 Eéj ‘C




b) Metoda substitutiei

Calculam integrala nedefinitd j f(x)dx a unei functii continue f(x). Presupunem cd
existd o functie x = (o(t) cu derivata continua (p’(t) si functie inversa ¢ = l//(x). Atunci

putem sa scriem:
[£(x)dx=]1(p(e) ' (¢)de

Desigur, substituind in rezultatul acestei integrale in variabila ¢, pe ¢ cu tzw(x),

obtinem rezultatul in variabila initiala x .

Exemplu:
J~ dx
(x+2)Vx+1

Consideram: x=¢>—1
dx =2t dt
t=+x+1

Atunci,

dc ¢ 2udt ¢ odt
I(x+2)Jx+1 _I(tz+1)t—2jt2+1—2arctgt+c

Cu substitutia t =+/x+1, obtinem:

j(_'_;;—xm =2arctg Nx+1+C
X X

Observatie: Presupunem ci in integrala I f(x)dx elementul de integrare f (x)dx

admite o reprezentare de forma:



f(x)dx =g [ty (x)] l,y'(x)dx

S (x)de=g[y (x)]Ja [y (x)]

Daca g(t) este usor integrabila, atunci

[g(t)at=F()+C=F(y(x))+C

Exemple:

1 j2x—2_

Consideram r=2"+2"", t>0

dt = (2x In2-2"%In 2)dx

X _p-x In(2"+27"
Jz 27 dx = ! dt— ! lnt+C:Q+C
25427 In2 In2 In2

er
2) j dx
Vet +1
Consideram ¢ =+/e* +1 e =1t*-1
dt = ! e'dx
2\e" +1

j%w:ja%dx:j(ﬂ ~1)2d =2j(f2 ~1)dt =
e+ e+

3
=2(t——tj+C=£(e”+l)3/2 oJe +14C =
3 3



:gx/exﬂ(ex +1—3)+C:§(ex—2)\/e" +1+C

¢) Integrarea prin parti

Fie functiile u(x) si v(x) cu derivate u'(x) si v'(x) continue. Atunci are loc:

Iu(x)v'(x)dx = u(x)v(x)—jv(x)u'(x)dx+€

Iu dv:u-v—jv du+C

deoarece V'(x)dx=dv si u'(x)dx=du.

Exemple:

1) I(2—3x)cosx dx
u=2-3x dv =cosx dx
du =-3 dx v=sinx

J.(2—3x)cosx dx:(2—3x)sinx+j3sinx dx=(2-3x)sinx-3cosx+C

2) J.lnx dx
u=Inx dv =dx
du:ldx V=X
X

Ilnx dx:xlnx—jdx:xlnx—x-i-C



3) J\/az —x’dx, x| <|a|
Consideram u=+a’ —x* dv = dx
du=- X dx V=X
a’ —x’

2
j\/az —x*dx=x\a’ —x* +Iﬁdx+c

2 (2 2
J\/az—xzdx:x\/az -x° +J‘%dx+C

IVaz—xzdx:x\/az —x* +a2j\/%—.|‘\/a2 —x*dx+C
a —x

.X
2.[\/612 —x’dx=x\Ja*-x* +a*arcsin=+C
a

2
x a X
J\/az —x%dx 25\/612 —x’ +7arcsm—+C
a

4) Ix22xdx
u=x dv=2"dx
du =2x dx y= 2
In2
X720 2
Ix22xdx: ——— | x2%dx
In2 In2



dv=2"dx

2X

X2 2" 2(»2)‘ ljzxdxj

JxZZ““dx: - -
In2 In2{ In2 1In2

X225 2 [ x28 2
- - = |+C
In2 In2| In2 (ln2)

5) je‘”cosﬂxdx, a0, f#0

Consideram u=e" dv =cos fx dx
sin fx
du =ae™dx v= ,Bﬁ

1 a
e” cos fx dx =—e"" sin fx—— | ™" sin Bxdx
J 5 il

u=e* dv =sin fx dx
du = ae” dx vz_cosﬂx
p

1 al 1 a
e cos fx dx =—e“" sin fx ——{——e”‘ cos fx+—|e” cos ﬂxdx}
I B B\ B B I

(1 +a—2jje’” cos fx dx = ie‘” sin fx +- 2 ™ cos Px
p p A

ax e .
'[e cos fBx dx = oy (acos fx+ Bsin fx)+C



