Cap.I Notiuni introductive

1.1 Multimi. Operatii cu multimi

O multime este o colectie de obiecte distincte pe care le numim elemente.
Exemple: multimea literelor scrise pe aceastd pagina, multimea radacinilor unei ecuatii,
multimea numerelor pare.

Modul conventional de a scrie o multime este sa-i listam toate elementele intre doua
acolade:

A={a} B ={a,b} C ={a,b,c} (1)

Multimea numerelor naturale N ={0,1,2,3,...}
Multimea patratelor numerelor naturale {0,1,4,9,...}

Multimea numerelor intregi Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,.. .}
Elementele unei multimi trebuie sa fie distincte, iar ordinea elementelor nu conteaza.
{a,b} = {b,a}

Scrierea x € A, inseamna cd x este un element al multimii 4. De exemplu, 2eN.
Scrierea y ¢ A, inseamna ca y nu este un element din multimea A4.

Compararea multimilor
Scrierea 4 — B Inseamnd cd multimea A4 este inclusa in multimea B sau 4 este
submultime pentru B, ceea ce implica ca fiecare x € 4 este si element in a doua multime,

x € B.Deexemplu NcZ.

Notam cu ¢ multimea vida. Pentru orice multime 4 avem ¢ < 4.

A=B< AcBsiBc A (2)

Operatii cu multimi

Fie 4 si B doua multimi.



Reuniunea lui 4 cu B, notata AU B, este multimea tuturor elementelor x € 4 sau x € B.
Intersectia lui 4 cu B, notatd 4N B, este multimea tuturor elementelor x € 4 si simultan
xeB.

Diferenta lui A cu B, notata 4 — B, este multimea tuturor elementelor x€ 4 si x¢ B.

AuB={x|xeA sauxeB}
AmB={x|xeA sixeB}
A—B={x|xeA sixeB}

Daca AN B =¢, 4 si B se spune cd sunt multimi disjuncte.

A-B B-A
’ 9
AZB AUB = zona wmbrita
ANB = zona wmbrita ANB = 525

Definitia reuniunii si intersectiei de doud multimi poate fi extinsa la un numar
finit sau chiar infinit de multimi. Astfel,

n

Udg, =4 0..u4  Ud=4040... (3)
k=1 k=1

n

ﬁAszlmAzm... “)
k=1
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Fie 4c E. Numim complementara multimii 4 in raport cu £, multimea notata
C. 4 ,unde

CpA=E-A={x|xeEsixe 4| (5)

Proprietati:

. AnC A=0

2. AUC,A=E

3. Cp(Cpd)=4

4. C,(AUB)=CrANCyB
5. Cp(ANB)=CLAUC,B

Ultimele douad egalitati poartd numele de relatiile lui De Morgan.

Diferenta simetrica a doud multimi 4 si B este multimea elementelor lor
necomune.

AAB=(A—-B)U(B-4) (6)

A B

AAB



Proprietati:
1. AAB=(AUB)—(ANB)
2. AN =D

Produsul cartezian a doud multimi 4 si B este multimea de perechi (a,b), ae 4
sibeB.

Asz{(a,b)|aeA sibeB} (7)
Exemplu: 4={0,2,4,6,8} si B={1,2,3,4}

AU B={0,1,2,3,4,6,8}
{

ANB={2,4}
A-B={0,6,8}
B-A={13}
AAB ={0,1,3,6,8}

AxB:{(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(4,1),(4,2),(4,3),(4’4),}
(6:1),(6:2),(6,3)-(6,4).(8.1),(8,2).(8.3),(8.4

Proprietatile operatiilor cu multimi:

1. Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica sunt comutative:
AuB=BuUA, ANnB=BnNA, AAB=BAA
Diferenta si produsul cartezian nu sunt comutative.

2. Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica sunt asociative:

(AUB)UC=4U(BUC)
(ANB)NC=4n(BNC) (8)
(AAB)AC = AA(BAC)

3. Intersectia este distributiva fata de reuniune:

AN(BUC)=(ANB)u(4nC) Q)



4. Reuniunea este distributiva fata de intersectie:

AU(BNC)=(AUB)N(4UC) (10)

O multime este finita dacd are un numar finit de elemente. Multimea locuitorilor
orasului Timisoara este finitd. Cardinalul unei multimi finite reprezintd numadrul
elementelor din acea multime. Vom nota cu cardA , cardinalul multimii 4.

Proprietati:
1. card(A v B) = cardA+ cardB — card (AN B) (11)

2. card(AuBuC)=cardA+cardB+cardC—card(AmB)—card(BmC)—card(AmC)+

+card (AN BN C) (12)
3. card(A—-B)=cardA—card (AN B) (13)
4. card (Ax B)=cardA - cardB (14)

Exemplu:

In anul intdi sunt 1n total 25 de studenti. 14 dintre ei s-au inscris la cursul de matematica,
12 studenti sau inscris la cursul de chimie, iar 13 au participat la cursul de fizica generala.
6 dintre ei s-au nscris si la chimie si la fizica, 5 s-au inscris si la chimie si la matematica,
7 s-au inscris §i la fizicd si la matematica, iar 2 studenti s-au inscris la toate cele trei
cursuri. Cati studenti nu s-au inscris la nici un curs?

Reprezentam prin diagrame multimea M a studentilor care s-au Inscris la cursul
de matematica, respectiv multimile C si F ale studentilor care s-au inscris la chimie,
respectiv fizica. Din enunt rezulta ca:

cardM =14 cardC =12 cardF =13 card(M NC mF) =2

card(FmC)=6 card(CmM)=5 card(FmM)=7



card(MuCuF)=cardM+cardC+cardF—card(MmC)—card(CmF)—card(MmF)Jr
+card(MmCmF)

card(MUCUF)=14+12+13-5-6-7+2=23

In concluzie, doi studenti nu s-au inscris la nici unul din cele trei cursuri.

M

\2/

F

Numarul submultimilor unei multimi cu » elemente este 2".

Exemplu: Submultimile multimii cu trei elemente {a,b,c} sunt:

D, {af, b}, {ejs {abj. {bic}, {ach, {abie]

O multime este infinita daca nu este finitd. Multimea numerelor naturale
N={0,1,2,3,...} este infinita.

Fie 4 si B doud multimi. Spunem ca exista o corespondenta unu-la-unu intre A
si B daca fiecare element din A este asociat cu un element din B astfel incat:
(1) elemente distincte din 4 sunt asociate cu elemente distincte din B
(i1) fiecare element din B este pus 1n corespondentad cu un element din 4.
In aceasta situatie spunem ca multimile 4 si B sunt echivalente si scriem A= B .

O multime infinitd se spune cd este numarabila dacd poate fi pusd in
corespondentd unu-la-unu cu multimea N a numerelor naturale. Orice multime infinita
contine o submultime numarabila.

Multimea numerelor rationale este numarabila, iar multimea numerelor reale nu
are aceasta proprietate.



1.2 Numere reale

Numerele ...,—2,—1,0,4+1,+2,... se numesc numere intregi.

Numerele rationale se scriu ca o fractie de forma i£, unde p §i g sunt numere
q

intregi pozitive p>0 si g >0. Toate numerele rationale pot fi scrise, In urma unui
proces de impartire, in forma de fractie zecimala:

£:a0.ala2 (15)

q

unde ¢, este un Intreg pozitiv si «, (k =12,.. ) sunt cifre zecimale. Fractia zecimald din

dreapta relatiei (15) se numeste reprezentare zecimald a numdrului rational p/q.
Reprezentarea zecimala poate fi pusd sub forma unei serii infinite:

Reprezentarea zecimala poate fi una finita
P _ —
—=aq,00,...a, =o,aa,...ca,00... (am >O) (16)
q
sau una infinitd periodica

£:ao.ala2...amﬂl...ﬁkﬂl...ﬂk...:ao.alaz...am(ﬂl...ﬂk) (17)
q

Incepand cu pozitia m +1, un bloc finit de cifre S, ..., se repeta indefinit §i nu toate
cifrele S, sunt nule.

Prima forma cea finita, poate fi redusa la cea de-a doua impunand

£:050.051052...Otm_l(ozm ~1)99... (18)
q

De exemplu, 0.5=0.4(9)
3.5=3.4(9)
1.0=0.(9)



Pentru a demonstra ultima egalitate, se foloseste seria numita progresie geometrica:

N g =94
;aq _l—q’ |q|<1

-5 % decia=9 si g=L 9 _ 10 _
0.(9)= " deci a=9 si i1 = ZIO”_ —=1

n=l1 n=1

Se vede ca aceasta serie infinitd are suma egala cu 1.

Pe langa fractiile zecimale periodice exista si fractii zecimale neperiodice, de
exemplu:

0.1010010001..., 0.121122111222..., ~/2=1.41... si numarul 7.

Definitie: Prin numar irational intelegem o fractie zecimald infinita neperiodica arbitrara
a=0,.0,0,0;... (19)
unde ¢, este un intreg pozitiv si a, (k =1,2,...) sunt cifre zecimale.

Reuniunea numerelor rationale si irationale formeaza multimea numerelor
reale.

Prin conventie, multimea numerelor naturale, intregi, rationale si reale se
noteazd cu N, Z, Q si R respectiv.

Proprietatile numerelor reale

Multimea numerelor reale este o multime ordonatd de relatia <, care are
urmatoarele proprietati.

L. Proprietati de ordine:

I.1. Pentru orice pereche de numere reale a si b are loc una si numai una din relatiile:
a=b, a<b si a>b

[.2. Daca a < b si b <c,atunci a < ¢ (tranzitivitatea relatiei exprimate prin simbolul <)

1.3. Daca a < b, atunci exista un numar c astfel incat a <c <b.



Pe multimea numerelor reale, sunt definite operatiile de adunare i inmultire
astfel incat fiecarei perechi de numere reale i se asociaza in mod unic numerele reale
numite suma si produs.

IIL. Proprietatile operatiilor de adunare si scadere:

II.L1.a+b=b+a, Va,b e R comutativitate

2. (a+b)+c=a+(b+c), Ya,b,ceR asociativitate
I1.3. a+0=a, VaeR

4. a+(-a)=0, VaeR

IL.5. a <b = a+c < b+c pentru oricare c real.

Ill.  Proprietatile operatiilor de inmultire si impartire:

III.1. ab=ba, Ya,b R comutativitate
11.2. (ab)c = a(bc), Va,b,c € R asociativitate
II1.3. a-1=a, VaeR

I11.4. a-(ljzl, a+0
a

I11.5. (a + b)c =ac+bc, Ya,b,c e R distributivitate
IL.6. a<b,c>0 = ac<bc.

Valori absolute pentru numere reale

Fie @ un numar real. Valoarea absoluta sau modulul lui a este egal cu a daca a
este pozitiv si este egal cu —a daca a este negativ. Valoarea absoluta a lui zero este zero.

Notam valoarea absoluta a lui a cu |a| si scriem

a,a>0

la| = (20)
—a,a<0

Inegalitatea |a| <& cu € >0, este echivalenta cu

—&<a<+e (21)

Inegalitatea |a — b| < & este echivalentd cu

b-e<a<b+e (22)



Proprietati:

. |a|20 (23)
2.|a|=|q] (24)
3. |a-b|=|a|-|p] (25)
4.%:%, b#0 (26)
5. la+b|<|d+|p| (27)

Intr-adevar,
- |a| <a< |a|
—|p| < b <|p|
—Qa|+|b|)£ a+b< |a|+|b|

6. |la| (b <|a -] (28)
Intr-adevar,
la| = |(a—b)+b| <|a—b|+|p]
jal ~[p] <|a - b]
|b| =|(b—a)+a| S|b—a|+|a| :|a—b|+|a|
—|a = b| <|a - [p)
~|a—b|<|a|-[p[ <|a-b|
Jaf o] < |a — b

Dreapta reala

Numerele reale pot fi reprezentate si cu ajutorul dreptei reale. Consideram o dreapta,
pentru care fixam directia, originea O si distanta unitate e.

Figura 1.1 Dreapta reala



Fiecarui numar real ta (a > 0) 1 se asociazd un punct pe dreapta aflat la distanta a de

origine, In dreapta sau in stanga lui O , functie de semnul + sau semnul — din fata lui a.
Desigur, numarului @ = 0 1 se asociazad punctul arbitrar origine.

Definitie: Dreapta a carui puncte sunt in corespondentd unu-la-unu cu elementele
multimii numerelor reale se numeste dreapa reala.

Fie a si b doua numere reale (puncte) care satisfac inegalitatea a < b.
Cu ajutorul lor putem defini urmatoarele multimi numite intervale:

3

[a b| toate numerele reale x astfel incat a < x < b si se numeste interval inchis
(a,b
[a,b

toate numerele reale x astfel incat a < x < b si se numeste interval deschis

9

) toate numerele x reale astfel incat a < x < b si se numeste interval semideschis
(a,b] toate numerele x reale astfel incat a < x < bsi se numeste interval semideschis

si intervalele infinite:

a,+0) multimea numerelor reale x cu x > a
a,+) multimea numerelor reale x cu x> a

(

[

( ) multimea numerelor reale x cu x<b
( ] multimea numerelor reale x cu x <b
(

—o0 +oo)

Exercitii:

x—-1<0.01 r+2[>3 C LI PN
Vecinatati

Fie x, un punct pe dreapta reald si 6 > 0 un numar real.
Un interval care-l contine pe x,se numeste vecindtate pentru x,. Intervalul

(x, — &, x, + &) care este simetric relativ la x, se numeste & — vecinitate pentru x, .



o— o Xg +d

Figura 1.2 d-vecinatate

o —vecindtatea lui  x, este multimea numerelor reale x care satisfac inegalitatea

|x—x0| < ¢ sauechivalentx, —d <x<x,+9.

Multimi marginite si nemarginite
Fie E o multime de numere reale. Multimea £ se numeste:

a) marginita superior daca existd un numar b astfel incat x <b,Vx e E

b) marginita inferior daca exista un numar « astfel incat a < x,Vx e E

c) marginita daca E este marginita superior si inferior, adica daca exista a si b astfel
incat a<x<bh,Vxe E. Mai mult, multimea E este marginitd dacd E este
continuta in intervalul inchis [a,5].

Exemple:

E = (—oo,1] este marginita superior
N multimea numerelor naturale este marginita inferior

O multime care nu este marginitd superior (inferior) se numeste nemarginita superior
(inferior) .

Exemplu: N este nemarginita superior.

Supremum si Infimum

Fie £ o multime de numere reale marginitd superior, adicd existd un numar b
astfel incat x <b,Vx € E. Numadrul b se numeste majorant pentru E. Orice numdr mai

mare decat b este si el majorant pentru F.



Definitie:
Numarul M se numeste supremum pentru E daca au loc:
(i) Vxe E,x<M

(ii) pentru orice &> 0, oricdt de mic, existd un numar x" € E astfel incét
M—-c<x"<M.

Cu alte cuvinte, supremum pentru multimea £ este cel mai mic majorant al multimii E.
Notam M =sup E . Daca E este nemarginita superior, sup £ = +o.

Fie £ o multime de numere reale marginita inferior, adica existd un numar a
astfel Incat a < x,Vx € E. Numarul a se numeste minorant pentru E. Orice numar mai

mic decat a este i el minorant pentru E.
Definitie:
Numarul m se numeste infimum pentru E daca au loc:

(1) Vxe E,x=>m
(ii) pentru orice & >0, oricdt de mic, existd un numar x" € E astfel incat
m<x'<m+eg.

Cu alte cuvinte, infimum pentru multimea £ este cel mai mare minorant al multimii E.
Notam m =inf E . Daca E este nemarginitd inferior, inf £ = —c0 .

Exemple: E=[a,b]= infE=a supE=b
E=(a,b)= infE=a supE=h

Observatie: Supremum si infimum apartin multimii in primul exemplu §i nu apartin
multimii in al doilea exemplu.

Exemplu:

,...,l,...} inf £=0 supE =1
n

Teorema: Orice multime nevidd de numere reale care este marginitd superior are
supremum §i orice multime nevidd de numere reale care este marginitd inferior are
infimum.



1.3 Siruri de numere reale. Limite de siruri

Fie o lege de corespondenta care asociaza la fiecare numar natural » =1,2,... un
numar real a,. In acest mod am definit un sir de numere reale a,,a,,...,q,,... sau pe

scurt un sir {a, }. Numerele a,,a,,...,a,,... se numesc termenii sirului.

Exemple:

) n—1 1 2 n—1
1 =0,—,—,..., e 29
o [0 2 o

Definitie: Un numir 4 se numeste limita sirului {a,} daci, pentru orice numir & >0,

existd un numar natural NV (dependent de ¢ ) astfel incat inegalitatea
a,—Al<e (30)

are loc pentru Vn > N .

Notatie: 4=lima, sau a, — A si spunem ci sirul {a, } converge la A.

n—>0 n—>0

Folosind simboluri logice putem rescrie definitia limitei astfel:

lima, =4 < Ve >0,AN,Vn> N =

n—>0

a,—A<e (31)



Notiunea de limita este usor de interpretat daca asezam termenii sirului {an} pe dreapta
reala:

Figura 1.3 Interpretare geometricd pentru convergenta sirului

Inegalitatea |an - A| <¢ este echivalentd cu inegalititile A-&<a, <A+¢, adicd

termenii sirului se afld in & —vecinatatea lui 4. Cu alte cuvinte, 4 este limita sirului {a, }
daca, pentru orice ¢ —vecindtate a lui 4, existd un numar natural N astfel Incat toti
termenii sirului @, cu n> N sunt continuti in aceasta orice & — vecindtate a lui 4, adica
in intervalul deschis (A —&, A+ g). De observat ca numarul finit de termeni a,,a,,...,a,
se pot afla in afara intervalului (4-&,4+¢), acestia necontand la stabilirea
convergentei.

Sirul care are toti termenii egali cu numarul 4 se numeste sir stationar si are
limita A.
Un sir se numeste convergent daca are limita finitd si este divergent in caz

contrar.
Exemplu:
. n+l . . . . .
Fie sirul {an} cu termenul a, = ——. Desigur, pentru valori mari ale lui n fractia se
n
apropie de numadrul unu.
n+1 1
=1+— (32)
n n
Atunci putem presupune ca

n+l

lima, =lim

n—»0 n—>0 n

1 (33)

Pentru a demonstra aceasta limita, consideram un & >0 arbitrar si aratam ca 3N astfel
incat Vn > N sd avem

—4=1<g (34)

n

n+l1

a, —1|=

n



o . 1 . 1 . . <
Din inegalitatea — < ¢ obtinem »n > —. Atunci, pentru orice numdr natural N care
n £

1 . . 1 o : S
excede pe — si pentru toti n> N are loc —<¢&, adica relatia (34) este adevarata.
£ n

Conform definitiei limitei, avem lima, =1.

n—>x0

Observatie:
In general numarul N este dependent de ¢, adicda N = N (5) In exemplul precedent, daca

g€ =0.1, putem considera N =10 sau cu orice numar mai mare decit 10. Daca ¢ =0.01,
atunci N =100 sau cu un numar mai mare decat 100.

Numarul N din definitia limitei nu este definit in mod unic de catre &, in sensul cd daca
inegalitatea din definitie are loc pentru n > N, atunci ea are loc si pentru toti n > N, cu

N, > N,. In demonstrarea convergentei unui §ir este suficient sd alegem un numéar N
astfel incat |an - A| < & pentru orice n > N . Nu este necesar sa-1 determinam pe cel mai

mic N care satisface aceasta conditie.

Exercitii:

< . n+1 o]
O Sa se arate cd sirul cu termenul general a, = P are limita 3
n+

2

< < n O S
O Sa se arate ca sirul cu termenul general a, =275 are limita 3 Sa se

n-+2

. . . . : U | :
determine rangurile de la care incepand toti termenii sirului diferd de 5 cu mai

) 1 1
putinde —, —.
10" 100
2
O Sa se arate ca lim 3 =0
noe 41

§ L 2"+ (-2)

O Sa se arate ca 11m3—n =

Teorema 1 (Criteriul de convergenta Cauchy)
Pentru ca sirul {an} sd fie convergent este necesar si suficient ca pentru orice € >0 sa

existe numarul natural N astfel incat Vun > N, Vim > N
ja, —a,|<& (35)

Un sir care satisface enuntul acestei teoreme se numeste sir Cauchy.



Alta formulare pentru criteriul Cauchy:

Ve>0, 3N (&) ai. Vn> N, VpeN avem ‘a —an‘<e

n+p
Exercitii:

O Sa se demonstreze convergenta pentru sirurile:

COSX COS2x coS nx
= .t
3 3 3
_ 1 1 1
an— +?+3—2+...+?

[0 Sa se arate ca sirul urmator este divergent:

1 1 1
a, =l+—+—+...+—
2 n

Teorema 2 (Unicitatea limiter)

Un sir {a, } nu poate avea doua limite distincte.

Demonstratie: Fie A o limita a sirului {a,} si fie B# 4. Pentru a demonstra ci B nu
poate fi limitd pentru {an }, consideram un ¢ atat de mic incat ¢ —vecindtatea lui 4 si

& —vecinatatea lui B sa nu se intersecteze. De exemplu, putem considera & = |B - A| / 3.

| |
] h ' /

A- 2 A+ g B-g B+§

Figura 1.4 unicitatea limitei

Deoarece 4 =lima,, doar un numar finit de termeni a, se pot afla in afara intervalului

n—x0

deschis (4—&,4+¢). Atunci, intervalul deschis (B—¢,B+&) contine cel mult un

numdr finit de termeni a, si deci B nu poate sa fie limita pentru sirul {a, }.



Siruri marginite

Un sir {a, } se numeste:

a) marginit superior dacd existd un numdr M astfel incat a, <M, Vn.

b) marginit inferior daca existd un numar m astfel incat a, >2m, Vn.

c) marginit daca {an} este marginit superior si inferior, adica daca existd numerele m si

M astfel incat m < a, < M pentru Vn.

Observatie: Toti termenii unui sir marginit sunt continuti in intervalul Inchis [m,M ] de
pe dreapta reala.

Exemple: Sirul {n}: 1,2,3,...,n,... este marginit inferior

n+1 1 .
=14 — este marginit deoarece 1<a, <2, Vn.
n n

Sirul {a,} cu a, =

Alta definitie a marginirii: un sir {an }este marginit daca existd un numar K >0 astfel
incat

la,| <K, Vn (36)
Folosind simboluri logice putem rescrie aceastd definitie:

{a, jmirginit < 3K >0, Vn |a,|<K

{a, }nemarginit < VK >0, In |an| >K

Exemplu:
Aratati ca sirul {2”} este nemarginit.

Intr-adevar, pentru VK >0, Jn astfel incat 2" > K, adica n > log, K . Atunci, sirul {2”}
este nemarginit.

Definitie: Un sir se numeste divergent la oo si scriem lima, = dacd, pentru orice

n—0

M >0, oricat de mare, existi un numar N = N(M ) astfel incat:



>M, Vn>N

an

Un sir {a,} astfel incat VM >0, 3N Vn>N, a, >M (a, <—-M) este divergent la
+ 00 (saula —o0). In aceste situatii scriem

lima, =+ (lima, =-)

n—>0 n—»0

Teorema 3: Orice sir {a, | convergent este marginit, adica exista numerele m si M astfel
incat
m<a, <M, Vn

Demonstratie: Fie A=1lima, si fie ¢ >0 un numdr arbitrar. Atunci existd N astfel incat
n—®0

intervalul deschis (4—¢&,4+¢) si contind toti termenii a, cu n>N si a,,a,,...,a,
sunt singurii termeni ai sirului ce se pot afla in exteriorul intervalului :

Figura 1.5 Dispunerea termenilor sirului convergent

Astfel, in exteriorul intervalului existd doar un numar finit de termeni si alegem a ca
fiind egal cu cel mai mic dintre acestia, iar @ cu cel mai mare dintre acestia. Consideram:

m=min{@, 4 - &}
M =max{a, 4+ ¢}

Atunci, intervalul inchis [m,M ] contine termenii a,,d,,...,a, $i intervalul deschis

(A-—&,A+¢). Deoarece toti termenii sirului @, cu n>N sunt in intervalul

(A—¢,A+¢), atunci intervalul inchis [m, M ] contine toti termenii sirului {a,}. Rezulta
ca sirul este marginit.

Observatie: Teorema 3 spune ca marginirea este o conditie necesara pentru convergenta,
insa aceasta nu este si suficienta.



Exemplu: Sirul
1,0,1,0,1,... (37)

este marginit dar nu este convergent.

Pentru a ardta ca sirul dat este divergent presupunem contrariul, adica sirul (37) are limita
A. Atunci pentru orice ¢, de exemplu & =1/4, existd N astfel incat

a,—A < %, Vn> N
Adica trebuie s aiba loc
0-d=|d< si J-d<t  vasN
4 4

= 1=|1—A+A|s|1—A|+|A|<l+l=l absurd
4 4 2

Presupunerea noastra de convergenta este falsa. Sirul este divergent.

Operatii cu siruri convergente
Teorema 4: Fie {a,} si {b,} doua siruri convergente la 4 si B respectiv, adica

lima, = 4 limb, =B

n—o0 n—®0
Atunci urmatoarele limite exista:

lim(a, +b,)=lima, +limb, = A+ B (38)

n—»0 n—>0 n—>0

lim(a, —b,)=lima, —limb, = 4— B

n—x n—ow n—>x0

lim(a, -b,) = lima, -limb, = 4- B

n—>0 n—»0 n—>0

lima, 4
lim—* =22*—=— dacd b, # 0 pentru orice n si limb, #0.
e b limb, B o

n—>x0

Demonstram doar prima operatie cu limite de siruri.



Demonstratie: Fie & >0 un numdr arbitrar. Deoarece lima, = 4,

3N, astfel incét |an - A| < g, Vn > N, (39)

Similar, deoarece limb, = B

3N, astfel incat |bn - B| <§, Vn> N, (40)

Consideram N =max {N,, N, }. Atunci pentru Vn > N are loc:

(a,+b,)~(4+B) =|(a, - 4)+(b, - B)|<|a, — 4]+

bn—B|<£+£=g
2 2

Astfel,

Ve>0 3N al Vn>N :>‘(an+bn)—(A+B)‘<e

Cu definitia limitei, rezultad ca A+ B este limita sirului {a, +b,}.

Regula clestelui: Fie {a,}, {b,} si {c,} trei siruri de numere reale care verifica
inegalitatile:

a,<b,<c,, VneN’
Daci {a,} si {c,} sunt convergente la acelasi numar A4, atunci si {b,} este convergent la
aceeasi limita A.

Exerecitii:
O Fie sirul:
an' +an' ™ +.. . +a,
a =

n )4 p-1
B’ +Bn"" +.+ B,
0, k<p

< < a,
Sd se arate ca lima, =y—, k=p

n—>0 0
o0, k>p

1+2+3+...+n
2

O Calculati: lim

n—0 n



2 n
< ... N .. n )
O Séasearatecd im—=0, lim—=0, lim—=0

n—w ) n—>wo pl n—o pl

O Calculati limitele sirurilor cu termenul general:

a,=Nn(Nnri-Vn) e =

n = 3n+1 +5n+1
Siruri monotone

Un sir {a,} se numeste:
a) crescator daca a,<a,<...<q,<aq,, <
b) descrescator daca a, >2a,>...2a,2a,, >

¢) monoton dacd {a,} este fie crescator fie descrescator.

Un sir {an} crescdtor este marginit dacd este marginit superior, adicd daca existd un
numar M al.a <M, Vn si toti termenii sirului sunt continuti In intervalul inchis
[al,M ]

Un sir {a,} descrescator este marginit dacd este marginit inferior, adica dacd existd un

numar m a.i. a, >m, Vn si toti termenii sirului sunt continuti in intervalul inchis [m,q,].

Teorema 5: Orice sir monoton $i marginit are limita.

Demonstratie:
Deoarece sirul {an} este marginit, termenii sirului formeazad o multime care are

supremum si infimum. Fie M supremum pentru multime si ardtam cd lima, =M cu

n—>0
conditia ca sirul sd fie crescator.
Din definitia lui supremum pentru Ve >0 existd a, a.l.

M-¢<ay, <M
0<M~-a,<e¢
Deoarece s-a presupus {a, } crescator avem

0<M-a,<M~-a,<e, Vn>N



0<M-a,<e, Vn>N

an—M|<£, Vn>N

Ceea ce stabileste ca M este limita sirului {a, }.

In mod asemindtor se poate ardta ¢ lima, =m cu conditia ca {a,} si fie descrescator si

n—>x0

marginit i m sd fie infimum pentru multimea termenilor.
Observatie: Pentru ca un sir sa fie convergent nu este necesar ca sirul sa fie monoton.

Exemplu:

n+l
Sirul (—) nu este monoton dar converge la zero.
n

Lema Cantor

Fie sirul de intervale inchise
o,=[a,b,], n=12,..

al o,,

co,, n=12,..s1 d,=b,—a, >0 pentru n—>oco. Atunci existd un singur

punct care apartine la toate intervalele o, .

Lema Cantor se refera la proprietatea numerelor reale de a umple dreapta reald fard a lasa
goluri pe aceasta.



