
 
Cap.I Noţiuni introductive 

 
 
 

1.1 Mulţimi. Operaţii cu mulţimi 
 
 
 

O mulţime este o colecţie de obiecte distincte pe care le numim elemente. 
Exemple: mulţimea literelor scrise pe această pagină, mulţimea rădăcinilor unei ecuaţii, 
mulţimea numerelor pare.  
 
Modul convenţional de a scrie o mulţime este să-i listăm toate elementele între două 
acolade: 
 
                            { }aA =               { }baB ,=               { }cbaC ,,=                       (1) 
 
              Mulţimea numerelor naturale { }0,1,2,3,= …  
              Mulţimea pătratelor numerelor naturale { }0,1,4,9,…  
              Mulţimea numerelor întregi { }, 3, 2, 1,0,1,2,3,= − − −… …  
 
Elementele unei mulţimi trebuie să fie distincte, iar ordinea elementelor nu contează. 
 
                                                 { } { }, ,a b b a=  
 
Scrierea Ax∈ , înseamnă că x este un element al mulţimii A. De exemplu, 2∈ . 
Scrierea Ay∉ , înseamnă că y nu este un element din mulţimea A.  
 
 

Compararea mulţimilor 
 
Scrierea BA ⊂  înseamnă că mulţimea A este inclusă în mulţimea B sau A este 

submulţime pentru B, ceea ce implică că fiecare Ax∈  este şi element în a doua mulţime, 
Bx∈ . De exemplu ⊂ . 

 
Notăm cu φ  mulţimea vidă. Pentru orice mulţime A avem A⊂φ . 
 
                                               BABA ⊂⇔=  şi AB ⊂                                    (2) 
 
 

Operaţii cu mulţimi 
 

Fie A şi B două mulţimi. 
 



Reuniunea lui A cu B, notată BA∪ , este mulţimea tuturor elementelor Ax∈  sau Bx∈ .  
Intersecţia lui A cu B, notată BA∩ , este mulţimea tuturor elementelor Ax∈  şi simultan 

Bx∈ . 
Diferenţa lui A cu B, notată BA− , este mulţimea tuturor elementelor Ax∈  şi Bx∉ .  
 

{ } sau A B x x A x B∪ = ∈ ∈  

{ } si A B x x A x B∩ = ∈ ∈  

{ } si A B x x A x B− = ∈ ∉  
 
Dacă φ=∩ BA , A şi B se spune că sunt mulţimi disjuncte.  
 

 

 
Definiţia reuniunii şi intersecţiei de două mulţimi poate fi extinsă la un număr 

finit sau chiar infinit de mulţimi. Astfel, 
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Exemple: 
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Fie A E⊂ . Numim complementara mulţimii A în raport cu E, mulţimea notată 

EC A , unde 
 

{ } si EC A E A x x E x A= − = ∈ ∉              (5) 
 

 
Proprietăţi: 
1. EA C A∩ =∅  
2. EA C A E∪ =  
3. ( )E EC C A A=  
4. ( )E E EC A B C A C B∪ = ∩  
5. ( )E E EC A B C A C B∩ = ∪  
 
Ultimele două egalităţi poartă numele de relaţiile lui De Morgan. 
 

Diferenţa simetrică a două mulţimi A şi B este mulţimea elementelor lor 
necomune. 
 

( ) ( )A B A B B AΔ = − ∪ −          (6) 

 



Proprietăţi: 
1. ( ) ( )A B A B A BΔ = ∪ − ∩  
2. A AΔ =∅  
 
 

Produsul cartezian a două mulţimi A şi B este mulţimea de perechi ( ),a b , a A∈  
şi b B∈ . 

 
( ){ },  si A B a b a A b B× = ∈ ∈                 (7) 

 
Exemplu: { }0,2,4,6,8A =  şi { }1,2,3,4B =  
 
                  { }0,1,2,3,4,6,8A B∪ =  
                  { }2,4A B∩ =  
                  { }0,6,8A B− =  
                  { }1,3B A− =  
                 { }0,1,3,6,8A BΔ =  
                     
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0,1 , 0,2 , 0,3 , 0,4 , 2,1 , 2,2 , 2,3 , 2,4 , 4,1 , 4,2 , 4,3 , 4,4 ,

6,1 , 6,2 , 6,3 , 6,4 , 8,1 , 8,2 , 8,3 , 8,4
A B

⎧ ⎫⎪ ⎪× = ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 
 
 
Proprietăţile operaţiilor cu  mulţimi: 

 
 
1. Reuniunea, intersecţia şi diferenţa simetrică sunt comutative: 
 

A B B A∪ = ∪ ,     A B B A∩ = ∩ ,    A B B AΔ = Δ  
 

     Diferenţa şi produsul cartezian nu sunt comutative. 
 

2. Reuniunea, intersecţia şi diferenţa simetrică sunt asociative: 
 

( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  
                                                   ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩                    (8) 

( ) ( )A B C A B CΔ Δ = Δ Δ  
 
3. Intersecţia este distributivă faţă de reuniune: 
 
                                               ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩               (9) 



 
4. Reuniunea este distributivă faţă de intersecţie: 
 
                                                 ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪             (10) 

 
 

O mulţime este finită dacă are un număr finit de elemente. Mulţimea locuitorilor 
oraşului Timişoara este finită. Cardinalul unei mulţimi finite reprezintă numărul 
elementelor din acea mulţime. Vom nota cu cardA , cardinalul mulţimii A. 

 
 
 
Proprietăţi: 

 
1. ( ) ( )card A B cardA cardB card A B∪ = + − ∩                                            (11) 
 
2. ( ) ( ) ( ) ( )card A B C cardA cardB cardC card A B card B C card A C∪ ∪ = + + − ∩ − ∩ − ∩ +  
                                  ( )card A B C+ ∩ ∩                                                     (12) 
 
3. ( ) ( )card A B cardA card A B− = − ∩                                                         (13) 
 
4. ( )card A B cardA cardB× = ⋅                                                                      (14) 
 
 
 
Exemplu:  
 
In anul întâi sunt în total 25 de studenţi. 14 dintre ei s-au înscris la cursul de matematică, 
12 studenţi sau înscris la cursul de chimie, iar 13 au participat la cursul de fizică generală. 
6 dintre ei s-au înscris şi la chimie şi la fizica, 5 s-au înscris şi la chimie şi la matematică, 
7 s-au înscris şi la fizică şi la matematică, iar 2 studenţi s-au înscris la toate cele trei 
cursuri. Câţi studenţi nu s-au înscris la nici un curs?  
 
 

Reprezentăm prin diagrame mulţimea M a studenţilor care s-au înscris la cursul 
de matematică, respectiv mulţimile C şi F ale studenţilor care s-au înscris la chimie, 
respectiv fizică. Din enunţ rezultă că: 
 
 
          14cardM =               12cardC =                  13cardF =           ( ) 2card M C F∩ ∩ =  
 
          ( ) 6card F C∩ =       ( ) 5card C M∩ =        ( ) 7card F M∩ =  
 
 



( ) ( ) ( ) ( )card M C F cardM cardC cardF card M C card C F card M F∪ ∪ = + + − ∩ − ∩ − ∩ +  
                                  ( )card M C F+ ∩ ∩  
 

( ) 14 12 13 5 6 7 2 23card M C F∪ ∪ = + + − − − + =  
 
În concluzie, doi studenţi nu s-au înscris la nici unul din cele trei cursuri. 
 

 
                                  

Numărul submulţimilor unei mulţimi cu n elemente este 2n . 
 

Exemplu: Submulţimile mulţimii cu trei elemente { }, ,a b c  sunt:  
 
                   { } { } { } { } { } { } { },  ,  ,  ,  , ,  , ,  , ,  , ,a b c a b b c a c a b c∅  
 

 
O mulţime este infinită dacă nu este finită. Mulţimea numerelor naturale 

{ }0,1,2,3,= … este infinită.  
 
 
Fie A şi B două mulţimi. Spunem că există o corespondenţă unu-la-unu între A 

şi B dacă fiecare element din A este asociat cu un element din B astfel încât: 
(i) elemente distincte din A sunt asociate cu elemente distincte din B 
(ii) fiecare element din B este pus în corespondenţă cu un element din A. 

In această situaţie spunem că mulţimile A şi B  sunt echivalente şi scriem BA ≈ . 
 

O mulţime infinită se spune că este numărabilă dacă poate fi pusă în 
corespondenţă unu-la-unu cu mulţimea  a numerelor naturale. Orice mulţime infinită 
conţine o submulţime numărabilă. 

Mulţimea numerelor raţionale este numărabilă, iar mulţimea numerelor reale nu 
are această proprietate. 
 



 
1.2 Numere reale 

 
 
 

Numerele …… ,2,1,0,1,2, ++−−  se numesc numere întregi. 

Numerele raţionale se scriu ca o fracţie de forma 
q
p

± , unde p şi q sunt numere 

întregi pozitive 0≥p  şi 0>q . Toate numerele raţionale pot fi scrise, în urma unui 
proces de împărţire, în formă de fracţie zecimală: 

 

                                                  …210 . ααα=
q
p                                               (15) 

 
unde 0α  este un întreg pozitiv şi ( )…,2,1=kkα  sunt cifre zecimale. Fracţia zecimală din 
dreapta relaţiei (15) se numeşte reprezentare zecimală a numărului raţional qp . 
Reprezentarea zecimală poate fi pusă sub forma unei serii infinite: 
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Reprezentarea zecimală poate fi una finită 
 

                               ……… 00.. 210210 mmq
p αααααααα ==        ( )0>mα     (16) 

 
sau una infinită periodică 
 

                  ( )0 1 2 1 1 0 1 2 1. .m k k m k
p
q

α α α α β β β β α α α α β β= =… … … … … …      (17) 

 
Incepând cu poziţia 1+m , un bloc finit de cifre kββ …1  se repetă indefinit şi nu toate 
cifrele jβ  sunt nule. 

Prima formă cea finită, poate fi redusă la cea de-a doua impunând 
 

                                       ( ) …… 991. 1210 −= − mmq
p ααααα                                (18) 

 
De exemplu, ( )0.5 0.4 9=  
                      ( )3.5 3.4 9=  
                       ( )1.0 0. 9=  
 



Pentru a demonstra ultima egalitate, se foloseşte seria numită progresie geometrică: 
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Se vede că această serie infinită are suma egală cu 1. 
 
 

Pe lângă fracţiile zecimale periodice există şi fracţii zecimale neperiodice, de 
exemplu:  
 
       …1010010001.0 ,     …221211221112.0 ,     …41.12 =     şi numărul π . 
 
 
Definiţie: Prin număr iraţional înţelegem o fracţie zecimală infinită neperiodică arbitrară 
 
                                                …3210 . αααα=a                                               (19) 
 
unde 0α  este un întreg pozitiv şi ( )…,2,1=kkα  sunt cifre zecimale. 
 

Reuniunea numerelor raţionale şi iraţionale formează mulţimea numerelor 
reale. 

Prin convenţie, mulţimea numerelor naturale, întregi, raţionale şi reale se 
notează cu , ,  şi  respectiv. 

 
 

 
 Proprietăţile numerelor reale 

 
 

Mulţimea numerelor reale este o mulţime ordonată de relaţia <, care are 
următoarele proprietăţi. 

 
I. Proprietăţi de ordine: 

 
I.1. Pentru orice pereche de numere reale a şi b are loc una şi numai una din relaţiile: 
                                      ba = ,      a b<     şi     a b>  
I.2. Dacă ba <  şi cb < , atunci ca <  (tranzitivitatea relaţiei exprimate prin simbolul < ) 
I.3. Dacă ba < , atunci există un număr c astfel încât bca << . 
 



Pe mulţimea numerelor reale, sunt definite operaţiile de adunare şi înmulţire 
astfel încât fiecărei perechi de numere reale li se asociază în mod unic numerele reale 
numite sumă şi produs.  
 

II. Proprietăţile operaţiilor de adunare şi scădere: 
 
II.1. abba +=+ , ,a b∀ ∈  comutativitate 
II.2. ( ) ( )cbacba ++=++ , , ,a b c∀ ∈   asociativitate 
II.3. aa =+ 0 , a∀ ∈  
II.4. ( ) 0=−+ aa , a∀ ∈  
II.5. cbcaba +<+⇒<  pentru oricare c real. 
 

III. Proprietăţile operaţiilor de înmulţire şi împărţire: 
 

III.1. baab = , ,a b∀ ∈   comutativitate 
III.2. ( ) ( )bcacab = , , ,a b c∀ ∈   asociativitate 
III.3. aa =⋅1 , a∀ ∈  

III.4. 11
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

a
a ,  0≠a  

III.5. ( ) bcaccba +=+ , , ,a b c∀ ∈   distributivitate 
III.6. ba < , 0>c  ⇒   bcac < . 
 
 
 

 Valori absolute pentru numere reale 
 
 

Fie a un număr real. Valoarea absolută sau modulul lui a este egal cu a dacă a 
este pozitiv şi este egal cu a−  dacă a este negativ. Valoarea absolută a lui zero este zero. 
Notăm valoarea absolută a lui a cu a  şi scriem 
 

                                                    
⎩
⎨
⎧

<−
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=
0,

0,
aa

aa
a                                           (20) 

 
Inegalitatea ε<a  cu 0>ε , este echivalentă cu  
 
                                                   εε +<<− a                                                 (21) 
 
Inegalitatea ε<− ba  este echivalentă cu 
 
                                                εε +<<− bab                                              (22)     
 
 



Proprietăţi: 
 
1. 0a ≥                                                                                                            (23) 
 
2. a a= −                                                                                                          (24) 
 
3. baba ⋅=⋅                                                                                                 (25) 

4. 
b
a

b
a
= ,   0≠b                                                                                            (26) 

5. baba +≤+                                                                                              (27) 
 
       Intr-adevăr, 
             aaa ≤≤−  

             bbb ≤≤−  

             ( ) bababa +≤+≤+−  
 
6. baba −≤−                                                                                             (28) 
 
       Intr-adevăr, 
              ( ) bbabbaa +−≤+−=  

               baba −≤−  

               ( ) abaaabaabb +−=+−≤+−=  

               baba −≤−−  

               a b a b a b− − ≤ − ≤ −  

                              baba −≤−    
 
 
 Dreapta reală 
 
Numerele reale pot fi reprezentate şi cu ajutorul dreptei reale. Considerăm o dreaptă, 
pentru care fixăm direcţia, originea O şi distanţa unitate e. 

 
Figura 1.1 Dreapta reală 



 
 

Fiecărui număr real a±  ( )0>a  i se asociază un punct pe dreaptă aflat la distanţa a de 
origine, în dreapta sau în stânga lui O , funcţie de semnul +  sau semnul – din faţa lui a. 
Desigur, numărului 0=a  i se asociază punctul arbitrar origine. 
 
 
Definiţie: Dreapta a cărui puncte sunt în corespondenţă unu-la-unu cu elementele 
mulţimii numerelor reale se numeşte dreapă reală. 
 
 

Fie a şi b două numere reale (puncte) care satisfac inegalitatea ba < . 
Cu ajutorul lor putem defini următoarele mulţimi numite intervale: 
 

[ ]ba,  toate numerele reale x astfel încât bxa ≤≤ şi se numeşte interval închis 
( )ba,  toate numerele reale x astfel încât bxa <<  şi se numeşte interval deschis  
[ )ba,  toate numerele x reale astfel încât bxa <≤  şi se numeşte interval semideschis 
( ]ba,  toate numerele x reale astfel încât bxa ≤< şi se numeşte interval semideschis  
 
 şi intervalele infinite: 
 
( )+∞,a  mulţimea numerelor reale  x cu  ax >  
[ )+∞,a  mulţimea numerelor reale  x cu  ax ≥  
( )b,∞−  mulţimea numerelor reale  x cu  bx <  
( ]b,∞−  mulţimea numerelor reale  x cu  bx ≤  
( ),−∞ +∞ =  
 
 
Exerciţii: 
 

                   1 0.01x − ≤               2 3x + ≥              1 4
2

x≤ ≤          1 1x x− + >  

 
 
Vecinătăţi 
 

Fie 0x  un punct pe dreapta reală şi 0>δ  un număr real. 
Un interval care-l conţine pe 0x se numeşte vecinătate pentru  0x . Intervalul 

( )δδ +− 00 , xx  care este simetric relativ la  0x  se numeşte −δ vecinătate pentru  0x . 



 
Figura 1.2 δ-vecinătate 

 
 

−δ vecinătatea lui  0x  este mulţimea numerelor reale x care satisfac inegalitatea 
δ<− 0xx  sau echivalent δδ +<<− 00 xxx . 

 
 
Mulţimi mărginite şi nemărginite 
 

Fie E o mulţime de numere reale. Mulţimea E se numeşte: 
 

a) mărginită superior dacă există un număr b astfel încât Exbx ∈∀≤ ,  
b) mărginită inferior dacă există un număr a astfel încât Exxa ∈∀≤ ,  
c) mărginită dacă E este mărginită superior şi inferior, adică dacă există a şi b astfel 

încât Exbxa ∈∀≤≤ , . Mai mult, mulţimea E este mărginită dacă E este 
conţinută în intervalul închis [ ]ba, . 

 
 
Exemple:  
 

( ]1,∞−=E  este mărginită superior 
  mulţimea numerelor naturale este mărginită inferior 
 
O mulţime care nu este mărginită superior (inferior) se numeşte nemărginită superior 
(inferior) . 
 
 Exemplu:  este nemărginită superior. 
 
 
 
Supremum şi Infimum 
 

Fie E o mulţime de numere reale mărginită superior, adică există un număr b 
astfel încât Exbx ∈∀≤ , . Numărul b se numeşte majorant pentru E. Orice număr mai 
mare decât b este şi el majorant pentru E. 

 
 



Definiţie:  
Numărul M se numeşte supremum pentru E dacă au loc: 
 
                 (i) MxEx ≤∈∀ ,  
                 (ii) pentru orice 0>ε , oricât de mic, există un număr Ex ∈∗  astfel încât 

MxM ≤<− ∗ε . 
 
Cu alte cuvinte, supremum pentru mulţimea E este cel mai mic majorant al mulţimii E. 
Notăm EM sup= . Dacă E este nemărginită superior, +∞=Esup . 
 

Fie E o mulţime de numere reale mărginită inferior, adică există un număr a 
astfel încât Exxa ∈∀≤ , . Numărul a se numeşte minorant pentru E. Orice număr mai 
mic decât a este şi el minorant pentru E. 

 
 

Definiţie:  
Numărul m se numeşte infimum pentru E dacă au loc: 
 
                (i) mxEx ≥∈∀ ,  
                (ii) pentru orice 0>ε , oricât de mic, există un număr Ex ∈∗  astfel încât 

ε+<≤ ∗ mxm . 
 
Cu alte cuvinte, infimum pentru mulţimea E este cel mai mare minorant al mulţimii E. 
Notăm Em inf= . Dacă E este nemărginită inferior, −∞=Einf . 
 
 
 
Exemple:    [ ]⇒= baE ,    aE =inf    bE =sup  
                    ( )⇒= baE ,    aE =inf    bE =sup  
 
Observaţie: Supremum şi infimum aparţin mulţimii în primul exemplu şi nu aparţin 
mulţimii în al doilea exemplu. 
 
 
Exemplu: 
  

                   
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= …… ,1,,

2
1,1

n
E           0inf =E             1sup =E  

 
 
Teoremă: Orice mulţime nevidă de numere reale care este mărginită superior are 
supremum şi orice mulţime nevidă de numere reale care este mărginită inferior are 
infimum. 
 



 
1.3 Şiruri de numere reale. Limite de şiruri 

 
 
 

Fie o lege de corespondenţă care asociază la fiecare număr natural …,2,1=n  un 
număr real na . In acest mod am definit un şir de numere reale …… ,,,, 21 naaa  sau pe 
scurt un şir { }na . Numerele …… ,,,, 21 naaa  se numesc termenii şirului. 
 
Exemple: 
 
(i)  { } …… ,,,3,2,1 nn =  

(ii)  …… ,1,,
3
1,

2
1,11

nn
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧  

(iii)  ( ) ( ) …… ,1,,
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2
1,11

nn

nn −
−−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −  

(iv)   …… ,1,,
3
2,

2
1,01

n
n

n
n −

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −                                                              (29) 

 
 
Definiţie: Un număr A se numeşte limita şirului { }na  dacă, pentru orice număr 0>ε , 
există un număr natural N (dependent de ε ) astfel încât inegalitatea  
                                                    ε<− Aan                                                (30) 
are loc pentru Nn >∀ . 
 
 
Notaţie: nn

aA
∞→

= lim  sau  Aa
nn ∞→
→  şi spunem că şirul { }na  converge la A. 

 
 

Folosind simboluri logice putem rescrie definiţia limitei astfel: 
 

                         εε <−⇒>∀∃>∀⇔=
∞→

AaNnNAa nnn
,,0lim                (31) 

 
 



Noţiunea de limită este uşor de interpretat dacă aşezăm termenii şirului { }na  pe dreapta 
reală: 

 
 

Figura 1.3 Interpretare geometrică pentru convergenţa şirului 
 
 
Inegalitatea ε<− Aan  este echivalentă cu inegalităţile εε +<<− AaA n , adică 
termenii şirului se află în −ε vecinătatea lui A. Cu alte cuvinte, A este limita şirului { }na  
dacă, pentru orice −ε vecinătate a lui A , există un număr natural N astfel încât toţi 
termenii şirului na   cu Nn >  sunt conţinuţi în această orice −ε vecinătate a lui A , adică 
în intervalul deschis ( )εε +− AA , . De observat că numărul finit de termeni Naaa ,,, 21 …  
se pot afla în afara intervalului ( )εε +− AA , , aceştia necontând la stabilirea 
convergenţei. 
 

Şirul care are toţi termenii egali cu numărul A se numeşte şir staţionar şi are 
limita A. 

Un şir se numeşte convergent dacă are limită finită şi este divergent în caz 
contrar. 

 
 
Exemplu:  

Fie şirul { }na  cu termenul 
n

nan
1+

= . Desigur, pentru valori mari ale lui n fracţia se 

apropie de numărul unu. 

                                                       
nn

n 111
+=

+                                                (32) 

Atunci putem presupune că  

                                                  11limlim =
+

=
∞→∞→ n

na
nnn

                                      (33) 

 
Pentru a demonstra această limită, considerăm un 0>ε  arbitrar şi arătăm că N∃  astfel 
încât Nn >∀ să avem 

                                             ε<=−
+

=−
nn

nan
1111                                     (34)  



Din inegalitatea ε<
n
1 obţinem 

ε
1

>n . Atunci, pentru orice număr natural N  care 

excede pe 
ε
1  şi pentru toţi Nn > are loc ε<

n
1 , adică relatia (34) este adevărată. 

Conform definiţiei limitei, avem 1lim =
∞→ nn

a . 

 
 
Observaţie: 
In general numărul N este dependent de ε , adică ( )εNN = . In exemplul precedent, dacă 

1.0=ε , putem considera 10=N  sau cu orice număr mai mare decît 10. Dacă 01.0=ε , 
atunci 100=N  sau cu un număr mai mare decât 100.  
Numărul N din definiţia limitei nu este definit în mod unic de către ε , în sensul că dacă 
inegalitatea din definiţie are loc pentru 1Nn >  atunci ea are loc şi pentru toţi 2Nn >  cu 

12 NN > . In demonstrarea convergenţei unui şir este suficient să alegem un număr N 
astfel încât ε<− Aan  pentru orice Nn > . Nu este necesar să-l determinăm pe cel mai 
mic N care satisface această condiţie. 
 
 
Exerciţii: 
 

□ Să se arate că şirul cu termenul general 1
5 2n
na
n
+

=
+

 are limita 1
5

. 

□ Să se arate că şirul cu termenul general 
2

22 2n
na

n
=

+
 are limita 1

2
. Să se 

determine rangurile de la care începând toţi termenii şirului diferă de 1
2

 cu mai 

puţin de 1
10

, 1
100

. 

□ Să se arate că 
2

3

3lim 0
1n

n
n→∞

=
+

 

□ Să se arate că ( )2 2
lim 0

3

nn

nn→∞

+ −
=  

      
 
Teorema 1 (Criteriul de convergenţă Cauchy) 
Pentru ca şirul { }na  să fie convergent este necesar şi suficient ca pentru orice 0>ε  să 
existe numărul natural N astfel încât Nn >∀ , Nm >∀  
 
                                                       ε<− mn aa                                               (35) 
 
Un şir care satisface enunţul acestei teoreme se numeşte şir Cauchy. 



 
Altă formulare pentru criteriul Cauchy:  
 
   ( )0,   a.i. ,   avem n p nN n N p a aε ε ε+∀ > ∃ ∀ > ∀ ∈ − <  
 
Exerciţii: 
 

□ Să se demonstreze convergenţa pentru şirurile: 
 

            2

cos cos 2 cos
3 3 3n n

x x nxa = + + +…  

 

            2 2 2

1 1 11
2 3na

n
= + + + +…  

 
□ Să se arate că şirul următor este divergent: 

 

                   1 1 11
2 3na

n
= + + + +…  

 
 
Teorema 2 (Unicitatea limitei) 
 
Un  şir { }na  nu poate avea două limite distincte. 
 
 
Demonstraţie: Fie A o limită a şirului { }na  şi fie AB ≠ . Pentru a demonstra că B nu 
poate fi limită pentru { }na , considerăm un ε  atât de mic încât −ε vecinătatea lui A şi 
−ε vecinătatea lui B să nu se intersecteze. De exemplu, putem considera 3AB −=ε . 

 

 
Figura 1.4 unicitatea limitei 

 
 

Deoarece nn
aA

∞→
= lim , doar un număr finit de termeni na  se pot afla în afara intervalului 

deschis ( )εε +− AA , . Atunci, intervalul deschis ( )εε +− BB ,  conţine cel mult un 
număr finit de termeni na  şi deci B nu poate să fie limită pentru şirul { }na . 



 
 
 Şiruri mărginite 
 
Un şir { }na  se numeşte: 
a) mărginit superior dacă există un număr M astfel încât Man ≤ , n∀ . 
b) mărginit inferior dacă există un număr m astfel încât man ≥ , n∀ . 
c) mărginit dacă { }na  este mărginit superior şi inferior, adică dacă există numerele m şi 
M astfel încât Mam n ≤≤ pentru n∀ . 
 
 
Observaţie: Toţi termenii unui şir mărginit sunt conţinuţi în intervalul închis [ ]Mm,  de 
pe dreapta reală. 
 
 
Exemple: Şirul { } …… ,,,3,2,1 nn =  este mărginit inferior 
 

                 Şirul { }na  cu 
nn

nan
111

+=
+

=  este mărginit deoarece 21 ≤≤ na , n∀ . 

 
 
Altă definiţie a mărginirii: un şir { }na este mărginit dacă există un număr 0>K  astfel 
încât  
                                                            Kan ≤ ,  n∀                                         (36) 
 
Folosind simboluri logice putem rescrie această definiţie: 
 
                                      { }na mărginit ⇔ 0>∃K , n∀  Kan ≤  

                                      { }na nemărginit ⇔ 0>∀K , n∃  Kan >  
 
 
Exemplu:  
Arătaţi că şirul { }n2  este nemărginit. 
 
Intr-adevăr, pentru 0>∀K , n∃  astfel încât Kn >2 , adică Kn 2log> . Atunci, şirul { }n2  
este nemărginit. 
 
 
 
Definiţie: Un şir se numeşte divergent  la ∞  şi scriem ∞=

∞→ nn
alim  dacă, pentru orice 

0>M , oricât de mare, există un număr ( )MNN =  astfel încât: 



 
                                                   Man > ,  Nn >∀  
 
Un şir { }na  astfel încât 0>∀M , N∃  Nn >∀ , Man >  ( Man −< ) este divergent la 
∞+  (sau la ∞− ). In aceste situaţii scriem  

 
                                           +∞=

∞→ nn
alim      ( −∞=

∞→ nn
alim ) 

 
 
 
Teorema 3: Orice şir { }na  convergent este mărginit, adică există numerele m şi M astfel 
încât  
                                                   Mam n ≤≤ ,              n∀              
 
Demonstraţie: Fie nn

aA
∞→

= lim  şi fie 0>ε  un număr arbitrar. Atunci există N astfel încât 

intervalul deschis ( )εε +− AA ,  să conţină toţi termenii na  cu Nn >  şi Naaa ,,, 21 …  
sunt singurii termeni ai şirului ce se pot afla în exteriorul intervalului : 

 
Figura 1.5 Dispunerea termenilor şirului convergent 

 
 

Astfel, în exteriorul intervalului există doar un număr finit de termeni şi alegem a~  ca 
fiind egal cu cel mai mic dintre aceştia, iar â cu cel mai mare dintre aceştia. Considerăm: 
 
                                                  { }ε−= Aam ,~min  
                                                 { }ε+= AaM ,ˆmax  
 
Atunci, intervalul închis [ ]Mm,  conţine termenii Naaa ,,, 21 …  şi intervalul deschis 
( )εε +− AA , . Deoarece toţi termenii şirului na  cu Nn >  sunt în intervalul 
( )εε +− AA , , atunci intervalul închis [ ]Mm,  conţine toţi termenii şirului { }na . Rezultă 
că şirul este mărginit. 
 
 
 
Observaţie: Teorema 3 spune că mărginirea este o condiţie necesară pentru convergenţă, 
însă aceasta nu este şi suficientă. 



 
 
 
Exemplu: Şirul 
 
                                                        …,1,0,1,0,1                                       (37) 
 
este mărginit dar nu este convergent. 
 
 
Pentru a arăta că şirul dat este divergent presupunem contrariul, adică şirul (37) are limita 
A. Atunci pentru orice ε , de exemplu 41=ε , există N astfel încât 

                                                
4
1

<− Aan ,     Nn >∀  

Adică trebuie să aibă loc 

                                
4
10 <=− AA      şi      

4
11 <− A        Nn >∀  

                         ⇒       
2
1

4
1

4
1111 =+<+−≤+−= AAAA       absurd 

 
Presupunerea noastră de convergenţă este falsă. Şirul este divergent. 
 
 
Operaţii cu şiruri convergente 
 
Teorema 4: Fie { }na  şi { }nb  două şiruri convergente la A şi B respectiv, adică  
 
                                 lim nn

a A
→∞

=           lim nn
b B

→∞
=  

 
 Atunci următoarele limite există: 
 
                                     ( )lim lim limn n n nn n n

a b a b A B
→∞ →∞ →∞

+ = + = +                      (38) 

 
                                      ( )lim lim limn n n nn n n

a b a b A B
→∞ →∞ →∞

− = − = −  

 
                                    ( )lim lim limn n n nn n n

a b a b A B
→∞ →∞ →∞

⋅ = ⋅ = ⋅       

 

                                     
lim

lim
lim

nn n

n
n nn

aa A
b b B

→∞

→∞
→∞

= =     dacă 0nb ≠ pentru orice n şi lim 0nn
b

→∞
≠ . 

                        
Demonstrăm doar prima operaţie cu limite de şiruri. 
 



Demonstraţie:  Fie 0>ε  un număr arbitrar. Deoarece Aann
=

∞→
lim , 

                               1N∃   astfel încât 
2
ε

<− Aan ,    1Nn >∀                      (39) 

Similar, deoarece Bbnn
=

∞→
lim  

                                2N∃   astfel încât 
2
ε

<− Bbn ,    2Nn >∀                     (40) 

Considerăm { }1 2max ,N N N= . Atunci pentru n N∀ >  are loc: 
 

                 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2n n n n n na b A B a A b B a A b B ε ε ε+ − + = − + − ≤ − + − < + =  

Astfel, 
 

0ε∀ >    N∃  a.î. n N∀ >  ( ) ( )n na b A B ε⇒ + − + <  
 
Cu definiţia limitei, rezultă că A B+  este limita şirului { }n na b+ .  
 
 
Regula cleştelui: Fie { }na , { }nb  şi { }nc  trei şiruri de numere reale care verifică 
inegalităţile: 
                                          n n na b c≤ ≤ ,    n ∗∀ ∈  
 
Dacă { }na  şi { }nc  sunt convergente la acelaşi număr A, atunci şi { }nb  este convergent la 
aceeaşi limită A.  
 
Exerciţii: 
 

□ Fie şirul: 
 

               
1

0 1
1

0 1

k k
k

n p p
p

n na
n n

α α α
β β β

−

−

+ + +
=

+ + +
…
…

 

 

Să se arate că 0

0

0,         

lim ,       

,        

nn

k p

a k p

k p

α
β→∞

⎧ <
⎪
⎪= =⎨
⎪
⎪∞ >⎩

 

 

□ Calculaţi:  2

1 2 3lim
n

n
n→∞

+ + + +…  



□ Să se arate că lim 0
2nn

n
→∞

= ,  
2

lim 0
!n

n
n→∞

= ,  2lim 0
!

n

n n→∞
=  

□ Calculaţi limitele şirurilor cu termenul general: 
 

                   ( )1na n n n= + −              1 1

3 5
3 5

n n

n n na + +

+
=

+
 

 
 
Şiruri monotone 

 
 

Un şir { }na  se numeşte: 
a) crescător dacă 1 2 1n na a a a +≤ ≤ ≤ ≤ ≤… … . 
b) descrescător dacă 1 2 1n na a a a +≥ ≥ ≥ ≥ ≥… … . 
c) monoton dacă  { }na  este fie crescător fie descrescător. 

 
Un şir { }na  crescător este mărginit dacă este mărginit superior, adică dacă există un 
număr M a.î. ,  na M n≤ ∀  şi toţi termenii şirului sunt conţinuţi în intervalul închis 

[ ]1,a M .  

Un şir { }na  descrescător este mărginit dacă este mărginit inferior, adică dacă există un 

număr m a.î. ,  na m n≥ ∀  şi toţi termenii şirului sunt conţinuţi în intervalul închis [ ]1,m a . 
 
 
Teorema 5: Orice şir monoton şi mărginit are limită. 
 
 
Demonstraţie:  
Deoarece şirul  { }na  este mărginit, termenii şirului formează o mulţime care are 
supremum şi infimum. Fie M supremum pentru mulţime şi arătăm că lim nn

a M
→∞

=  cu 

condiţia ca şirul să fie crescător. 
           Din definiţia lui supremum pentru 0ε∀ >  există Na  a.î.  
 
                                                  NM a Mε− < ≤  
 
                                                   0 NM a ε≤ − <  
 
Deoarece s-a presupus { }na  crescător avem 
 
                                     0 ,     n NM a M a n Nε≤ − ≤ − < ∀ >  



 
                                              0 ,      nM a n Nε≤ − < ∀ >  
 
                                                  ,       na M n Nε− < ∀ >  
 
Ceea ce stabileşte că M este limita şirului { }na . 

In mod asemănător se poate arăta că lim nn
a m

→∞
=  cu condiţia ca  { }na  să fie descrescător şi 

mărginit şi m să fie infimum pentru mulţimea termenilor.  
 
 
Observaţie: Pentru ca un şir să fie convergent nu este necesar ca şirul să fie monoton. 
 
  
Exemplu:  

Şirul ( ) 11 n

n

+⎧ ⎫−⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 nu este monoton dar converge la zero. 

 
 
Lema Cantor  
 
          Fie şirul de intervale închise 
 
                                         [ ],n n na bσ = ,      1, 2,n = …  
 
a.î. 1n nσ σ+ ⊂ , 1, 2,n = …şi 0n n nd b a= − →  pentru n →∞ . Atunci există un singur 
punct care aparţine la toate intervalele nσ .  
 
Lema Cantor se referă la proprietatea numerelor reale de a umple dreapta reală fără a lăsa 
goluri pe aceasta.  
 


