9.5 Fluxul unui vector printr-o suprafata deschisa-continuare

Observatie: Daca vrem sa calculam fluxul vectorului
a= P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]’+R(x,y,z)lg

prin suprafata S definitd de ecuatia z= f (x, y), prin proiectia pe planul xy, nu este

necesar si determinim vectorul unitate /i’ normal la suprafati. In locul acestuia este
suficient vectorul normal:
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ox 0oy

ii=+grad|z—f(x,y)]= i(—

Formula de calcul a fluxului devine:

2 2
1+ [%j + [QJ dxdy
s 5 _ ox oy
w z=f(x,y)

o= o' pi= [ (o)
= !(5,75)‘ dxdy=ij{(—P(X,y,f(x,y))%_Q(X,y,f(X,y))%+R(x,y,f(x,y))jdxdy

Exemplu:

Calculati fluxul vectorului &= xzi prin fata externi a paraboloidului z=1-x" -y’

marginit de planul z =0 (z > 0) .
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ﬁzgrad(z—l+x2+y2)=2x17+2y]+l€
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= f(x.y) :sz(l_xz_yz)

o= HZX2 (l—x2 —yz)dxdy

Xy

Datoritd simetriei domeniului D, , transformdm integrala in coordonate polare.
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e Proiectia pe trei plane de coordonate
Fie S o suprafata proiectabild in mod unic pe cele trei plane de coordonate. Notam cu D,
D, s1 D, proiectiile lui S pe planele xy, xz s1 yz respectiv.
Ecuatia F (x, ¥,z)=0 care defineste suprafata S este rezolvabild in mod unic, in fiecare

argument, adica exista
=fi(y.2), y=hfh(xz), z=fi(xy)
Fluxul vectorului
a= P(x,y,z)f +Q(x,y,z)j' +R(x,y,z)/€
prin suprafata S a cdrui vector unitate normal este
i’ =cosa [ +cos B j+cosy k
poate fi scris astfel:

D= 'U(Ez,ﬁo)da = J‘J[P(x,y,z)cosa+Q(x,y,z)cosﬂ+R(x,y,z)cos;/]a’a

S



Avem 1n vedere ca:

docosa =tdydz
docos f =xdxdz
do cosy =xdxdy

cu semnul fiecarei formule ales n corespondenta cu semnul lui cosa, cos f, cosy, pe
suprafata S, fluxul devine:

() :i-“.P[f1 (y,z),y,z}dydzi”Q[x,fz(x,z),z}dxdzi”R[x,y,fS(x,y)}dxdy

D vz

Exemplu:

Calculati fluxul cAmpului vectorial &= yi +2zj+xk prin triunghiul din planul
x+y+z=1,1>0,taiat de planele x=0, y =0, z=0 (unghiul y este ascutit).
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Toate integralele din formula fluxului se iau cu plus.

o= ﬂ vdydz +H zdxdz + J j xdxdy
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9.6 Fluxul unui caimp vectorial printr-o suprafati inchisa

Teoremii: Daci intr-un domeniu G < R’, componentele cAmpului vectorial

&:P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]’+R(x,y,z)l; (1)

. . . .. 0P 00 . : . :
sunt continue si au derivatele partiale 5 o o continue, atunci fluxul campului
x Oy Oz

vectorial @ prin orice suprafatd inchisa S neteda pe portiuni, din domeniul G, este egal
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Aceasta este formula Gauss-Ostrogradsky. Aici 7" este vectorul unitate al normalei

exterioare la suprafata S si q.j'f) noteaza fluxul printr-o suprafatd Inchisa.
N

Exemple:
1. Determinati fluxul vectorului @=2xi —(z—1)k prin suprafata inchisa:

S:{x’+y'=4,2=0, z=1f

prin definitie si cu formula Gauss-Ostrogradsky.

- Cu definitia:

O=0, +D, +D,

D, = ” ")do = Hz 1)do = ”da——ﬂRz 4x
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Avand 1n vedere simetria suprafetei, vom folosim coordonate cilindrice:

x=2cosp

y=2sing do = 2dpd=
zZ =2z

27

®3—Id(pj4cos 02dz = 4_[ (1+cos2¢p)do =87
0

O=-A4r+0+87r=4r

- Cu Gauss-Ostrogradsky:

-m(gf o, Z}JV [[a-0-1)av = v -4z

o

2. Determinati fluxul vectorului 7 =xi + yj + zk prin sfera de razd R si centru
originea sistemului de coordonate prin definitie si cu formula Gauss-Ostrogradsky.

z

nad

Figura 9.18

- Cu definitia:

i’ este vectorul unitate normal la sfera



Q()_XZ?-ij-i-Z _z
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(7 *°)=(f,1j=R—=R=ct
R) R

= Cﬂ)(?,ﬁo)dﬁ =R<j;6 do = R4zR> = 47 R®

Sk

- Cu Gauss-Ostrogradsky:

—HI[aP 9, aRjdV [0t #1107 =3][far - LA

3. Determinati fluxul vectorului d = 3xi — )/ — zk prin prin suprafata Inchisa:

prin definitie si cu formula Gauss-Ostrogradsky.
- Cu definitia:

O=d, +D,

Figura 9.19



D, = J.J.Zznl da J.J.zda 0
Si

i, =grad(z+x2+y2—9):2xf+2y]+l€

CDz—” a, n2 dO' .” (a,n,) - f(xy)dxdy
S, D,,
(c?ﬁ ) =(6x2—2y2—z) =7x*—y* -9
LRAY) 2:97/\,27)}2 z=9—x2—y2

Avand in vedere simetria suprafetei, vom folosim coordonate polare:

{x=pCOS(p p:0->3
y = psing 9027
(DZ_.U Z o) dxdy Q‘ 7x - —9)dxdy

xy

2z 3 27 3
= Id(ﬂ (7,02 cosz(p—p2 sin2¢1—9)pdp= J‘dqp.[(sz cosz(/)—pz—9)pdp
0 0 0 0

27[ p4 4 2 3 27[ 81 81
= 8L cos? _p__9p_ d j 162cos> p——-"=|d
-([[ 4 ¢ 4 2 . 9= o ¢ 4 2 ¢

2z
I (8l+8lcos2¢—&]d¢) =§2ﬂ = Eﬂ
4 2
0
- Cu Gauss-Ostrogradsky:

o= M[Zf L, aZJdV f[f-1-)av = [[fav

Avand in vedere simetria suprafetei, vom folosim coordonate cilindrice:

x=pC(‘)S(0 p:0->3
y=psme dV = pd pdpdz 9027

z2=z z:059-p’
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Remarca: Cand suprafata S este deschisd, adesea este convenabil sda inchidem
suprafata si sa utilizim formula Gauss-Ostrogradsky.

Exemplu:
Determinati  fluxul vectorului a= ( Y +z’ )f —y*j+2 yzlg prin  suprafata

S:x*+z =), (0<y<1).

l_,] b 1

Figura 9.20
Suprafata S reprezinti un con cu axa Oy. Inchidem conul cu discul X din planul y =

Notatii: @, fluxul necunoscut
@, fluxul prin

O+, m@i ‘9;0; Z]dV jﬂo 2y+2y)dV =0

O +D,=0 = & =—],

0, [[ (3o [ )i~ ([ i~ [Jr-

D, =—0, =



9.7 Divergenta unui camp vectorial

Consideram campul vectorial al vitezelor dintr-un fluid in miscare. Fie S o
suprafatd inchisa in fluid.
- Daca fluxul prin § este pozitiv, aceasta sugereaza cd pentru spatiul marginit de
S, iesirea de fluid este mai mare decat intrarea. Spunem ca existd surse in S
care genereaza fluid.
- Daca fluxul prin S este negativ, intrarea este mai mare decat iesirea. Spunem
ca existd absorbtie in S pentru fluid.
In consecinti, cantitatea:

®= gEJS(a i’ Mo 3)

caracterizeaza natura campului vectorial din interiorul suprafetei S, anume prezenta
punctelor sursa si absorbtie de camp in interiorul lui S. Conceptul de flux al unui vector
printr-o suprafatd inchisa conduce la notiunea de divergenta a campului. Divergenta unui
camp vectorial este o functie scalard care asociaza un numar fiecarui punct din camp.

Fie M un punct dat din cAmp. Inchidem punctul cu o suprafati arbitrard S, de
exemplu o sferd cu o raza suficient de mica. Notdm cu (¥) domeniul marginit de S si cu V'
volumul acestuia.

Fluxul vectorului @ prin S este:

® = @(a,ﬁO o (4)

Consideram raportul:

E— )

Deoarece numaratorul ne indicd generarea realizata de sursele din (V), atunci raportul (5)
ne indicd generarea medie din unitatea de volum sau cantitatea de surse pe unitatea de
volum.

Definitie: Daca raportul (5) are limita finitd atunci cand (/) se reduce la punctul M,
atunci aceastd limitd defineste divergenta campului vectorial a in punctul M si se

noteaza div ZI(M) :

divd(M)= lim S—— 6)



Daci div d(M)> 0, atunci in punctul M avem o sursa de camp.

Daca div a (M ) < 0, atunci in punctul M avem un punct de absorbtie de camp.

Observatie: Conform definitiei, divergenta unui camp vectorial @ in punctul M este o
densitate volumica a fluxului cimpului vectorial a in acel punct.

e Metoda de calcul a divergentei in coordonate carteziene

Fie campul vectorial:

ﬁ:P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]'+R(x,y,z)lg (7)
. : . .. OP 00 OR .
cu componentele functii continue care au derivate partiale 5 o continue pe o
X Oy Oz

vecinatate a punctului M.

Aplicam teorema Gauss-Ostrogradsky fluxului cAmpului @ prin orice suprafatd inchisa S
din vecinatatea lui M, care contine punctul M:

fhlai)ao=[l[| 5+ 5+ 5 1 ®
Gx oy 82
Integralei triple din dreapta 1i aplicam teorema de medie:
{p(a.i")do = (6P+aQ+6RJ 4 (9)
s ox 0Oy Oz i,
Substituim aceasta relatie in definitia (6):
div d(M) = lim o 8Q R (10)
()->m 6x oy 62

Cand (V) se reduce la punctul M si M, — M , si cu ipoteza de continuitate a derivatelor

partiale, avem:

diva(M)= 8—P+6—Q+6—R (11)
ox oy 0z),
divc‘z:a—P+a—Q+a—R (12)

ox Oy 0Oz



Toate cantitatile din formula (12) se calculeaza 1n acelasi punct.

Formula Gauss-Ostrogradsky poate fi rescrisa:

{p(a.7")do = wdiv adv

N

e Reguli de calcul pentru divergenta
1. Liniaritate
div(Ca, +Cya, +...+C,a,) = Cdiv a,+ C,div a, +...+ C,div a,
unde Cj, C, ..., C, sunt constante.
2. Divergenta unui vector constant ¢ este nula.
divc=0
3. Divergenta produsului unei functii scalare «(M ) cu un vector a(M):

div(uc?) =u div ﬁ+(grad u,&)

Intr-adevar, dacd @ = Pi + Oj + Rk , atunci

div(uc?) = div(qu + uQ7 + uRl;)= ﬁ(gP) + a(;lQ) + ﬁ(gR)
X Y z

:ua—P+ua—Q+ua—R+a—uP+a—uQ+a—uR
ox oy 0z Ox oy 0z

=u div Zi—i-(grad u,Zi)

Exemplu:
Calculati divergenta vectorului:

Y

-0

= plr " = plr).

(13)

(14)

(15)

(16)



unde 7 =xi + yj + zk sir= |;7| este distanta de la origine la un punct arbitrar M (x, y,z).

div i = div{mfj _20) g, f+(gmd@,7J

r r

P -
Wr=— .

gradwz[wj grad r = r '(r)z—(p(;») -0

(gmd (0(1’),;J ZLNJ'(F);(D(F) FO,FJ _ o' (r)-o(r) () o(r)

div =3 (r )+¢,'(r)_¢(r”) :2¢(r”)+¢,(r)

Definitie: Daci in toate punctele unui domeniu G < R’, divergenta unui cAmp vectorial
a definit pe G, este nula, adica:
diva=0 (17)

atunci campul se numeste solenoidal pe domeniul G.

Observatie: In camp solenoidal, fluxul cdmpului vectorial prin orice suprafatd inchisa S

din camp, este nul
ff(a.i o =0 (18)

N

e Proprietatile unui cAmp solenoidal (fara surse)

Fie X o suprafatd pland in campul vectorial a si fie y frontiera lui X, adica
y =0%. Totalitatea liniilor de camp care trec prin frontiera y formeaza un tub vectorial.

Consideram o sectiune arbitrard a tubului X, . Normala 7, la X, este orientatd in directia
campului a.

Teoremal: Intr-un camp solenoidal a, fluxul vectorului @ prin orice sectiune a unui tub
vectorial este acelasi.



Figura 9.21

Demonstratie: Fie X, si X, doud sectiuni arbitrare, care nu se intersecteaza, ale aceluiasi
tub vectorial. Trebuie sa aratam ca:

”(ﬁ’ﬁlo)dgzy(ﬁﬁé))dﬂ (19)

Z,

Notdm cu X, suprafata laterald a tubului, cuprinsd intre cele doud sectiuni arbitrare. Cele
trei suprafete X, X, si X, formeazd impreund o suprafatd inchisa X =% +2%, +Z,.
Deoarece campul a este presupus solenoidal, avem:

(a7 Jo =0

z

Cu proprietatea de aditivitate a fluxului, putem scrie:
([ Mo+ [[ (@~ o+ [[ (.7 e = 0
poN 3 o

Pe suprafata T, care este formatd din linii de cAmp, avem 7 | @ . Atunci, (Zl,ﬁ;) )= 0 pe

suprafata X, si astfel ultima integrala este nuld. Deci,



Fie L un contur inchis, orientat, care este frontiera suprafetei X. Vom spune ca L
este bordul orientat al suprafetei X.

Figura 9.22

Consideram vectorul normal 7 la ¥ astfel incat sa existe o legaturd directd intre 7 si
parcurgerea bordului L.

Teorema 2: Intr-un cadmp solenoidal a, fluxul vectorului a prin orice suprafata care are
acelasi bord orientat este acelasi, adica:

[[ @i o = [[(a. o (20)

Observatie: Intr-un camp solenoidal liniile de cdmp nu incep si nu se termind in camp.
Acestea pot fi curbe Inchise sau deschise ce pot avea capetele pe frontiera domeniului pe
care e definit campul.

Figura 9.23



Exemplu:
Consideram campul produs de o sarcind punctuald g plasatd in originea sistemului de
coordonate. Intensitatea campului este:

unde 7 =xi + yj +zk si V=|77|=«/x2+y2+22

Pentru » #0 avem

Campul E este solenoidal in orice domeniu G care nu contine punctul O(O, 0, 0) .

Fluxul cAmpului £ prin sfera Sg de raza R si centru punctul 0(0,0,0) este:

® = cﬁ.)(E,ﬁO)da - @(%?O,W}za =%<ﬁ§da 2%472'132
Sy s,

Sk

O =4rq

Fluxul cdmpului E prin orice suprafatd inchisd care contine originea 0(0,0,0) este

4rq .



