Cap. IX Analiza vectoriala

9.1 Camp scalar. Derivata dupa o directie

Fie u= f(M) sau u=f(x,y,z) un cdmp scalar definit de o functie scalara

f:R’ - R.De exemplu, un cAmp de temperaturi sau un cAmp de presiune.

In spatiul R’, considerim un punct M, si o directie definita de un vector [ . Fie

= Al . Cresterea campului asociata

un alt punct M astfel incat M M Hi si notam ‘MOM

modificdrii argumentului de la M 1a M, este

A= £ (M)~ f (M,) m

Definitie: Derivata campului u = f (M ) in punctul M dupad directia [ este prin definitie:
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Figura 9.1

Observatie: In conditii de diferentiabilitate, in coordonate carteziene, derivata campului
scalar dupad o directie se poate calcula astfel:
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unde cosa, cos f si cosy sunt cosinusii directori ai vectorului M M sau [ .

Exemplu:
Determinati derivata cAmpului scalar u = xe’ + ye* —z* in punctul M, (3, 0, 2) in directia

punctului M, (4, 1, 3)
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Concluzie: —| =-—=>0, deci campul scalar creste Tn M, in directia data.
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Caz particular:
Pentru un camp plan u = f (x, y) derivata campului in punctul M, dupd directia [ este:
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unde unghiul & reprezinta unghiul dintre vectorul / si axa Ox.

Exemplu:
Calculati derivata campului scalar u =arctg xy 1n punctul Mo(l,l) de pe parabola

y=x" in directia curbei (in sensul cresterii abscisei).
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9.2 Gradientul unui camp scalar

Fie un camp scalar definit de functia scalara
u=f(x,z) )
unde f'este o functie diferentiabila.

Definitie: Gradientul unui camp scalar u intr-un punct dat M (x, v, z) , este vectorul notat

grad u , definit prin:

grad u=a—uf+8—u]+a—u/€ (6)
ox Oy 0z

Acesta este dependent de functia de camp si de punctul in care se calculeaza.

Fie 7° vectorul unitate in directia ]

[°=

|~

= cosai +cos 3] +cos yk (7)

—~I

Atunci, relatia (3) care defineste derivata unui camp scalar dupa o directie poate fi scrisa
sub forma unui produs scalar:

%z(grad u,fo) (8)

Adica, derivata campului scalar u dupa directia [ este egald cu produsul scalar al
gradientului cAmpului cu vectorul unitate 7°.

Proprietatile gradientului:

1. Gradientul campului scalar are directia perpendiculara pe suprafetele de nivel sau
pe curbele de nivel daca campul este plan.

grad u 1 suprafata de nivel u = ct



Daca pentru o functie de doud variabile, curbele de nivel arata ca in figura 9.3,
atunci vectorul grad u va fi perpendicular pe aceste curbe.

y

gradu

n=ct

X

Figura 9.3
Exemplu:
Pentru un camp scalar liniar:

u=ax+by+cz, ab,ceR
grad u = af+bj+cl€
O suprafatd de nivel pentru acest cAmp are forma:
ax+by+cz=ct
Vectorul normal la aceasta suprafatd (plan) este:
ii=ai +bj + ck

Exemplu:

A 2, .2 . .22
Pentru un camp scalar plan u =x~ + y~, curbele de nivel sunt cercuri x~ + y~ =ct

grad u=2xi +2yj

et

gradu

Figura 9.4
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2. Gradientul este orientat In sensul cresterii functiei de camp.

3. Lungimea (modulul) gradientului este egala cu cea mai mare derivata dupa o
directie in punctul cdmpului in care se calculeaza gradientul.

2 2 2
maxa—u:|grad u|: [%J + ou J{@_uj 9)
ol ox oy 0z

Observatie: In aceasta formula maximul se ia dupa toate directiile posibile Intr-un punct
dat al campului.

Intr-adevir,
%:(grad u,i°)=|grad u|-1-COS(p (10)

unde ¢ este unghiul dintre vectorii / si grad u. Cum valoarea maximd a lui cosg este
unu, atunci valoarea maxima a derivatei ou/ol este |grad u].

Exemplu:
In punctul M (1,1,1) determinati directia de variatie maxima a campului scalar:
u=xy+yz+xz

si valoarea acestei variatii maxime.



Directia de variatie maxima a cAmpului este data de grad u:
grad u =(y+z)f+(x+z)j'+(y+x)/€
grad u(M,)= 20 +2j +2k

Acest vector determind directia de crestere maxima a campului in punctul M, (1, 1,1).

Marimea acestei variatii maxime a cAmpului in punct este:

max%:‘grad u(MO)‘:\/22 +22427 =23

Marimile care sunt independente de alegerea sistemului de coordonate si
caracterizeaza anumite proprietdti ale unui obiect, se numesc invarianti pentru obiect. De
exemplu, lungimea unei curbe este un invariant, unghiul dintre tangenta la curba si axa
Ox nu este un invariant.

Definitia invarianta a gradientului unui camp scalar: Gradientul unui camp scalar este
un vector cu directia de-a lungul normalei la suprafata de nivel, cu sensul in directia
cresterii functiei de camp. Marimea gradientului este egald cu cea mai mare derivatd dupa
o directie intr-un punct dat.

In consecintd, marimea si directia gradientului caracterizeaza rata de crestere a cAmpului.
Forma invarianta a gradientului este:

grad u:|gmd u|ﬁ° (11)

unde 7’ are directia cresterii cAmpului, iar | grad u| =0Ou / On . Atunci:

grad u =" (12)
on

o ou - . - .
Intr-adevar, daca 1in 5:( grad u,l 0) inlocuim [/ —>#n, obtinem

Ou o\ . . Ou 0 —0) . Ou
—n=(grad u,no) si apoi a=(|grad u|n°,n°) si atunci a=|grad ul.
Exemplu:

Determinati gradientul functiei distanta r=d (M,,M):



r= =5 ) +(r=2) +(z=2,) (13)

unde M (x,y,z) este un punct arbitrar din camp, iar M, (x,,,.z,) este un punct fixat
din camp.
Suprafetele de nivel sunt sfere cu centrul in M (x,,,,2,) .

grad r = @7+@]+@1€
ox Oy oz

(x—xo)f+(y—y0)j+(z—zo)l€

ol o )
unde 7 este vectorul unitate in directia M,M .
Concluzie: grad r =7’ (14)
e Proprietati de calcul:
1. grad(Cu(M))=Cgrad u(M), C=const (15)
2. grad (u+v)=grad u+grad v (16)
3. grad (uv)=v grad (u)+u grad (v) (17)

Intr-adevar,

( ou 8\/)7 ou  Ov)- ( ou 8vj~
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=V grad(u) +u gmd(v)



4. gmd(ﬂj _vgrad = gradv ¢ (18)
v %
5. grad F(u)zF'(u)grad u (19)

Intr-adevar,

gradF(u): . i+ & Jj+ . k
- F ()4 F’(u)%]+F’(u)%k
:F'(u)grad u
Caz particular: grad F(r)=F'(r)r° (20)

9.3 Camp vectorial. Linii de camp si ecuatiile diferentiale ale acestora

Definitie: Daca in fiecare punct M (x, y,z) al spatiului, este definit vectorul:

Zz=5(M)=P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]’+R(x,y,z)lg (21)
se spune ca s-a definit campul vectorial a .

Exemple:
Campul de forte F, campul de viteze v dintr-un fluid in miscare.

In continuare, desenam cateva campuri vectoriale plane.

) F=3i+j
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Figura 9.7



Figura 9.7b

Geometric, un camp vectorial poate fi reprezentat prin linii de camp. Linia de
camp a unui camp vectorial @ este o curba astfel Incat o tangenta la ea in orice punct M
are aceeasi directie ca si vectorul de cAmp a din acel punct.

—
M a(M)
r—

Figura 9.8

e Ecuatiile diferentiale ale liniilor de camp

Fie un camp vectorial definit de vectorul

Zi:P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]’+R(x,y,z)E (22)



unde P(x, y,z), Q(x, y,z), R(x, y,z) sunt functii continue cu derivate partiale

marginite.

Consideram in camp, o curba definita vectorial:

F(t)=x()7 +y () F+2(0)k (23)

Vectorul F(t) este vectorul de pozitie al unui punct care se misca pe curba, iar ¢ este

parametrul curbei. Atunci, vectorul tangent la curba este

dr (1)
dt

T =

24)

Din definitia liniei de cAmp, curba (23) este linie de cdmp daca vectorii

a :P(x,y,z)f+Q(x,y,z)]’+R(x,y,z)l;

si
@ _deg v deg
dt dt dt dt

sunt coliniari in fiecare punct al liniei de camp. Conditia de coliniaritate pentru vectori
constd 1n proportionalitatea coordonatelor acestora. Deci, pe linia de cAmp, trebuie sa fie
satisfacute relatiile:

dx _ dy _ dz (25)

P(x, y,z) Q(x,y,z) R(x,y,z)

Aceste ecuatii diferentiale ale linilor de cdmp formeaza un sistem de ecuatii diferentiale,
care prin integrare ne dau:

{(A (x,3,2)=C, 26)
X

Acesta este un sistem de ecuatii din care determindm liniile de cAdmp ca intersectie de
doud suprafete. Prin modificarea parametrilor C; si C, vom obtine o familie de linii de
camp.

Exemplu:
Determinati liniile de cAmp pentru cAmpul @ = xi + yj + 2zk .

Ecuatiile diferentiale ale liniilor de camp sunt:



b _dy_d:

x y 2z
Sau:
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Integrind:

mQ+mM=mM
InC, +21n|x| = 1n|z|
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Figura 9.9

Intersectia planelor y=Cx cu cilindrii parabolici z=C,x* reprezinta o familie de linii de
camp cu doi parametri C,,C, eR.

9.4 Fluxul campului vectorial printr-o suprafatd

Consideram campul de viteze v al unui fluid in miscare. Fie £ o suprafatd in
camp. Curgerea fluidului prin £ este cantitatea de fluid care trece prin X in unitatea de



timp. Aceastd curgere poate fi calculata usor dacd viteza v este constanta si suprafata X
este plana.
Curgerea fluidului va fi egald cu volumul corpului cilindric cu baze paralele (X))

si generatoarea cu lungimea |\7 , deoarece 1n unitatea de timp fiecare particuld se

deplaseaza un drum egal cu |\7

, in directia lui v .

Figura 9.10

Curgerea va fi:
O=S-h (27)

unde S este aria bazei X, i1ar h= pr,v :(ﬁ,ﬁo) este indltimea cilindrului. Aici, 7 este

vectorul normal la baza X .

In concluzie, pentru o viteza constantd v si o suprafata pland X, curgerea este:
® =(7,7")-S (28)
Daca viteza v variaza continuu §i dacd suprafata X este neteda atunci putem imparti X

in bucdti partiale X, (k =1,2,..., n) atat de mici Incat sd putem aproxima pe fiecare X, ca

fiind plana si vectorul v constant pe aceasta.

Intrucat curgerea fluidului prin £ este egald cu suma curgerilor prin toate
bucitile partiale X, , vom scrie urmatoarea formula aproximativa pentru curgere:

Oz i(a,ﬁ‘))P ‘Ao, (29)
k=1 k



unde Py este un punct din bucata X,, Ao, este aria lui X, , iar (\7,130) este produsul

B

scalar calculat cu v si 7° considerati in punctual P, €%, .

Figura 9.11

Curgerea prin X va fi limita relatiei precedente (29), atunci cand cel mai mare
dintre diametrele bucdtilor partiale X, tinde la zero

® =£i£r3;(\7,ﬁ°)& ‘Ao, =Lj(ﬁ,ﬁ°)da (30)

unde d este cel mai mare dintre diametrele bucatilor partiale X, (k = 1,...,n). Integrala

care defineste curgerea fluidului este o integrala de suprafata a functiei scalare (\7 ] 0) pe

suprafata X.
In analogie cu notiunea de curgere printr-o suprafatd, vom introduce notiunea
de flux a unui vector a prin suprafata X .

Definitie: Fluxul unui vector a printr-o suprafatd ¥ este integrala pe suprafata X a
proiectiei lui @ pe normala la suprafata:

q>=Lj(5,ﬁ°)da=Ljandmg(a,d&) (31)

unde dé =i'do .

Observatie: Integrala din definitie existd dacd campul vectorial @ = Pi +Qj +Rk este
continuu, adica componentele sale P(x,y,z), O(x,y,z) si R(x,y,z) sunt continue, si

daca suprafata ~ este neteda.



Exemplu:
Consideram campul electric produs de o sursd punctiforma plasata in originea sistemului
de coordonate. Intensitatea campului intr-un punct oarecare P va fi:

~_ 4 —o
E==7r
)

unde ¢ este sarcina, 7 = OP este vectorul de pozitie al punctului P. Vrem sd calculam
fluxul lui E prin Sk, o sferd cu razi R si centrul in originea sistemului de coordonate.

e Proprietatile fluxului unui vector printr-o suprafata

1. Liniaritate

J..[(/lc?+ylg,ﬁ0)d0:lJ;J.(é,ﬁo)dawLyLJ-(l;,ﬁo)da (6)

z

2. Aditivitate Daca =%, UZ,,
J[(@i*)do=[[(@.i")do+][(d.i")do ™
z PN 3,

3. Fluxul depinde de orientarea suprafetei, adicd de orientarea normalei la o
suprafata. Conceptul de flux stabilit se referd doar la suprafetele cu doud fete



(orientabile). Notdm cu X" fata lui X pe care consideram normala 7, si cu X~ fata
lui Z pe care consideram normala —7 . Evident i’ = —ﬁf .

y(a,ﬁ?)da:—g(a,ﬁf)da (8)

Exemplu:
Calculati fluxul vectorului de pozitie 7 = xi + )7 + zk prin suprafata unui cilindru circular

drept cu Tndltimea H , raza bazei R si axa egala cu axa z.
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Figura 9.13

X=%+2,+2,
O=D +D, +D,
(77) = pry7 =
r,nl)—prﬁ]nr—R

®, = [[(7.ii} )do = R|[do = R2zRH
%, 3



®, = [[ (7.4} )do =0
Z

O=@, +D,+D, =27R’H+7R°H+0=37R’H

9.5 Fluxul unui vector printr-o suprafata deschisa

Metode de calculare a fluxului unui vector printr-o suprafata deschisa:
e Proiectia pe un plan de coordonate.

Fie S o suprafata proiectabild in mod unic intr-un domeniu D, din planul xy. Suprafata S
poate fi definita de ecuatia z = f (x, y) , §1 deoarece elementul de suprafatd pe S este

do =BV _ 1+(@] o L axay 9)
|cos7/| ox oy

fluxul prin S inseamna integrala dubla:

o- ey I

a,ﬁ‘))
|COS }/| 7f(x )

dxdy (10)

Observatie: Vectorul unitate 7i° al normalei la fata aleasi a suprafetei se determini cu:

A

o grad[z—f(x,y)] . 8xl 8yj+ (11)
[erad[z—f (x.7) J1+(@f)2+(@fj
Ox oy

Semnul plus corespunde unui unghi y ascutit intre normala 7’ si axa z, iar semnul minus
corespunde unui unghi y obtuz.

—
a’ n .o . . A .
Simbolul ( ) inseamna cd ar trebui sd substituim £ (x, y) in locul lui z.

|COS }/| z=/(x.y)



Exemplu: Determinati fluxul vectorului a@ = y*; + zk prin o parte a suprafetei parabolice

z=x"+y’ tdiatd de planul z =2 . Normala se considera spre exteriorul paraboloidului.

et

Figura 9.14

Proiectia suprafetei parabolice pe planul xy este:
D, = {(x,y), X'+’ < 2}
Vectorul unitate normal la suprafata se calculeaza astfel:

grad(z—x"=y")  0xi 2y +k

JAx* +4y° +1

Deoarece vectorul unitate normal la suprafatd 7i’, formeazi un unghi obtuz cu axa Oz,
alegem semnul minus.

7’ =+

_‘gmd(z—xz—yz) -

2xi +2yj -k
P xi +2yj —k

Vax® +4y° +1

(@)=

a,n —_—_—
JAx* +4y* +1

1

JAx® +4y* +1

cosyz&(ﬁo,l;):—



;—\/4)52 +4y" +1

|cos y| -

2

=2y’ —x'—y
|cos }/|

3_
:{ 2y = -«/4x2+4y2+1J
z:f(x,y)

JAxP +4y7 +1

z=x?+y?

) :J;J.(&,ﬁo)daz ”(2)}3 —x’ —yz)dxdy

D,

Datorita simetriei domeniului D, transformdm integrala in coordonate polare.

X=pcosp 0:0>2
y=psing 0:0->2x
2r 2 27 5 4 V2
@:Id¢J‘(2p3sin3¢—p2)pdp:J‘ 2sjn3¢p__p_ do
0 0 s 5 4 .

|

0

[30) s o-4(12)"Jao-

:%JET(]—COS2 go)sin(pd(o—zfdgo: —%ﬁj‘(l—tz)df—zﬂ =-2r
0 0 1



