Cap. VIII Integrale curbilinii

8.1 Integrale curbilinii de primul tip

O curba parametrizata continud AB se defineste cu ajutorul a doud functii continue
@,y 11 > R, unde I =[t,.t].
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Figura 8.1
Ecuatiile parametrice ale curbei AB sunt:
{x:(p(t)’ t,<t<t { parametru (1)
y=y(t) o
Ecuatia vectoriala a curbei AB este:
FO)=p(0)i+y(1)j @)

Curba 4B este curba parametrizatd neteda , daca functiile (o(t) s l//(t) au derivate

continue pe intervalul 7 =[7,,1].

Fie AB o curba plana, netedd sau netedd pe portiuni, si fie f (M ) o functie

definita pe AB sau pe un domeniu D care-l contine pe AB.



el

Figura 8.2

Consideram punctele 4= 4, 4,,4,,...,4, = B pe curba AB. Pe fiecare arc partial 4,4, ,,

alegem un punct arbitrar M, si apoi construim suma:

o= (M)A 3)

unde A/, = lungimea arcului partial 4, 4, ,,.

Suma (3) se numeste sumd integrald pentru f (M) pe curba AB.

Fie Al cea mai mare dintre lungimile arcelor partiale, adica

Al = max Al, (4)

0<k<n-1

Definitie: Dacd suma integrald (3) are limitd finitd pentru A/ — 0, care sd fie
independentd de modul de impartire a lui 4B in arce partiale si de alegerea punctelor M, ,

atunci aceastd limita se numeste integrala curbilinie de primul tip a functiei scalare
£ (M) pe curba 4B.

Notatii: j f(M)dl  sau j f(x,y)dl unde punctul (x,y)e 4B
AB AB

Conform definitiei avem:

Al—0

[ r(m)ai= limnif(Mk)Alk (5)

Spunem ca f (M ) este integrabila pe curba AB , iar AB se numeste contur de integrare.



In cele ce urmeazd demonstram existenta integralei curbilinii de primul tip.

Astfel, pentru curba AB consideram drept parametru, lungimea / a arcului care incepe in
punctul initial 4.

A
Figura 8.3

Cu acest parametru /, curba 4B poate fi definitd cu ajutorul ecuatiilor naturale:

{xzx(l), 0<I<L 6)
y=y(1)

unde L este lungimea curbei AB. Cu aceastd definitie a curbei, functia f (M), definita pe

curbi va fi functie de o singuri variabila /: f (x(l ).»(! ))

Notam cu [/ valoarea lui / corespunzatoare punctului M; de pe curbd, unde
k=0,1,...,n—1. Suma integrald (3) poate fi rescrisa:

o= 1 (x(5)y (1) )

1
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Aceasta suma corespunde integralei definite:

[0 0 ®)

Deoarece sumele integrale (3) si (7) sunt egale, atunci si integralele
corespunzitoare sunt egale, si avem:

L

ALf(M)dljf(X(l),y(l))dl 9)

Teoreméa: Daca f (M ) este continua pe curba netedd 4B, atunci integrala curbilinie

[ f(M)dl exista.



Proprietati:

1.Valoarea integralei curbilinii de primul tip este independenta de sensul de integrare.

[ r(myai=T f(m)d (10)

2. Liniaritate: Daca exista integralele curbilinii pentru functiile f (M ) s g(M ) pe
curba 4B si daca «,feR, atunci existd §i integrala curbilinie a functiei
af (M)+ pg (M) pe curba AB astfel incat:

[[af(M)+Bg(M)]dl=a| f(M)di+p | g(M)dl (11)

AB

3. Aditivitate: Daca Ce AB i existd I f (M )a’l, atunci existd si integralele:

AB

[r(m)al, | (M)l si
[ f(m)di= T f(M)di+ [ f(M)dl (12)

4. Daca f(M) >0 pe curba AB, atunci

J'f(M)dlzo (13)

5. Daca f (M ) este integrabild pe curba AB, atunci si ‘ f (M )‘ este integrabild pe curba
AB si are loc:

jf(M)dl

< Hf(M)\dl (14)

6. Formula de medie: Daca f (M ) este continuda pe curba AB, atunci pe curba exista cel

putin un punct M,, astfel incat:

[ r(m)ai=r(m, ) (15)

unde L este lungimea curbei AB.



o Calcularea integralei curbilinii de primul tip

Fie curba AB definita prin ecuatiile parametrice:

t, <t<y ¢ parametru

x=o(1) A—t=t,
y=y(1) B—t=t,

Ipoteza: functiile (p(t) s l//(t) sunt continue pe [to,tl] impreund cu derivatele go'(t) s
w'(t) si mai mult

[o/ ()] +[w' ()] >0

Elementul de arc al curbei este:

di= [/ (0)] +[v' ()] a (16)

Atunci:

AJB S (xy)dl = I Flo@)w O O +[v' (1) d (17)

Integrala din dreapta este una definita.

Observatie: Daca curba 4B este definitd in mod explicit, adica y= g(x), xXe [a,b],

unde g(x) este continuu diferentiabild pe [a,b], si

A—>x=a
B—o>x=b

iar x este considerat parametru, atunci:

If(an/)dl=j.f(x,g(x))wllJr[g'(x)]zdx (18)

Integrala din dreapta este una definita.
o [ntegralele curbilinii de primul tip in spatiu

Fie curba AB definita prin ecuatiile parametrice:



y=y(t), t, <t<t, t parametru (19)

Integrala curbilinie de primul tip a unei functii scalare pe aceastd curba se reduce la o
integrala definitd astfel:

/;Lf(x,y,z)dl = jf(go(t),w(t),w(t))\/[(p'(t):lz +[1//'(;):|2 +[w'(t):|2dt (20)

Exemplu:

Calculati integrala curbilinie I(x + y)dl , unde L este conturul triunghiului cu varfurile in
L

punctele 0(0,0), 4(1,0) si B(0,1).

y
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Figura 8.4
Din aditivitate, avem:

I(x—ky)dlz I(x+y)dl+ j (x+y)dl+ I (x+y)dl

L 04

Integrala pe O4: 0<x<1, y=0, dl=dx, y'=0, dl=+1+0dx

1 2 !
1
= j(x+y)dl=jxdx=% :E

04 0 0

Integrala pe AB: 0<x<1, y=1-x, y'=-1, dl=w,1+(—1)2dx=\/5dx



= I(x+y)dl=J-(x+y)dlzj-(x+1—x)x/§dx=\/§x‘

AB B4 0

_

1
0

Integrala pe BO: 0<y<l, x=0, dl=dy

J(x+y)dl:%+ 2+%:1+\/§

L

8.2 Integrale curbilinii de al doilea tip

Fie AB o curbd pland, neteda sau neteda pe portiuni si orientata, si fie

F(M)=P(M)i+0Q(M)j (21)

o functie vectoriala definitd pe un domeniu D care contine curba AB.

e

A=A (x.y.) A (x
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Figura 8.5



Impartim curba 4B in arce partiale cu ajutorul punctelor 4= 4, 4,,4,,...,4, =B . Aceste
puncte au coordonatele (x,,¥,),(%,,),-...(x,,»,) respectiv. Pe fiecare arc partial

A, A, alegem un punct arbitrar M, (&,,7, ) si formdm suma:

n—1

U:ZP(é:kank)Axk+Q(§k’77k)AJ’k (22)

k=0

unde Ax, =x,,,—x,, Ay, =y,,, — V> k=0,1,...,n—1 sunt componentele lungimii arcului

partial. Considerdm A/ cea mai mare dintre lungimile arcelor partiale 4,4, ,,.

Definitie: Daca suma integrala are limitd finitd pentru A/ — 0, care sa fie independenta
de modul de Impartire a lui 4B in arce partiale si de alegerea punctelor M, , atunci

aceastd limitd se numeste integrald curbilinie de al doilea tip a functiei vectoriale F (M)

pe curba AB.

Notatie: I P(x,y)dx+ Q(x,y)dy

AB

Conform definitiei
n—1

| PLoy)de+Q(x.y)dy=1im > [ P(&om)Ax, +0(&om) ] (23)

AB

Teorema: Daca pe un domeniu D care contine curba 4B, functiile P(x, y) si Q(x, y)

sunt continue, atunci exista integrala

j P(x,y)dx+Q(x,y)dy

AB

Fie 7(M)=xi+)/ vectorul de pozitie al punctului M (x,y). Atunci,

dF =idx+ jdy si sub integrala de mai sus avem un produs scalar:
P(x,y)dx+Q(x,y)dy:(]3,d}7) (24)

In aceasti situatie integrala curbilinie de al doilea tip a functiei vectoriale F (M ) pe

curba AB poate fi notata pe scurt:

[ (F,ar) (25)

AB



o Calcularea integralei curbilinii de al doilea tip

Fie curba AB definita prin ecuatiile parametrice:

{x=¢0)

, t <t<t
y=y(1) '

1

Functiile go(t) sl l//(t) sunt continue pe [to,tl] impreund cu derivatele lor (/)'(t) s 1//'(t)
si pe masura ce ¢ parcurge intervalul [to,tl], punctul M (x, y) se misca pe curba 4B de la
AlaB.

Daca functiile P(x,y) si O(x,y) sunt continue pe un domeniu D care contine curba AB

atunci integrala curbilinie se reduce la o integrald definita:

J Plxy)dr+ 0(x.)dy = ([ Plo(e)w (1) 1)+ 000 () (0] 26)

4B o

Exemplu:
Calculati integrala .[ xdy — ydx

AB

1. pe segmentul de dreapta care uneste punctele A4(0,0) si B(1,1)

2. peparabola y=x" care conecteazi aceleasi puncte

y
BE(l1.1)
" }:X 2
J.%- K
Figura 8.6

1) Ecuatia dreptei AB este y =x, x fiind parametru cu 0<x <1, iar dy =dx.

j xdy — ydx = j(xdx—xdx) =0

AB 0



2) Ecuatia parabolei AB este y =x*, x fiind parametru cu 0<x<1, iar dy = 2xdx .

'[ xdy — ydx = j(x2xdx—x2dx) = szdx I l
0

AB 0

Observatie: Valoarea integralei curbilinii de al doilea tip depinde de drumul de integrare.

e Proprietatile integralei curbilinii de al doilea tip

1. Liniaritate Daca exista integralele I(E,d?) si j(ﬁz,df), atunci Va,feR
AB AB
existd si integrala:

[ (aF+ BE,,dF)=a [ (F,dF )+ B [ (F,.dF) 27)

AB

2. Aditivitate Dacd curba AB este reuniunea partilor AC si CB si dacd exista
I (F ,dr ), atunci exista si integralele j (}7“ ,dr ) si I(F“ ,dr ) si mai mult,

j(ﬁ,df): Ajc(ﬁ,df)+ j (F,d?) (28)

3. Spre deosebire de integrala curbilinie de primul tip, integrala curbilinie de al
doilea tip depinde de directia de parcurgere a curbei AB si schimba semnul la
modificarea sensului de parcurgere al curbei, adica

j Pdx +Qdy = — j Pdx + Qdy (29)
BA AB

Observatie: Ultima proprietate corespunde interpretarii fizice a integralei curbilinii de al
doilea tip ca lucrul mecanic efectuat de fortele de cAmp F de-a lungul unui drum:

modificarea sensului de miscare pe curba schimba semnul lucrului mecanic efectuat de
camp de-a lungul curbei.

e Relatia dintre integralele curbilinii de primul si al doilea tip

Consideram integrala curbilinie de al doilea tip:

j (F.dr) (30)

AB



unde AB este o curba orientatd (4 este punctul initial si B este punctul final) definitd de
ecuatia vectoriala:

F=7(1) 31)

unde / este lungimea curbei masurata in sens pozitiv.

|
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Figura 8.7

Fodr di =7dl (32)
di

Vectorul 7 este vectorul unitate tangent la curba 4B in punctul M.

[(F.ar)=[(F.zdl)= [ (F.%)al (33)

AB AB AB

Ultima integrala fiind o integrala curbilinie de primul tip.

8.3 Formula lui Green

Stabileste o legatura intre integrala curbilinie si integrala dubla, folositd mai
ales pentru calcularea integralelor curbilinii de-a lungul drumurilor inchise.

Teorema Green: Dacd pe un domeniu inchis D din planul xy, marginit de un contur L
neted pe portiuni, functiile P(x, y) s Q(x,y) sunt continue si au derivate partiale
. oQ . oP .
continue — $i —, atunci:
ox oy



qSde +0dy = ﬂ (a_gj —a—PJ dxdy (34)

Integrarea are loc de-a lungul frontierei L a domeniului D, frontiera parcursa astfel incat
domeniul D sa ramana in stanga.

Figura 8.8

o Aria unei figuri plane

Consideram P(x,y)=-y, O(x,y)=x. Atunci,

0_, o
ox oy

iar cu formula Green (34) obtinem:

CJS—ydx + xdy = H 2dxdy =28
L D

unde S este aria domeniului D.
In acest mod, am obtinut o formula pentru calculul ariei S a unui domeniu plan D
folosind integrala curbilinie pe frontiera L a domeniului D:

S:lcjsxdy—ydx (35)
2 L
Exemplu:
2 2
Calculati aria domeniului marginit de elipsa L: x_z + )b/—z =1
a

I X =acost
: . 2
y =bsint tef0,27)



1 17 : .
S=5C_dey—ydx=5j‘(acost bcost+bsint asmt)dt

L 0

2r
= lab'[ (cos2 { +sin? t)dt =rab
2 0

Observatie: Fie 4B o curbd in spatiu, neteda pe portiuni, orientatd. Presupunem cd pe un
domeniu Q, care contine curba AB, este definita o functie vectoriala:

ﬁ=P(x,y,z)f+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)l€ (36)

unde P, Q si R sunt functii continue pe Q.
Integrala curbilinie de al doilea tip in spatiu a functiei vectoriale F pe curba
orientatd AB este:

I (F“,d?) = j P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz (37)
AB AB
Exercitii:
x2 2
1) Calculati J-xy dl, unde L este un sfert din elipsa — + Z—z =1, aflat in primul cadran.
a

L

X =acost .
L: . te[O,—j
y =bsint 2

/2 /2
jxy dl = J. acost bsin t\/(—asint)2 +(bcost)2dt =ab j sintcostya? sin? ¢ + b2 cos? tdt
L 0 0

@ =sint

do =cost dt

_[xy di = abjwm dp= abij@
L 0 0

y/:b2+(a2—b2)g02

dy = (a2 -b? )2¢dgo



3/2 bad—b ab(a2+ab+b2)
dl = ah—— j dy=ab—— YV | _9° -
ny a ( \/— V=a 3 3 a2_b2 3(a+b)

(b)

2) Calculati j- d -, unde L este prima rotatie a curbei elicoidale:
TXT YTz
X =acost
L:3y=asint te[0,27z]

z=>bt

2
\/ —asint) 2y acost) +b?
'[ '[ 55 dt
x° +y +2° a® cos® t+a’sin® t+ bt

j”“ LN +sz

a’ +b*? a+b22

@ =>bt
do = bdt

—arctg —|
a al

I di_ +b2 T’ 2 +0% 1 o™
a’+¢° b

a* +b? 27h
= arctg
ab a

3) Calculati j- ydx+xdy, unde L este arcul de curba y=x’, care uneste punctul (0,0) cu

punctul (2,8).

Consideram x parametru, 0<x<2, y=x", dy=3x"dx.

2

2 3 .
jydx+ xdy = '[(x3dx+x3x2dx) = 4J.x3dx = 4% =16
L 0

0

4) Calculati j ydx+x*dy , unde L este este jumatatea superioara a elipsei:
L



. X =acost
| y=bsint ref0.7)

parcursa in sens invers acelor de ceas.
T
. 2 . 2
Iyzdx +x%dy = J-((b sin)” (—asint)+(acosr) bcost)dt
L 0

V4 V4
(—ab2 sin’ ¢ + a*b cos® t)dt = —asz(l—cos2 t)sintdt+a2b (l—sin2 t)costdl
0 0

S N

-1

-1 0
= ab? (—2 +§) = —iab2

=abzi(lwz)d¢+a2b£(l—¢2)d¢:abz (w—%}

3

1

8.4 Aplicatii ale integralelor curbilinii

O Masa unei curbe
O masa m este distribuitd pe o curba netedd L cu o densitate liniard (M ). Dacd f(M) si

L sunt cunoscute, ne propunem sa determinam masa .

Impartim curba L in n parti arbitrare M, M, (k=0,1,...,n—1) si estimdm masa
fiecarei parti M, M,,, presupunand ca pe fiecare din ele densitatea este constanta si egala

cu densitatea dintr-un punct al bucétii, de exemplu fie acesta punctul cel mai din stanga.
Astfel, densitatea pe bucata M, M, este f(M,).

Valoarea aproximativa a masei totale m a curbei este:

n—1

m=Y £(M)A (38)

k=0

unde A/, este lungimea partii M, M,,,. Eroarea de aproximare va fi cu atdt mai mica cu
cat numarul bucdtilor in care e Impartitd curba este mai mare. Consideram:

Al = max Al, (39)

0<k<n-1



Valoarea exactd a masei curbei L se obtine trecand la limita in suma (38):

n—1
m=lim " (M)Al (40)
k=0

Al—0

Cum aceastd limitd reprezinta definitia integralei curbilinii de primul tip, avem:

m=[f(M)d (41)

O  Aria unei suprafete cilindrice
Considerdm o curba 4B in planul xy si o functie continud f(M)>0 definitd pe curba.

Multimea de puncte (M S (M )) sau (x, v, f(x, y)) formeaza o curba pe suprafata cilindrica

cu baza curba 4B si generatoarele paralele cu axa Oz. Vrem sa determindm aria suprafetei
cilindrice ABCD marginitd inferior de curba AB, superior de curba :z=/(M),

M e curbei 4B, si verticalele AC si BD.

Z

_ Z=f(M /
- £0M,,) (M)

D

et

\,4 {\xv B

/ k +1
T'I.Ik
Figura 8.9

Pentru a rezolva problema, consideram etapele:
1) Impartim curba AB 1n n arce cu punctele:

A:MO’MI""’Mk’Mk-‘rl""’M :B



2) Din fiecare punct M, ridicdm perpendiculare pe planul xy, cu inaltimile f(M,).
Acestea vor imparti suprafata cilindrica ABCD in n fasii.

3) Inlocuim fiecare fasie cu un dreptunghi cu baza A/, unde A/, este lungimea
arcului MM, siindltimea egald cu /(M) intr-un punct al arcului, de exemplu M;. Aria
aproximativa a fasiei k va fi f (M, )Al, iar a suprafetei cilindrice ABCD:

-1

S="f (M)Al (42)

k=0

=

Continuarea in curs ©
O Calcularea lucrului mecanic



