7.7 Calcularea integralei triple in coordonate carteziene

Ca si in cazul integralei duble, problema se reduce la a scrie integrala ca o
succesiune de integrale simple.

Presupunem ca f (X,Y,z) este o functie continua pe un domeniu Qc R .
e Consideram domeniul Q un paralelipiped dreptunghic.

Q:{(x,y,z), a<x<b, c<y<d, ISZSm}

Proiectia lui Q pe planul yz este dreptunghiul:

R:{(y,z), c<y<d, ISng}
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Atunci, vom avea:
b
'm f(xy,z)dVv :Idxﬂ f(x,y,z)ds (76)
Q a R

Substituind integrala dubla cu o succesiune de integrale simple, obtinem:



Iﬂf(x,y,z)dv :j!dxj'dy]:‘f(x,y,z)dz (77)

Deci, dacd domeniul Q este un paralelipiped dreptunghic, putem reduce integrala
tripla la trei integrale simple.

Formula (77) poate fi rescrisa astfel:

(g = [ Fr .oy vy oo

unde D= {(X, y), a<x<b, c<y< d} este un dreptunghi in planul Xxy. Acest

dreptunghi este proiectia ortogonala a paralelipipedului Q pe planul xy.

Exemplu:
Calculati:
J.J-J.(xyz +x)dxdydz,  Q=[0,1]x[0,1]x[0,1]
Q
1 1 1
Hj(xyz +x) dxdydz = jdxjdyj(xyz +x)dz
Q 0 0 0
o2 [t xy ¢ x> 1 o5 st s
:E[dxﬂxy?+xzo}dy:l.dxz[(—+xjdy:£[7+xy] dx:I(ijdx:170:§

e Considerdm domeniul Q astfel Incat o suprafatd S care margineste domeniul QQ
este intersectatd de orice dreapta paraleld cu axa z in nu mai mult de doua puncte
sau dupa o dreapta. Presupunem ca suprafata S; margineste inferior domeniul Q si

este definitda de functia z =(p1(x,y) si ca suprafata S; margineste superior

domeniul Q si este definita de functia z =g, (X, y).

Proiectdm S; si S, pe planul xy intr-un domeniu D marginit de curba L . Domeniul Q este
marginit lateral de o suprafata cilindrica Sz cu generatoarele paralele cu axa z.
Prin analogie cu relatia (78) putem scrie:
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Daca domeniul D din planul xy este marginit de curbele y=l//1(X) si y=1//2(x) si

a<x<b, atunci integrala dubla poate fi inlocuita cu o succesiune de integrale simple:

H_[ f(xy,z)dV = j!dx%j ! dy%(fy) f(xy,z)dz (80)
Q a  w(x)  axy)

Aceasta este o generalizare a relatiei (77).

Exemplu:
Calculati volumul tetraedrului marginit de planele x=0, y=0, z=0 si
X+2y+2-6=0.

X:0—>6

y:0—> —§+3

2:0>6-x-2y

X
2 6-x-2y

¢ 3
\" :J-'Uldxdydz :jdx J- dy J- dz
Q 0 0
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7.8 Integrala tripla in coordonate cilindrice si sferice

Intr-o integrald tripla variabilele sunt schimbate in aceeasi manierd ca intr-o
integrald dubla. Presupunem ca f (X, Y, Z) este o functie continud pe un domeniu inchis

Qc R’ si functiile:
x=x(&mr), y=y(&nr), z2=2(&n.7) (81)

sunt continue impreuna cu derivatele lor partiale pe un domeniu inchis Q°. Mai mult,
presupunem ca functiile (81) stabilesc o corespondenta unu-la-unu intre punctele

(&,m,7)e Q)" sipunctele (X,y,2)eQ.



O schimbare de variabile intr-o integrala tripla este dictatd de formula:

m f(x, y,z)dxdydz:j[j f[x(&m7).y(Emr).2(Em.7)]|d|dédndr - (82)

unde J este jacobianul transformarii (81):
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Practic, frecvent o integrala tripld in coordonate carteziene este transformatd intr-o
integrald 1n coordonate cilindrice sau sferice.

e Integrale triple in coordonate cilindrice
In coordonate cilindrice, pozitia unui punct P(X, Y, Z) in spatiu este determinatd de trei
numere p,@,z dintre care p si ¢ sunt coordonatele polare ale proiectiei P’ a lui P pe
planul Xy si z este coordonata z a lui P. Numerele ( P, go,z) se numesc coordonate
cilindrice ale punctului P.
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0<p<+o0
0<p<2rx

—00 < Z <400 (84)



In coordonate cilindrice, suprafetele de coordonate p=ct, ¢ =ct si z=ct sunt

respectiv: cilindri circulari cu axa egald cu axa z, semiplane adiacente axei Z si plane
paralele cu planul xy.

Relatiile dintre coordonatele carteziene si cele cilindrice sunt:

X=pcos¢e
y=psing (85)
L=17

Aceste functii transformd domeniul Q" in Q si jacobianul transformarii este:

o 0p cosp —psing 0
J=ﬂ Y —|=|singp pcosp O|=p (86)
op Op 01
0 0 1
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Deoarece p >0, atunci |J| = p si pentru integrale triple formula (82) de transformare din

coordonate carteziene in coordonate cilindrice devine:

J]:[ f(x,y,z)dxdydz = J]:[ f[pcose, psing,z] pd pdpdz (87)
Q o}

Exemplu:
Determinati volumul corpului margint de suprafetele: z=X>+y’ si z=2-X" -y,

Intersectia celor doua suprafete este curba:

=1 cilind
L:{p cilindru

z=1 plan

Cu proiectia pe planul xy:

N L 1 cilindru
z=0 plan

p:0->1
0:0->27
Z:p2—>2—p2
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e Integrale triple in coordonate sferice
In coordonate sferice, pozitia unui punct P(X, y,z) in spatiu este determinatd de trei
numere I,p,0 dintre care r este distanta de la originea sistemului de coordonate la
punctul P, ¢ este unghiul dintre axa X si proiectia vectorului radial OP al lui P pe planul
Xy si 0 este unghiul dintre axa z si vectorul radial OP al lui P. Numerele (r,(p,é?) se
numesc coordonate sferice ale punctului P.

0<r<+w
0<p<2r

0<0=<rm (88)
In coordonate sferice, suprafetele de coordonate sunt:

r =ct sfere cu centrul in origine
@ =Ct semiplane adiacente axei z

@ =ct conuri circulare cu axa egald cu axa z
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Relatiile dintre coordonatele carteziene si cele sfericerice sunt:

X=rsinfdcos @
y =rsinfsin ¢ (89)
Z=rcosf

Aceste functii transforma domeniul Q" in Q si jacobianul transformarii este:

or op 00 sinfdcosep —rsinfdsing rcosfdcosg
J= ¥ N ¥ =[sin@singp rsin@cosp rcos@sing|=r’sind (90)
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Deoarece r’siné>0, atunci |J|=rzsin<9 si pentru integrale triple formula (82) de

transformare din coordonate carteziene in coordonate sferice devine:

”j f (x,y,z)dxdydz :”j f [rsin@cos @, rsin Osing,rcosO]r* sin fdrdpdd (91)
Q QF



Exemplu:
Determinati

volumul corpului marginit de suprafetele:
X’ +y +2°=b*, X’ +y>* =7, a<b.
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X*+y'+z7°=a

2

b

Domeniul Q se afla in interiorul conului. Cele doua sfere sunt concentrice. Datorita
simetriei domeniului vom trece la coordonate sferice.

X=rsinfdcos @
y=rsinfsing
Z=rcosf

Din ecuatiile sferelor avem a<r<b, iar din ecuatia conului determindm domeniul de
variatie a coordonatei 0.

X +y’ =

tg26 =1

&N

2

27 = r? sin29c0s2(o+ r2 sin? Hsinzqo: r2 cos® 6

T

0= ecuatia conului in coordonate sferice

V= J'.” 1dxdydz = I”rzsinedrdgode
Q o

27 nl4 b 3 b
= Idgo { sianerzdr =27 (—cos ) ”/4% =
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