7.5 Aria unei suprafete. Integrale de suprafata

Calcularea ariei unei suprafete. Consideram o suprafatd m care are proiectia pe planul
xy domeniul D. Aceasta suprafatd este descrisd de ecuatia z = f (x, y) )

Vom presupune suprafata neteda, adica pe D functia f (x, y) este continua si are derivate
partiale continue f’ (x,y) si fy' (x,y).
Incepem prin a defini aria unei suprafete. Impartim domeniul D, proiectia

suprafetei pe planul xy, in domenii partiale D;, D, ..., D,. Aceste domenii partiale nu au
puncte interioare comune si au ariile AS;, AS,, ..., AS,, respectiv. Fie d cel mai mare

diametru al domeniilor partiale D,, k=1,2,...,n. in fiecare D, , alegem 1n mod arbitrar

un punct P, (&,,7,). Acestui punct ii corespunde un punct M, (&,,7,,¢, ) pe suprafata n
unde ¢, = f(&.7;) -
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Construim un plan tangent la suprafata © in punctul M;. Ecuatia acestui plan este:

Z_é/k:f;c'(gk’nk)(x_egk)—l—f:v'(é:k’nk)(y_nk) 43)



Prin frontiera domeniului partial Dy construim o suprafata cilindricd cu generatoarele
paralele cu axa z. Aceastd suprafatd va intersecta planul tangent in M; dupd drumul 7
care va fi frontiera unei suprafete cu aria Ao, . Drumul 7 se proiecteaza pe planul xy in

frontiera domeniului partial D;. Supunem toate domeniile partiale Dy la aceeasi procedura
si consideram suma:

Y Ao, (44)
k=1
Definitie: Daca suma (44) are limita pentru d — 0, adica

lim) Ao, =S (45)
k=1

d—0

atunci S se numeste aria suprafetei m. Aici d este cel mai mare dintre diametrele
domeniilor partiale D,, k=12,...,n.

Vrem sa gasim o formula pentru a calcula aria unei suprafete.

Se stie ca aria proiectiei unei figuri plane pe un plan este egala cu produsul dintre aria
figurii care se proiecteaza si cosinusul unghiului ascutit dintre planul de proiectie si
planul in care se afla figura. Notdm cu y, unghiul dintre planul tangent la suprafata © in

M si planul xy.

plan tangent la =
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AS, =Ao,|cosy,| (46)
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Ao,

(47)

Unghiul y, este si unghiul dintre axa z i normala la planul tangent la suprafata © in

My. Vom nota normala la planul tangent la suprafata © in M, :

z =ﬂf!(§k’nk);+fy'(§k’77k)j_]€

Si vectorul unitate pe axa z:
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ZA@ :Z 1+[fx'(§k,77k)T +[fy'(§k,77k)} AS,

Prin ipotezd f, (x,y) si f, (x,») sunt continue pe D, si atunci functia:

2

\/l + [f (x,y)T + [fy' (W)}

este integrabild pe D. Pentru d — 0 suma (3.51) are limita finita:

2

giggmk =ij\/1+[fx’ (x,y)T + £ (n0) | ds

Cu relatia (45) care defineste aria S a suprafetei 7, obtinem:

Y (e)
S:H 1+(—Z] + £ dxdy
i ox oy

unde D,, este proiectia suprafetei © pe planul xy.

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(33)



Definitie: Expresia

oz (ezY
do=,1+| — | +| — | dxdy (54)
ox oy

se numeste element de suprafata.

Daca proiectia suprafetei © se face pe planul xz, atunci obtinem:

S= ﬂ \/H(%J +(%j dxdz (55)

unde D, este proiectia suprafetei © pe planul xz.
Daca proiectia suprafetei © se face pe planul yz, atunci obtinem:

S:H\/M(g—;j +(%j dydz (56)

unde D, este proiectia suprafetei © pe planul yz.

Exemplu:
Determinati aria suprafetei unei sfere cu raza R, centrul in originea sistemului de

coordonate si ecuatie x* +y° +z> =R”.
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Ecuatia semisferei superioare este:

z=+R* =52 —)?



Domeniul de integrare este discul circular x* + y* < R*
dxdy

SZZHL
5 /Rz_xz_yz

Datorita simetriei, transformam integrala in coordonate polare:

X =rcos¢e y=rsing J=r
R
rdrdp rdr NS K _ 2
S = ZRJ'I _2Rjd¢j—m_4;rR( JR: -1 )0 = 47R
Formule utile:
e Elementul de suprafata al suprafetei cilindrice cu raza R este:
do=Rdpdz (57)
e FElementul de suprafata al suprafetei sferice cu raza R este:
do=R’sinf d0 do (58)

Folosind formula (58) pentru elementul de suprafatd al unei suprafete sferice, putem
calcula aria sferei:

27 /2

2
S = 2J.J-R2s1n49d9d¢) 2R2J.d(p-|.sm9d9 2R*27(—cos6) é =47 R’



Integrala de suprafata

Consideram o functie continua f (M ) definiti pe o suprafati netedd m. Impartim
suprafata m in suprafetele partiale z,, 7,, ..., 7, cu ariile Ao,, Ao,, ..., Ao,

respectiv. In fiecare suprafatd partiald considerdm cate un punct arbitrar M,, M,, ...,

M, si construim suma

n

o= f(M,)Ac, (59)

k=1

suma ce o numim sumd integrald pentru f (M) pe suprafata 7.

Definitie: Daca cel mai mare diametru d al suprafetelor partiale 7, tinde la zero si suma
(59) are limita finita independenta de modul de impartire al lui © in suprafete partiale si
de alegerea punctelor M, , atunci aceastd limitd se numeste integrala lui f (M ) pe

suprafata © (integrala de suprafatd de primul tip) si se noteaza:

Hf(M)dO' sau Hf(x,y,z)a’a:}lig(}zn:f(Mk)Aak (60)

Observatie: Proprietatile integralei duble raman valabile si la integrala de suprafata.

Teoremi: Daca 7 este o suprafatd neteda definita de ecuatia z=¢(x,y) si ¢(x,y) are
derivate partiale continue pe domeniul D marginit si inchis si dacd f (x, y,z) este o

functie continud definitd pe w, atunci are loc:

Hf(x,y,z)da = Hf(x,y,(p(x,y))\/l+(g0x' )2 +(g0y' )dedy (61)

Integrala de suprafatd din stdnga existd daca existd integrala dubld din dreapta. D este
proiectia suprafetei  pe planul xy.
Observatie: Integrala J‘J. u#(P)do, cu u(P)=0 pe m poate fi interpretatd ca masa m a

stratului reprezentat de suprafata m, pe care masa este distribuitd cu densitatea de
suprafatd u = y(P).



Exemplu:
Determinati masa stratului parabolic:

Z=%(X2+y2) 0<z<1

a carui densitate variaza In acord cu functia =z

z

R 2

D
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Exerecitii:

. . . e e qe X z « A
1. Determinati aria unei parti din planul T+ 21221 care se afla intre planele de

a b c
coordonate.

R: %\/azb2 +b°c? +a’c?

2. Calculati aria paraboloidului x”+ y* =2az care se aftd in interiorul cilindrului
X’ +y’ =3a’.
R0
3

3. Calculati integrala de suprafatd H xyz dounde m este o parte a planului

/4

x+y+z=1 care se afla intre planele de coordonate.

B3

R:—
120

Vezi © seminar
7.6 Integrale triple

Formularea problemei

Presupunem cid un corp material ocupid o regiune tridimensionali Qc K. Mai
presupunem ca in fiecare punct al corpului cunoastem densitatea acestuia

p=u(P)=pu(x,y.z) (62)

Ne propunem sa determindm masa corpului. In acest scop, Impartim regiunea Q in
regiuni partiale Q , Q,, ..., Q cu volumele AV, AV,, ..., AV, , respectiv. In fiecare

Q, alegem un punct arbitrar F,. Presupunem cd densitatea corpului este aproximativ
constantd in interiorul unei regiuni partiale €, , si este egald cu ,u(Pk) Masa Am, a

regiunii partiale Q, este
Am, = u(P)AV, (63)

Masa intregului corp va fi:



m=2 u(F)AV, (64)

Fie d cel mai mare dintre diametrele regiunilor partiale €3, , k=1,...,n. Daca suma (64)

are limita finitd pentru d — 0, limita care sa fie independenta de modul de Tmpartire a lui
Q) in regiuni partiale si de alegerea punctelor P, € €2, , atunci aceastd limitd o consideram

a fi masa corpului.
m=1lm>" u(R)AV, (65)

Pe de alta parte, aceasta limita este cunoscutd ca fiind integrala tripla a functiei ,u(P) pe

domeniul Q, si se noteaza
ﬂjy dV—hmZy AV, (66)

Atunci
m= J-J"[,u dV Jﬂy X, Y,z )dxdydz (67)

Aici dxdydz este un element de volum dV in coordonate cartezienee.

Definitia formala a integralei triple Consideram o functie marginitd f (P) definita pe
un domeniu inchis Q. Impirtim Q in » regiuni partiale Q,, Q,, ..., Q,  si notim cu
AV,, AV,, ..., AV, , respectiv volumele acestora. In fiecare Q, alegem un punct arbitrar

B, (x,, ¥,z ). Construim suma integrald

o= f(R)AV, (68)

Fie d cel mai mare dintre diametrele regiunilor partiale Q, , k=1,...,n.

Definitie: Daca pentru d — 0 suma integrald (68) are limita independentd de modul de
impdrtire a lui Q in regiuni partiale si de alegerea punctelor P, €, , atunci aceastd

limita se numeste integrald tripld a functiei f'(x,y,z) pe Q si se noteaza

Jyf(x,y,z)dV sau Jyf(P)dV



Functia f'(x,y,z) se numeste integrabild pe Q. Prin definitie avem:

J.J-J.f(x’y’z)dV:}}g}gf(xkaykazk)AVk (69)

Teorema: Dacda o functie f (x, y,z) este continua pe un domeniu inchis Q, atunci
aceasta este integrabila pe Q.
Proprietatile integralei triple

Fie functiile f'(P) si ¢(P) integrabile pe domeniul Q.

1. Liniaritate

fg(af(f’)+ﬁ¢ ))dv = amf dV+ﬂm¢ (70)

unde a, B sunt constante arbitrare.
2. Monotonie Daca f(P) < (/)(P) pe Q, atunci

s pyav <[ffo(r n

3. Calcularea volumului Daca f(P) =1 pe Q, atunci
j j dv =V (72)
Q

unde ¥ este volumul lui Q.
4. Estimarea integralei Daca o functie f(P) este continud pe un domeniu Q inchis

si M si m sunt valorile sale maxima si minima, atunci
mV<mf P)dV <MV (73)
5. Aditivitate Dacd Q=Q, UQ,, si cele doud multimi nu au puncte interioare

comune, iar f (P) este integrabila pe Q, atunci f (P) este integrabila pe fiecare
Q, 51 Q, si

JJj s (pyav mf dV*[{If(P)dV (74)



Teorema de medie: Daca o functie f (P) este continua pe un domeniu inchis 2, atunci

existd un punct P, € Q) astfel incét
j [[r(Pyav=r(p,)v (75)

unde V este volumul lui Q.



