
7.4 Schimbarea de variabile în integrala dublă 
 
 
 
 
 
Coordonate curbilinii Presupunem că pe domeniul D∗ , din planul uv, sunt definite două  
funcţii: 
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continue şi cu derivate parţiale continue. 
Cu funcţiile (22), fiecărui punct ( ),M u v D∗ ∗∈  îi corespunde un punct ( ),M x y  în planul 

xy, şi mulţimii D∗ , îi corespunde o mulţime D de puncte în planul xy. 
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Spunem că funcţiile (22) transformă mulţimea D∗ în D. Presupunem că la puncte ( ),u v  

diferite, le corespund puncte ( ),x y  diferite. Acest lucru este echivalent cu a spune că 
funcţiile (22) sunt rezolvabile în mod unic în u şi v: 
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In acest caz, are loc o transformare unu-la-unu a domeniilor D şi D∗ .  Atunci, orice curbă 
continuă L D∗ ∗⊂  se va transforma într-o curbă continuă L D⊂ . 
 
Dacă funcţiile ( ),g x y  şi ( ),h x y  sunt continue, atunci orice curbă continuă L D⊂  se va 

transforma într-o curbă continuă L D∗ ∗⊂ . 



Definiţie: Deoarece cu o pereche de numere ( )0 0,u v  dată pentru variabilele u şi v din 

D∗ , putem determina în mod unic, nu numai poziţia punctului ( )0 0,M u v∗  din D∗ , dar şi 

poziţia punctului corespunzător ( )0 0,M x y  din D întrucât ( )0 0 0,x u vϕ= , ( )0 0 0,y u vψ= , 
putem considera numerele u şi v ca fiind noi coordonate ale lui M în planul xy. Acestea se 
numesc coordonate curbilinii ale punctului M. 
 

Mulţimea de puncte din D astfel încât una dintre coordonate să rămână 
constantă se numeşte linie de coordonate. Considerăm în (22) 0v v=  şi obţinem ecuaţiile 
parametrice ale liniei de coordonate: 
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                                             (24) 

 
Aici, variabila u apare ca un parametru. 
Dacă dăm lui v diverse valori posibile, vom obţine o familie de linii de coordonate v ct=  
în planul xy. În mod similar putem obţine o familie de linii de coordonate  u ct= . 
 
Dacă corespondenţa dintre  D∗  şi D este unu-la-unu, atunci liniile de coordonate ale unei 
familii nu se intersectează, şi prin orice punct a lui D trece o singură linie din fiecare 
familie. 
 
Observaţie: Reţeaua liniilor de coordonate curbilinii din planul xy este o reprezentare a 
reţelei dreptunghiulare din planul uv. 
 
Elementul de arie în coordonate curbilinii. Jacobianul. 
Într-un domeniu D∗  din planul uv considerăm un mic dreptunghi 1 2 3 4P P P P∗ ∗ ∗ ∗  cu laturile 
paralele cu axele u şi v şi având lungimile uΔ  şi vΔ  respectiv. 
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                                                              S u v∗Δ = Δ Δ  



Presupunem că 0uΔ >  şi 0vΔ > . 
Dreptungiul 1 2 3 4P P P P∗ ∗ ∗ ∗  se transformă cu funcţiile 
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în patrulaterul curbiliniu 1 2 3 4PP P P  din D. Dacă punctele iP∗  1, 2,3,4i =  au coordonatele  
 
                          ( )1 ,P u v∗ ,  ( )2 ,P u u v∗ + Δ ,  ( )3 ,P u u v v∗ + Δ + Δ ,  ( )4 ,P u v v∗ + Δ           (25) 
 
atunci, prin transformările (1) punctele corespunzătoare acestora, vor avea coordonatele: 
 
                               ( ) ( )( )1 , , ,P u v u vϕ ψ , ( ) ( )( )2 , , ,P u u v u u vϕ ψ+ Δ + Δ , 

                  ( ) ( )( )3 , , ,P u u v v u u v vϕ ψ+ Δ + Δ + Δ + Δ , ( ) ( )( )4 , , ,P u v v u v vϕ ψ+Δ + Δ    (26) 
 

 
Utilizăm formula Taylor pentru o funcţie de două variabile şi păstrăm doar 

termenii de prim ordin în uΔ  şi vΔ . Determinăm astfel, aproximativ, coordonatele 
punctelor  1 2 3, ,P P P   şi P4. 
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Astfel, 
 
                                  ( )1 ,P ϕ ψ    valori exacte 
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unde ϕ, ψ şi toate derivatele acestora sunt calculate în punctul ( ),u v . Cu coordonatele 
aproximative (4), patrulaterul 1 2 3 4PP P P  este paralelogram. Într-adevăr, 
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Putem exprima, aproximativ, aria SΔ  a patrulaterului 1 2 3 4PP P P  prin mărimea produsului 

vectorial 1 2 1 4PP PP
→ →

× , adică 
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Definiţie: Determinantul: 
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                                 (28) 

 
se numeşte determinant funcţional al funcţiilor ( ),u vϕ  şi ( ),u vψ  sau Jacobian. 
 
                                                                 S J u vΔ ≈ Δ Δ                                         (29) 
 
Şi reprezintă elementul de arie în coordonate curbilinii. Deoarece  
 
                                                                   S u v∗Δ = Δ Δ  

                                                                     S J
S∗

Δ
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Δ
                                             (30) 

 
Această ultimă relaţie este aproximativă. La limită, totuşi, când diametrele elementelor 

S ∗Δ  şi SΔ  tind la zero, aceasta devine exactă, adică 
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Valoarea absolută a Jacobianului este un fel de coeficient local de extensie a domeniului 
D∗  când este transformat în D cu funcţiile (22). 
  
Schimbarea de variabile în integrala dublă.  
Presupunem că două funcţii continue cu derivate parţiale continue 
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efectuează o transformare unu-la-unu  a domeniului D∗  în D. Considerăm că pe 
mulţimea D din planul xy este definită o funcţie continuă ( ),z f x y= . Iar pe D∗  este 

definită funcţia ( ),z F u v=  astfel încât: 
  
                                                      ( ) ( ) ( ), , , ,F u v f u v u vϕ ψ⎡ ⎤= ⎣ ⎦                               (33) 
 
Considerăm sumele integrale pentru funcţia z pe D şi D∗ . Şi, uzând de faptul că sumele 
integrale se stabilesc într-o manieră arbitrară, le vom forma astfel încât ele să conţină 
valori egale ale funcţiei pe  D şi D∗ . 
 
                                                      ( ) ( ), ,

D D

f x y S F u v J S
∗

∗Δ ≈ Δ∑ ∑                         (34)            

 
unde  S J S∗Δ ≈ Δ  şi ( ),J u v  este Jacobianul funcţiilor ( ),u vϕ  şi ( ),u vψ . Trecem la 

limită în relaţia (34) astfel încât cel mai mare diametru d ∗  al domeniilor parţiale kD∗  să 
tindă la zero. Atunci, 
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D D
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∗=∫∫ ∫∫  

 
Sau 
 
                                         ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,

D D

f x y dxdy f u v u v J u v dudvϕ ψ
∗
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unde 
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Formula (35) se numeşte formula Ostrogradsky sau transformarea de coordonate în 
integrala dublă.  
 
Observaţie: Atunci când 0d ∗ →  şi cel mai mare diametru d al domeniilor parţiale din D 
va tinde şi el la zero, deoarece transformarea (32) este continuă. 
Condiţia 0J ≠  presupune ca transformarea realizată de funcţiile ( ),x u vϕ=  şi 

( ),y u vψ=  să fie o transformare unu-la-unu locală. 
 
 
Teoremă: Pentru a transforma o integrală dublă definită în coordonate carteziene, într-o 
integrală dublă în coordonate curbilinii, trebuie să înlocuim în funcţia ( ),f x y  variabilele 

x şi y cu ( ),u vϕ  şi ( ),u vψ , respectiv, şi elementul de arie dxdy cu expresia sa în 

coordonate curbilinii dxdy J dudv= . 
 
Exemplu:  
Determinaţi aria figurii mărginite de hiperbolele 2xy a= , 2xy b= , unde 0x > , 0y > , 
0 a b< <  şi de dreptele y xα= , y xβ=  cu 0 α β< < . 
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Determinarea ariei domeniului D se reduce la calcularea integralei duble: 
 
                                                                     

D

dxdy∫∫  

 
Calcularea directă a acestei integrale este dificilă. Din acest motiv, folosim coordonate 
curbilinii u şi v astfel: 



                                             xy u=              şi            y v
x
=    

 
Alegerea este motivată de ipotezele: 2 2a u b≤ ≤  şi vα β≤ ≤ . În planul uv domeniul va fi 
un dreptunghi: 
                                            ( ){ }* 2 2, ,D u v a u b vα β= ≤ ≤ ≤ ≤  

 
Exprimăm coordonatele x şi y în funcţie de u şi v. Atunci, 
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=              y uv=  
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Cu formula (35)  Ostrogradsky, obţinem pentru ( ), 1f x y = : 
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2

2

2

* 2

2 21 1ln ln
2 2 2

b
b

a
D D a

dvS dxdy J dudv du u v b a
v

β
β

α
α

β
α
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Integrala dublă în coordonate polare 
 

O integrală dublă este frecvent simplificată printr-o schimbare a coordonatelor 
carteziene x şi y în coordonate polare r şi ϕ  cu formulele: 

 

                
cos
sin

x r
y r

ϕ
ϕ

=⎧
⎨ =⎩

   unde [ )0,r∈ +∞ ,  [ )0, 2ϕ π∈                             (37) 
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Jacobianul transformării este: 
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cos sin

sin cos

x x
rr

J r r r
y y r
r

ϕ ϕϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ

∂ ∂
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∂ ∂

 

Considerând J r= , putem scrie elementul de arie în coordonate polare: 
 
                                                   dS rdrdϕ=                                                                 (38) 

 
 
Mai mult, formula de trecere a integralei duble din coordonate carteziene x şi y 

în coordonate polare r şi ϕ  este: 
 
                                  ( ) ( ), cos , sin

D D

f x y dxdy f r r rdrdϕ ϕ ϕ
∗

=∫∫ ∫∫                             (39) 

 
 
Elementul de arie în coordonate polare pote fi obţinut şi din argumente geometrice: 
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                                          aria aria S ODC OABΔ = −  
 

                                               ( ) ( )2 221 1 1
2 2 2

r r r r r rϕ ϕ ϕ ϕ= + Δ Δ − Δ = Δ Δ + Δ Δ  

 
Renunţând la al doilea termen, vom obţine: 
 
                                           S r r ϕΔ ≈ Δ Δ   ⇒        dS rdrdϕ=  
 



Rezumat: Pentru a transforma o integrală dublă definită în coordonate carteziene într-o 
integrală dublă în coordonate polare, trebuie să înlocuim argumentele funcţiei x şi y cu 

cosr ϕ  şi sinr ϕ  respectiv, şi să înlocuim elementul de arie în coordonate carteziene dxdy 
cu elementul de arie în coordonate polare rdrdϕ . 
  

Calcularea integralei duble în coordonate polare ca o succesiune de integrale simple 
 
 
I. Originea sistemului de coordonate O se află în exteriorul domeniului de integrare 

D.  
Fie domeniul D astfel încât orice vector radial cu originea în O, adică o linie de 
coordonate ctϕ = , să intersecteze frontiera lui D în nu mai mult de două puncte sau după 
un segment (C şi E în figura 7.17). Notăm valorile extreme ale unghiului polar cu 1ϕ şi 

2ϕ . Se observă că unghiul ϕ ia valori în intervalul [ ]1 2,ϕ ϕ  pentru domeniul D din figură. 
Valorile 1ϕ şi 2ϕ  vor fi limite de integrare. Vectorul radial 1ϕ ϕ=  trece prin punctul A al 
frontierei domeniului D, iar vectorul radial 2ϕ ϕ=  trece prin punctul B.  
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Punctele A şi B împart frontiera lui D în părţile ACB şi AEB. Ecuaţiile acestora în 
variabile polare sunt ( )1r ν ϕ=  şi ( )2r ν ϕ=  respectiv, unde ( )1ν ϕ  şi ( )2ν ϕ  sunt funcţii 



univoce, continue care satisfac condiţia ( ) ( )1 2ν ϕ ν ϕ≤ , [ ]1 2,ϕ ϕ ϕ∀ ∈ . Funcţiile ( )1ν ϕ  şi 

( )2ν ϕ  vor fi limite de integrare: 
 

                                ( ) ( )
( )

( )22

1 1

, ,
D

F r rdrd d F r rdr
ν ϕϕ

ϕ ν ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ=∫∫ ∫ ∫                                  (40) 

 
Caz particular:  
Aria S a domeniului de integrare D se poate calcula considerând ( ), 1F r ϕ = : 
 

                                 ( ) ( )
( )

( )22 2

1 1 1

2 2
2 1

1
2

S d rdr d
ν ϕϕ ϕ

ϕ ν ϕ ϕ

ϕ ν ϕ ν ϕ ϕ⎡ ⎤= = −⎣ ⎦∫ ∫ ∫                            (41) 

 
 
II. Originea sistemului de coordonate O se află în interiorul domeniului de integrare 

D.  
Fie domeniul D un domeniu stelar, astfel încât orice vector radial cu originea în O, adică 
o linie de coordonate ctϕ = , să intersecteze frontiera lui D într-un punct sau după un 
segment. Fie ( )r ν ϕ=  ecuaţia frontierei domeniului în coordonate polare. Atunci: 

                                     ( ) ( )
( )2

0 0

, ,
D

F r rdrd d F r rdr
ν ϕπ

ϕ ϕ ϕ ϕ=∫∫ ∫ ∫                              (42) 
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Exemplu: 
Calculaţi integrala: 
 

                                              
2 2

1
1D

L dxdy
x y

=
+ +

∫∫  



Unde ( ){ }2 2, 1, 0, 0D x y x y x y= + ≤ ≥ ≥  este un sfert din cercul unitate, adică primul 

cadran. 
 

Trecem la coordonate polare: 
 
                                           cosx r ϕ=                 siny r ϕ=  
 
Atunci domeniul de integrare va fi un dreptunghi: 
 

                                            ( )* , 0 1,0
2

D r r πϕ ϕ⎧ ⎫= ≤ ≤ ≤ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭
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