7.4 Schimbarea de variabile in integrala dubla

Coordonate curbilinii Presupunem ca pe domeniul D, din planul uv, sunt definite doua
functii:

x=¢(u,v)
{y =y (u,v) 22

continue si cu derivate partiale continue.
Cu functiile (22), fiecarui punct M" (u,v)e D" ii corespunde un punct M (x,y) in planul

xy, si multimii D", 1i corespunde o multime D de puncte in planul xy.
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Spunem ca functiile (22) transforma multimea D" in D. Presupunem ca la puncte (u,v)

diferite, le corespund puncte (x, y) diferite. Acest lucru este echivalent cu a spune ca

functiile (22) sunt rezolvabile in mod unic in u §i v:

{” =g(x) 23)

In acest caz, are loc o transformare unu-la-unu a domeniilor D si D*. Atunci, orice curba
continud L' < D" se va transforma intr-o curba continud L < D.

Daca functiile g(x, y) sl h(x, y) sunt continue, atunci orice curba continud L — D se va

transforma intr-o curba continua L' < D*.



Definitie: Deoarece cu o pereche de numere (u,,v,) datd pentru variabilele u si v din
D", putem determina in mod unic, nu numai pozitia punctului M (uo, vo) din D*, dar si
pozitia punctului corespunzator M (x,,y,) din D intrucat x, =@ (uy,v, ), vy =¥ (t5.v,)

putem considera numerele u si v ca fiind noi coordonate ale lui M in planul xy. Acestea se
numesc coordonate curbilinii ale punctului M.

Multimea de puncte din D astfel incat una dintre coordonate sa ramana
constantd se numeste /inie de coordonate. Considerdm in (22) v =v, si obtinem ecuatiile

parametrice ale liniei de coordonate:

{x:go(u,vo) (24)
y=y ()

Aici, variabila u apare ca un parametru.
Daca dam lui v diverse valori posibile, vom obtine o familie de linii de coordonate v = ct
in planul xy. In mod similar putem obtine o familie de linii de coordonate u =ct.

Daca corespondenta dintre D* si D este unu-la-unu, atunci liniile de coordonate ale unei
familii nu se intersecteaza, si prin orice punct a lui D trece o singura linie din fiecare
familie.

Observatie: Reteaua liniilor de coordonate curbilinii din planul xy este o reprezentare a
retelei dreptunghiulare din planul uv.

Elementul de arie in coordonate curbilinii. Jacobianul.
Intr-un domeniu D" din planul uv consideram un mic dreptunghi PP, PP, cu laturile
paralele cu axele u si v si avand lungimile Au i Av respectiv.
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AS™ = AuAv



Presupunem ca Au >0 si Av>0.
Dreptungiul PP P P, se transforma cu functiile

{xz(p(u,v)

y=p ()

in patrulaterul curbiliniu AP,PP, din D. Dacé punctele B i=1,2,3,4 au coordonatele

Pl*(u,v), Pz*(u+Au,v), P;(quAu,erAv), Bf(u,v+Av)

(25)

atunci, prin transformarile (1) punctele corespunzatoare acestora, vor avea coordonatele:

B (¢(u,v),1//(u,v)), P, (¢(u +Au,v),l//(u +Au,v)) ,

fg((p(u+Au,v+Av),l//(u+Au,v+Av)), ﬂ(¢(u,v+Av),w(u,v+Av)) (26)

Utilizam formula Taylor pentru o functie de doud variabile §i pastrdm doar
termenii de prim ordin in Au si Av. Determindm astfel, aproximativ, coordonatele

punctelor B,P,P, siP,.

£y = () + L

ox

Ax+ g
(xo’J’o) ay

Astfel,

R (p,y) valori exacte

P, ¢>+a—¢)Au, t//+6—WAuj
ou ou
P, (o+a—¢Au+a—(pAv, 1//+a—l//Au+a—l//Av
ou ov ou ov
P, ¢+6—¢Av, 1//+6—WAv]
ov ov

27)

unde @, y si toate derivatele acestora sunt calculate in punctul (u,v). Cu coordonatele

aproximative (4), patrulaterul P.P,P,P, este paralelogram. Intr-adevar,

PP =PP =" nui+%Y puj
ou ou



Putem exprima, aproximativ, aria AS a patrulaterului £ P, PP, prin marimea produsului

. - - .
vectorial PP,x PP, , adica

i iR
AS =|PPx PP =% au Yonu 0
ou ou
994, WA, o
ov ov
N I [
=k AulAv ou  Ou = AuAv ou  Ou
%9 oy %9 oy
ov Ov ov  Ov

Definitie: Determinantul:

op(u,v) oy (u,v)
ou ou
J = 28
op(u,v) oy (u,v) (25)
ov ov

se numeste determinant functional al functiilor (0(u,v) sl 1//(u,v) sau Jacobian.
AS ~|J| AuAv (29)

Si reprezinta elementul de arie in coordonate curbilinii. Deoarece

AS™ = AuAv
AS
~|J]

~ 30
AS” (30)

Aceastd ultima relatie este aproximativa. La limita, totusi, cdnd diametrele elementelor
AS” si AS tind la zero, aceasta devine exacta, adica

| (u.v)| = lim A5 31)

diamAS* -0 AS'™



Valoarea absoluta a Jacobianului este un fel de coeficient local de extensie a domeniului
D" cand este transformat in D cu functiile (22).

Schimbarea de variabile in integrala dubla.
Presupunem cd doud functii continue cu derivate partiale continue

x=¢(u,v)
{y =y (u,v) G2

efectueazd o transformare wnu-la-unu a domeniului D° in D. Consideram ca pe
multimea D din planul xy este definitad o functie continud z = f (x, y). Iar pe D" este

definitd functia z = F (u,v) astfel incat:

F(u,v) = f[(p(u,v),l//(u,v):' (33)

Consideram sumele integrale pentru functia z pe D si D" . Si, uzand de faptul ca sumele
integrale se stabilesc intr-o manierd arbitrard, le vom forma astfel incat ele sa contina

valori egale ale functiei pe D si D*.

> f(xy)AS ~ ZF(u,v)|J|AS* (34)

D

unde AS ~|J|AS" si J(u,v) este Jacobianul functiilor ¢(u,v) si y (u,v). Trecem la
limita in relatia (34) astfel incat cel mai mare diametru d” al domeniilor partiale D, sa
tinda la zero. Atunci,

1) = [[ i)l )5

Sau
ij f(x, y)dxdy=g FLo(uv).w (uv) || (u,v)|dudv— (35)
unde
o ox
=2t o (36)

ou Ov



Formula (35) se numeste formula Ostrogradsky sau transformarea de coordonate in
integrala dubla.

Observatie: Atunci cand d* — 0 si cel mai mare diametru d al domeniilor partiale din D
va tinde si el la zero, deoarece transformarea (32) este continua.

Conditia J #0 presupune ca transformarea realizata de functiile x=g0(u,v) si

y =y (u,v) si fie o transformare unu-la-unu locala.

Teorema: Pentru a transforma o integrald dubla definitd in coordonate carteziene, intr-o
integrald dubla in coordonate curbilinii, trebuie sd inlocuim in functia f (x, y) variabilele

x siycu @(u,v) si w(u,v), respectiv, si elementul de arie dxdy cu expresia sa in
dudv .

coordonate curbilinii dxdy = |J

Exemplu:
Determinati aria figurii mirginite de hiperbolele xy =a’, xy=»b", unde x>0, y >0,
O<a<b sidedreptele y=ax, y=px cu O<a<pf.

D*
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Determinarea ariei domeniului D se reduce la calcularea integralei duble:
” dxdy
D

Calcularea directa a acestei integrale este dificild. Din acest motiv, folosim coordonate
curbilinii u si v astfel:



Yo,
X

Xy=u si

Alegerea este motivata de ipotezele: a> <u<b* si a <v< . In planul uv domeniul va fi

un dreptunghi:
D’ :{(u,v)‘cf <us<b,a SvSﬂ}

Exprimdm coordonatele x si y in functie de u i v. Atunci,

XZJE y =i
\%

o o [
J:au 8v=2\/; 2vlv =L

¥ oW | Nu | 2
ou Ov 2\/; 2\/;

Cu formula (35) Ostrogradsky, obtinem pentru f'(x,y)=1:

v fay
S:dexdy:jI|J|dudv=Idu ;zu
D D" a?

a

" Ly :l(b2 —az)lnﬁ
“ 2 2 a

Integrala dubla in coordonate polare

O integrala dubla este frecvent simplificatd printr-o schimbare a coordonatelor
carteziene x si y in coordonate polare 7 si ¢ cu formulele:

{x B FC?S(/) unde r €[0,+0), @e[0,27) 37)
y=rsing
b
> Play)
P x
O
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Jacobianul transformarii este:

a or
or O@| |cosp —rsing 5 .

J= = =rcos  @+rsin - p=r
Oy Oy| |[sing rcosgp
or 0@

Considerand |J | =r , putem scrie elementul de arie in coordonate polare:

ds = rdrde (38)

Mai mult, formula de trecere a integralei duble din coordonate carteziene x si y
in coordonate polare 7 §i ¢ este:

[[ £ (. y)dxdy = [[ £ (rcos p,rsin p) rdrde (39)

Elementul de arie in coordonate polare pote fi obtinut §i din argumente geometrice:

¥
@+ Ap= 1t
rtAr=ct
C
F=ct p=ct
A5 ‘*”
D
A_I
| PTAP
ik .
2
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AS =aria ODC —aria OAB
l 2 1 2 1 2
=E(r+Ar) Ago—Er A(perrA(p+5(Ar) Ap

Renuntand la al doilea termen, vom obtine:

AS =rArAp = dS =rdrde



Rezumat: Pentru a transforma o integrald dubld definitd in coordonate carteziene intr-o
integrala dubld in coordonate polare, trebuie sa inlocuim argumentele functiei x i y cu
rcos@ $i rsing respectiv, si sd inlocuim elementul de arie in coordonate carteziene dxdy

cu elementul de arie in coordonate polare rdrde .

Calcularea integralei duble in coordonate polare ca o succesiune de integrale simple

L Originea sistemului de coordonate O se afla in exteriorul domeniului de integrare
D.

Fie domeniul D astfel incat orice vector radial cu originea in O, adica o linie de

coordonate ¢ = ct, sa intersecteze frontiera lui D in nu mai mult de doud puncte sau dupa

un segment (C si £ in figura 7.17). Notdm valorile extreme ale unghiului polar cu ¢, si
@, . Se observa cd unghiul ¢ ia valori in intervalul [¢,¢,] pentru domeniul D din figura.
Valorile ¢, 51 ¢, vor fi limite de integrare. Vectorul radial ¢ = ¢, trece prin punctul 4 al
frontierei domeniului D, iar vectorul radial ¢ = ¢, trece prin punctul B.

P=9,

?“=1’2ffP} /f;ﬂ=ci
9‘7'=f;=‘?j
.. X

Figura 7.17

Punctele 4 si B impart frontiera lui D in partile ACB si AEB. Ecuatiile acestora in
variabile polare sunt » =v, (@) si r=v, () respectiv, unde v,(¢) si v,(¢) sunt functii



univoce, continue care satisfac conditia v, (¢)<v, (@), Yo €[¢,,p,]. Functiile v, (¢) si

v, (@) vor fi limite de integrare:

) v:(9)
J..[F(r,(o)rdrd(p :(].d¢ ij F(r,p)rdr (40)
D 2] (o)

Caz particular:
Aria S a domeniului de integrare D se poate calcula considerand F (r,(p) =1:

1
§=[do | rar=_][vi(p)-v(0)]do (41)
o vle) @
II. Originea sistemului de coordonate O se afla in interiorul domeniului de integrare

D.
Fie domeniul D un domeniu stelar, astfel Incat orice vector radial cu originea in O, adica
o linie de coordonate ¢ =ct, sd intersecteze frontiera lui D intr-un punct sau dupa un

segment. Fie r =v ((/)) ecuatia frontierei domeniului in coordonate polare. Atunci:

2z V((/’)
”F(r,(o)rdm’(p = Id(p I F(r,(p)rdr (42)
D 0 0
o =rct
r=Vv(®)
¥
2
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Exemplu:
Calculati integrala:

L= dxdy

1



Unde D= {(x, y)‘x2 +y7<1,x>0,y> 0} este un sfert din cercul unitate, adicd primul

cadran.
Trecem la coordonate polare:
X=rcose y=rsing

Atunci domeniul de integrare va fi un dreptunghi:

D’ ={(r,go)\0s;f31,03gosf}
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rdrd g ”J/~2 d(/Jj rdr
0 0

1

= (o|g/2 Al+72




