Cap VII. Integrale multiple. Integrala dubla
7.1 Formularea problemei

Notiunea de integrald dubld apare la calcularea volumului unui corp cilindric.
Prin corp cilindric intelegem un corp marginit de planul xy , o suprafatd z = f (x, y) sio

suprafata cilindrica cu generatoarele paralele cu axa z.

Domeniul D din planul xy se numeste baza corpului cilindric. Aceastd baza este proiectia
ortogonald a suprafetei z = f(x,y) pe planul xy.
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Pentru a calcula volumul vom respecta doua principii:

e Dacd impartim corpul in mai multe parti, volumul sdu va fi egal cu suma
volumelor partilor (aditivitate).

e Volumul unui cilindru drept, marginit de planul z=const paralel cu planul xy
este egal cu aria bazei inmultitd cu inaltimea cilindrului.

In cele ce urmeaza presupunem cia domeniul D, baza corpului cilindric, are arie si este
marginit.

Fie z=f (x,y) ecuatia suprafetei care margineste corpul cilindric si fie f (x,y) 0
functie continua in toate punctele P(x, y) e D . Presupunem ca suprafata se afla deasupra

planului xy , adica f (x, y) >0 pe D. Notdm volumul corpului cilindric cu V.



Impértim baza D a corpului cilindric In » domenii de formad arbitrard care nu se
intersecteaza si le vom numi domenii partiale.
Notam aceste domenii partiale cu D,,D,,...,D, si ariile acestora cu AS,AS,,...,AS, .

Numim diametrul unui domeniu partial cantitatea:

diam D, = sup p(P,Q) (1)

P.QeD;

unde p(P,Q) este distanta dintre punctele P si Q. In cele ce urmeazi, notim cu d cel

mai mare dintre diametrele domeniilor partiale Dy ( £k =1,...,n ).

Prin frontiera fiecarui domeniu partial vom construi o suprafatd cilindricd cu
generatoarele paralele cu axa z. Astfel, corpul cilindric va fi impartit in » corpuri
cilindrice partiale.
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Vom 1inlocui al k-lea corp cilindric partial cu un cilindru drept cu aceeasi baza si cu
inaltimea egald cu coordonata z a unui punct oarecare de pe suprafata z = f (x, y) ce

urmeaza sa fie inlocuita (vezi figura).

Volumul unui astfel de cilindru este:
AV, = f(B)AS, ®)

unde punctul P, (x,,y, )€ D, si AS, este aria lui Dy.



Dupa ce supunem toate corpurile cilindrice partiale la aceasta procedurd, vom obtine un
corp in trepte, a carui volum este:

V,=2.f(R)AS, €)

k=1

Observatie: Volumul V, aproximeaza volumul V" al corpului cilindric initial cu o precizie
cu atat mai bund cu cat sunt mai mici dimensiunile bazelor corpurilor cilindrice partiale
D.

Prin definitie, presupunem ca J este limita la care tinde volumul (3) al corpului
in trepte pentru n — oo, atunci cand cel mai mare diametru d al domeniilor partiale Dy
tinde la zero. Aceasta limita ar trebui s nu depinda de modul in care domeniul D a fost
impartit in domenii partiale Dy si de modul de alegere al punctelor Py din D;.

Suma (3) se numeste suma integrala pentru functia f (x, y) pe domeniul D

pentru o diviziune datd a lui D In n domenii partiale si pentru o selectie datd a punctelor
B, (x,,y,)€ D, . Facem pe n— o, si deci pe d — 0. Suma (3) se va modifica.

Definitie: Daca existd limita sumelor integrale
o= f(B)AS, 4)
k=1

pentru d — 0 astfel incat aceasta sa nu depindad nici de diviziunea lui D in domenii
partiale, nici de alegerea punctelor Px din Dy , atunci aceasta se numeste integrala dubla a

lui f (P) sau f (x, y) pe domeniul D si se noteaza

ij(P)dS=lim§f(a)ASk 5)

d—0
D -

Spunem ca functia f (x, y) este integrabild pe domeniul D.

Dacad ne intoarcem la definitia volumului corpului cilindric, putem concluziona ca
volumul corpului cilindric marginit de planul xy , de suprafata z = f (x, y) , f (x, y) >0
si de o suprafata cilindrica cu generatoarele paralele cu axa z, este determinat de integrala
dubld a lui f(x,y) pe domeniul D, care este baza corpului cilindric:

V= J.J.f(P)dS sau V= J..[f(x,y)dxdy (6)



Aici dxdy este elementul de suprafata in coordonate carteziene.

Observatie: Dacd f(P)<0 pe D, atunci V = —J:[f(P

Daca f (P) ia valori pozitive si negative pe D , atunci integrala ” f dS
D
este suma algebricd a volumelor acelor parti ale corpului care se afld deasupra planului xy
(cu semnul plus) si acelor parti care se afld sub planul xy (cu semnul minus).

Remarca: Conditia ca f (x, y) sd fie marginitd pe D nu este suficientd pentru ca functia
sa fie integrabila.

Exemplu: Consideram functia f(x,y) definitdi pe patratul D={0<x<1,0<y<1}
astfel:
1, daca x,y€Q

1)1

in rest
Aceasta functie este marginitd dar nu este integrabila.

Teorema 1: O functie f (x,y) continud pe un domeniu marginit si inchis D, este

integrabila pe acest domeniu.

Aceasta cerintd de continuitate este destul de restrictiva.

Teorema 2: Daca o functie f (x, y) este marginitd pe un domeniu marginit si Inchis D si

este continud pe D cu exceptia unor multimi cu arie nula (ex: o curbd), atunci functia este
integrabila pe acest domeniu.

7.2 Proprietdtile integralei duble

e Liniaritate Daca f(P) s go(P) sunt integrabile pe D si «,f R, atunci
af (P)+ B (P) este si ea integrabila pe D si are loc

ﬂaf )+ Bo(P))dS = aﬂf dS+ﬂHgo (7)

e Daca f(P) si ¢(P) sunt integrabile pe D si daci are loc f(P)<¢(P) pe D,
atunci:



[[r(P)as<|[p(P)ds (8)

D

Adica, inegalitatile pot fi integrate termen cu termen.

”f(P)dS

D

< H £ (P)ds (9)

D

Aria unei regiuni plane Aria domeniului D este egald cu integrala dubla pe acest
domeniu a functiei constante egald cu unu.

Intr-adevir, suma integrala pentru f (P) =1 pe D are forma:

azzn:LASk
k=1

Si, pentru orice diviziune a lui D in Dy este egald cu aria S. Dar, cum limita
acestei sume este integrala dubla,

Sz_UdS (10)

D

e FEstimarea integralei Fie f(P) o functie continud pe un domeniu marginit si

inchis D . Fie M si m cea mai mare §i respectiv cea mai mica valoare a lui f (P)

pe D. Daca § este aria domeniului D, atunci

mssjjf(P)dSsMS (11)

e Aditivitate Daca o functie f(P) este integrabila pe domeniul D si daca

D=D,uUD,, D,ND, =¢, atunci f(P) este integrabild pe fiecare domeniu D; si

D; si are loc

[[r(pPyas =[] r(P)ds+[[ r(P)ds (12)

Teorema de medie: Dacd o functie f (P) este continud pe un domeniu marginit si

inchis D, atunci exista cel putin un punct P, € D astfel incat

ﬂf P)ds=f(P,)-S (13)



unde S este aria lui D.

7=1(x.y)
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7.3 Integrala dublai ca o succesiune de integrale simple

I. Cazul domeniului dreptunghi.

Fie domeniul D un dreptunghi inchis

7r={(x,y)|a£x£b,c£y£d}
Presupunem functia z = f (x, y) continud pe domeniul 7. Integrala dubla:

ﬂf(x,y)dxdy

poate fi interpretatd ca volumul corpului cilindric cu baza x, marginit superior de
suprafata z = f(x,y).

Consideram corpul cilindric cu generatoarele paralele cu axa Oz si suprafata
superioard definita de functia z = f(x,y):



=f(x.y)
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Planul y =y,, perpendicular pe axa y , taie corpul cilindric dupa o sectiune ABB, 4
marginitd superior de curba A4 B,, definita de ecuatia z= f (x, yo). Aria acestei sectiuni

este
b

[ 7 (3, ) (14)

a

Integrarea se face in raport cu x, iar y este constant y =y, .
Consideram functia de argument y:

S(y):jf(x,y)dx (15)

care ne da aria sectiunii in corpul cilindric dependenta de pozitia planului secant.
Volumul corpului cilindric poate fi calculat

v={S(y)d (16)

sau poate fi exprimat ca o integrald dubla a lui f (x, y) pe dreptunghiul 7 :



”f(x,y)dxdy:jS(y)dysz‘f(x,y)dx]dy

Sau alta scriere:

ﬂf(x,y)dxdy=J'dyj.f(x,y)dx (17)

Volumul corpului cilindric poate fi calculat si cu ajutorul sectiunilor determinate de
planele x = x,

[[ £ (e y)dxdy = [dx[ £ (x,y)dy (18)

Relatiile (17) si (18) contin doua integrale simple succesive.

Observatie: Ordinea de integrare nu conteaza.

Exemplu:
Calculati integrala dubld a lui z = x” + y* pe domeniul 7 = {(x,y)|0 <x<L0<y< 1}

Figura 7.5
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II. Cazul unui domeniu arbitrar

Consideram un domeniu de integrare D, marginit si inchis, de forma arbitrara, in
planul xy. Mai mult, presupunem ca domeniul D indeplineste urmatoarea conditie: oricare

dreaptd x=ct (a <x< b) , paraleld cu axa Oy intersecteaza frontiera lui D in nu mai

mult de doud puncte sau dupa un segment.

|
x=ct I

Figura 7.6

Domeniul oarecare D se poate incadra in dreptunghiul:

ﬁ:{(x,y)|anSb,cSysd}

Segmentul [a,b] este proiectia ortogonald a domeniului D pe axa Ox, iar segmentul

[¢,d] este proiectia ortogonala a domeniului D pe axa Oy.

Pentru analiza care urmeaza, consideram un domeniu si mai simplu:

x=ct
Figura 7.7



Punctele 4 si C mpart frontiera lui D 1n curbele ABC si AEC. O dreaptd arbitrara,
paralela cu axa Oy, intersecteazd curbele ABC si AEC in nu mai mult de un punct. Atunci
ecuatiile care definesc aceste curbe pot fi scrise intr-o forma rezolvata in y:

(4ABC):y=¢,(x)
(AEC):y=¢,(x), xe[a,b]

Consideram un corp cilindric a cdrui bazd este domeniul analizat mai sus.
Suprafata superioard a corpului cilindric o consideram definitd de ecuatia z= f (x, y).

Sectionam corpul cu un plan x =ct, (a <x< b). Sectiunea rezultata notata POMN, are
aria datd de integrala functiei f (x, y) privitd ca o functie de o singurd variabild y.
Variabila y ia valori de la ordonata ¢ (x) a punctului P pand la ordonata ¢,(x) a

punctului Q.

Figura 7.8

Punctul P este punctul de intrare In domeniul D al dreptei x =c¢ din planul xy,

iar Q este punctul de iesire din domeniul D. In consecinta, integrala
?(x)

I f(x,y)dy:S(x)

o(x)



furnizeazd o expresie pentru aria sectiunii plane a corpului cilindric. Aceasta este o
functie de pozitia planului secant x =ct. Volumul corpului va fi egal cu integrala acestei

expresii in raport cu x pe domeniul [a, b]

b o)
JI7(x.y)dxdy =fax [ f(x.y)dy (19)
D a o (x)
Caz particular: Aria S a domeniului D
b ox)
S = jj dxdy = j dx j dy (20)
D a o(x)

Consideram acum situatia in care o dreapta y=ct, ye[c,d] intersecteaza

frontiera lui D in nu mai mult de doud puncte P, Q cu abscisele x=y,(y), x=w,(y)

sau dupa un segment MN.

!
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Argumente similare ne conduc la formula:
d vy
[ Cey)dvdy=[dy | f(x.y)dx 1)
D e w(»)

care reduce si ea, calculul integralei duble la o succesiune de integrale simple.

Exemplu: Calculati integrala dubld a functiei f(x,y)=2x-y+3 pe domeniul D

mirginitde y=x si y=x".
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Dreapta y =x si parabola y=x" se intersecteaza in punctele O(0,0) si M (1,1). Astfel,
x variazd de la 0 la I si ¢ (x)=x" §i ¢,(x)=x. Cum orice dreaptd x=ct (0<x<1)

intersecteaza frontiera lui D in nu mai mult de doud puncte, putem aplica formula (19).

H(zx_y+3)dxa’y:j‘dei(2x—y+3)dy:

D 0 x

y=x 1 2 4
dxzj. 2)62—x—+3x—2x3+x——3x2 dx =
2 2

(2xy——+3y]

o'—.»—

S
(=]

Putem utiliza si formula (21):

[[(2x=y+3)dsdy = [y (25 y+3)ds =

D

=
dy=[(y=yly+3Jy -y +1" =3y)dy =

0

i(z——yxwx]

xX=y



3 5
1 5 s
:_([(3\/;—2y—y3/2)dy: 3y—2—2y7—ﬁ :%

Exemplu:
Calculati volumul corpului mérginit de suprafata z=1-4x" — " si de planul xy.

142

Figura 7.11

Paraboloidul eliptic z=1—4x" — )’ se intersecteazi cu planul xy de ecuatie z =0

de-a lungul curbei:

L: :
x|, (zj .
1 1
2
Aceasta curba este o elipsa cu semiaxele: a =% sib=1.

Vezi curs :-)



