
Raport s, tiint, ific

privind implementarea proiectului PN-III-P1-1.1-PD-2021-0216, intitulat

Studiul curgerilor gazelor dense folosind un model cinetic Enskog
ı̂n perioada aprilie 2022-decembrie 2022 (etapa 1)

1 Descrierea s, tiint, ifică cu punerea ı̂n evident, ă a re-
zultatelor etapei anuale s, i gradul de realizare a
obiectivelor

Raport de activitate (Etapa 1)

Pe langa obiectivele agreate, ı̂n cadrul acestei etapei a fost dezvoltat s, i unui model
pe baza de particule pentru curgeri ı̂n coordonate sferice[2], acesta fiind necesar
pentru validare modelelor Enskog lattice Boltzmann bazate pe formalismul tetra-
delor ce vor fi dezvoltate ı̂n cadrul Etapei 2, Obiectivului O3. Astfel, ı̂n cadrul
etapei 2 a proiectului ne vom putea concentra pe dezvoltarea modelelor de tip
Lattice Boltzmann pentru gaze dense pe spat,ii curbe, dat fiind faptul ca metoda
de validare a fost deja dezvoltată. Detalii despre aceasta activitate premergătoare
etapelor următoare pot fi găsite ı̂n Sec. 1.1. Aceste rezultate au fost prezentate la
conferinta internationala RGD22 32nd International Symposium on Rarefied Gas
Dynamics[3].

Obiectivul O1. Model Enskog lattice Boltzmann cu diferente
finite (FDLB) in coordonate carteziene

În cadrul acestui obiectiv se urmăres, te implementarea ı̂n cadrul modelelor de tip
lattice Boltzmann cu diferent,e finite a extensiei termenului de coliziune pentru a
putea trata gaze dense. Aceasta ı̂n contextul ı̂n care ecuat,ia Boltzmann devine
invalidă odată ce dimensiunea moleculelor de gaz este comparabilă cu distant,a
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intermoleculară medie. O descriere mai bună este oferită de operatorul de co-
liziune Enskog, care ia ı̂n considerare dimensiunea finită a moleculelor de gaz.
Această extensie implică coliziuni non-locale, precum s, i o cres, tere a frecvent,ei
coliziunilor, făcându-l costisitor de rezolvat din punct de vedere computat,ional. O
aproximare a operatorului de coliziune Enskog, denumit operatorul de coliziune
Enskog simplificat, este utilizată ı̂n această lucrare pentru a dezvolta un model
Lattice Boltzmann bazat pe cuadratură pentru gaze dense monoatomice neideale.
Termenul de coliziune Shakhov este implementat pentru a ajusta numărul Prandtl.
Acest model cinetic se dovedes, te a fi capabil să abordeze problemele de curgere de
neechilibru ale gazelor dense, s, i anume propagarea undelor sonore s, i a undelor de
s, oc. Rezultatele sunt comparate sistematic cu rezultatele metodei cu particule de
rezolvare a ecuat,iei Enskog care este mai precisă, dar intensiva din punct de vedere
computat,ional. Se arată că modelul propus are o precizie bună pentru densitatea
mică până la moderată a fluidului (definită ca raportul dintre diametrul molecular
s, i drumul liber mijlociu) s, i, datorită eficient,ei ı̂n ceea ce prives, te timpul de calcul,
este potrivite pentru aplicat,ii practice. Aceste rezultate sunt cuprinse ı̂ntr-o lucrare
aflată ı̂n revizie[1] s, i au fost prezentate ı̂n cadrul conferint,ei internat,ionale TIM22
Physics Conference[4]. Au fost abordate s, i probleme marginite de peret,i, prin
implementarea condit,iilor pe frontiera de tip reflexie speculara s, i reflexie difuză,
aceste rezultate fiind incluse ı̂ntr-o lucrare care este ı̂n pregătire[5].

Activitatea A1.1 Implementarea operatorului de coliziune Enskog simplificat
ı̂n modelele lattice Boltzmann cu diferente finite. În cadrul acestei activităt,i,
termenul de coliziune Enskog a fost implementat in concordanta cu aproximatia
necesara pentru a putea dezvolta un model numeric eficient din punct de vedere
computational. Efectiv, ecuat,ia ce trebuie rezolvata are ı̂n componenta nis, te ter-
meni sursă noi care vin din dezvoltarea ı̂n serie a termenului de coliziune Enskog,
prin dezvoltarea in serii Taylor a funct,iei de distribut,ie s, i a valorii de contact a
funct,ie de corelat,ie a perechilor ce intra ı̂n coliziune. Aceasta abordare reprezinta
o aproximatie a termenului de coliziune s, i e de as, teptat ca aceasta aproximat,ie sa
fie validă doar pentru valori moderate ale densităt,ii fluidului. Din punct de ve-
dere computational, ı̂n cadrul modelelor lattice Boltzmann existente a fost incluse
parte Enskog sub forma acestor noi termeni sursa. Mai multe detalii pot fi găsite
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ı̂n Sec. 1.2.

Activitatea A1.2. Testarea conditiilor pe frontiera adecvate. În cadrul acestei
activităt,i am implementat condit,ii pe frontiera de tip reflexie speculara s, i reflexie
difuză. Aceste condit,ii pe frontieră au fost implementat atât ı̂n model numeric
nou propus precum s, i ı̂n metoda cu particule care a fost folosită drept benchmark.
Rezultatele preliminare pot fi găsite ı̂n Sec. 1.3.

Activitatea A1.3 Aplicarea modelelor Enskog lattice Boltzmann cu diferente
finite unor probleme de curgere a gazelor dense in regim izoterm si neizoterm
Curgeri la neechilibru ale gazelor dense, s, i anume propagarea undelor sonore s, i a
undelor de s, oc, au fost abordate ı̂n aceasta activitate. Rezultatele au fost compa-
rate sistematic cu rezultatele metodei cu particule de rezolvare a ecuat,iei Enskog
care este mai precisă, dar intensiva din punct de vedere computat,ional. Modelul a
fost testat pe o plajă largă a parametrilor de intrare, atat pentru undele longitudi-
nale, cat s, i pentru undele de s, oc. În cazul undelor longitudinale comparatia a fost
făcută ı̂n raport cu o solut,ie analitică, iar ı̂n cazul undelor de s, oc a fost folosită
metoda cu particule pentru benchmarking. Modelul propus se arată că are o preci-
zie bună pentru densitatea mică până la moderată a fluidului (definită ca raportul
dintre diametrul molecular s, i drumul liber mijlociu) s, i, datorită eficient,ei ı̂n ceea
ce prives, te timpul de calcul, este potrivite pentru aplicat,ii practice. Detalii pot fi
găsite ı̂n Sec. 1.2.

Activitatea A1.4. Validarea modelelor Enskog lattice Boltzmann cu diferente
finite folosind o metoda bazate pe particule. Precum a fost detaliat in para-
graful precedent, metoda cu particule a fost folosita pentru validarea modelului
propus. Comparatii ale rezultatelor obtinute folosind metoda cu particule si mo-
delul propus de noi pot fi gasit in Sec. 1.2 si Sec. 1.3.
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1.1 O schemă de particule ponderate pentru rezolvarea ecuat, iei
Enskog-Vlasov ı̂n geometria sferică

Ecuat,ia Enskog-Vlasov s-a dovedit a avea succes ı̂n capturarea comportamentului
complex al fluidelor supuse unei schimbări de fază. Cu toate acestea, solut,ia sa
numerică este solicitantă din punct de vedere computat,ional, iar acest lucru a limi-
tat studiile la fluxuri plane unidimensionale s, i bidimensionale. În această lucrare,
este dezvoltată o schemă de particule ponderate pentru solut,ia numerică a ecuat,iei
Enskog-Vlasov ı̂n geometrie simetrică sferică. Se arată cum schemele cu parti-
cule ponderate concepute pentru ecuat,ia Boltzmann pot fi extinse pentru a face
fat,ă structurii non-locale a integralei de coliziune Enskog s, i se determină o expre-
sie compactă a câmpului de fort,ă mediu folosind shell theorem. Ca o aplicat,ie,
ratele de cres, tere a nano-picăturilor/bulelor ı̂ntrun vapor/lichid metastabil omo-
gen sunt evaluate ı̂ntr-o gamă largă de rapoarte de suprasaturare care nu au fost
posibile până acum din cauza costului de calcul ridicat cerut de abordări alterna-
tive. Schema propusă lărges, te ı̂n mod semnificativ gama de probleme care pot fi
investigate prin ecuat,ia Enskog-Vlasov s, i este o piatră de temelie spre simularea
curgerilor lichid-vapori tridimensionale generale.

1.1.1 Ecuatia Enskog-Vlasov in coordonate sferice

Prin utilizarea coordonatelor sferice s, i presupunând simetria sferică, funct,ia de
distribut,ie a unei particule se simplifică la f (r,vr,vt , t), r fiind coordonata spatiala
radială, vr s, i vt reprezintă componenta radială s, i tangent,ială a vitezei. Ecuat,ia de
evolut,ie a distribut,iei particulelor arată astfel:

∂ f
∂ t

+ vr
∂ f
∂ r

+

(
Fr[n]

m
+

v2
t
r

)
∂ f
∂vr

− vrvt

r
∂ f
∂vt

= CE [ f ], (1)

unde Fr[n] este componenta radială a câmpului de fort,ă autoconsistent gene-
rata de partea atractivă a potentialului de interactiune, care depinde de câmpul
de densitate numerică n(r, t) s, i CE [ f ] este integrala de coliziune pentru sfere tari
(parantezele pătrate sunt folosite pentru a evident,ia faptul că aceste mărimi sunt
funct,ionale ale argumentelor lor).
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Algorithm 1: Sub-pasul de free-streaming.
Variables: Np: Numar particule computationale

wi: ponderea particulei i
w̃ j: ponderea celulei j

for i = 1 to Np do
Evaluarea câmpului de fort,ă;
Calcularea valorii componentelor vitezei la jumatea pasului de timp;
Calculat,i noua pozit,ie radială;
Rotirea componentelor vitezei ı̂napoi pe axa radială;
Calculat,i componentele vitezei aferente pasului complet de timp;
Identificat,i celula j ocupată de particula i;
if (wi > w̃ j) then

Modificat,i ponderea particulei i ı̂n w̃ j;
Creat,i [wi/w̃ j]−1 copii cu ponderea w̃ j;
Creat,i o particula cu ponderea w̃ j cu probabilitate:
wi/w̃ j − [wi/w̃ j];

else
Eliminat,i particula i;
Creat,i o particulă cu ponderea w̃ j cu probabilitate: wi/w̃ j;

end
end

1.1.2 Metoda numerica

Funct,ia de distribut,ie este actualizată printr-o metodă ı̂n etape fract,ionare bazată
pe ı̂mpărt,irea ı̂n timp a operatorului de evolut,ie ı̂n două sub-pas, i, s, i anume strea-
ming liber s, i coliziune. În sub-etapa de free-streaming, coliziunile dintre particule
sunt neglijate s, i funct,ia de distribut,ie este avansată de la t la t +∆t. Sub-etapa de
streaming este rezumată de algoritmul 1.

Odată ce o particulă este selectată, un vector k̂ este desenat uniform din sfera
unităt,ii, iar partenerul de coliziune este ales la ı̂ntâmplare din celula corespunzătoare
ı̂nvelis, ului radial ı̂ndreptat de acesta. În general, acest vector unitar identifică un
punct ı̂n afara axei radiale (axa z) s, i, prin urmare, componentele de viteză ale par-
ticulei selectate trebuie să fie rotite pentru a aduce componenta z a acesteia pe axa
radială care trece prin acel punct. Rotat,iile sunt efectuate folosind matricea de
rotat,ie asociată unghiurilor Euler. Acest proces este descris ı̂n Fig.1, precum si
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Figura 1: Selectarea perechilor de coliziune. Direct,ia radială este identificată cu
axa z. O particulă la zi este selectată pentru ciocnire din ı̂nvelis, ul sferic (b). Un
vector unitar aleatoriu k̂ este desenat pentru a găsi partenerul de coliziune (sfera
ros, ie a unităt,ii defines, te setul de direct,ii posibile). Partenerul de coliziune este
apoi selectat la ı̂ntâmplare ı̂n ı̂nvelis, ul sferic (d) ı̂ndreptat de k̂, cu coordonata
radială r. Componentele vitezei partenerului de coliziune ṽ2, originare de pe
axa radială (axa z), sunt rotite până la punctul final al lui k̂ folosind matricea de
rotat,ie R rezultând v2. Ulterior, se efectuează ciocnirea elastică, iar componentele
vitezelor post-coliziune sunt rotite ı̂napoi pe axa radială.

printr-un sumar al algoritmului in Algorithm 2.

1.1.3 Rezultate

Validare Trei cazuri de testare pentru a furniza validarea codului au fost utili-
zate. În primul rând, este luată ı̂n considerare o simulare a unei picături care cres, te
ı̂n vaporii ei metastabili pentru a evalua cât de mult sunt afectate proprietăt,ile de
conservare ale schemei numerice. Ulterior, am testat cu succes predict,ia tensiunii
superficiale a fluidului folosind ecuat,ia Young-Laplace, precum s, i a dimensiunii
critice a nucleelor picăturilor din vapori lor ı̂n funct,ie de raportul de suprasaturat,ie.

Cresterea picaturilor in gaz metastabil si a bulelor in lichid metastabil În
această sect,iune, prezentăm rezultatele cres, terii picăturilor (colapsului) ı̂n vapori
suprarăcit,i (supraı̂ncălzit,i) (Figura 2) s, i cres, terea bulelor ı̂n lichid supraı̂ncălzit
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Algorithm 2: Sub-pasul de coliziune.
Variables: N̄c: Numarul de coliziuni total (reale+false)
Evaluat,i N̄c ;
for i = 1 to N̄c do

Selectat,i o particulă pentru coliziune;
Generat,i un vector unitar k̂ uniform distribuit pe sfera;
Selectat,i la ı̂ntâmplare partenerul de coliziune ı̂n celula indicată de k̂;
Rotit,i viteza partenerului de coliziune ;
Evaluat,i produsul scalar vrel · k̂;
if (vrel · k̂)> 0 and coliziunea e reala then

Actualizare viteze post-coliziune;
Rotit,i viteza partenerului de coliziune;

end
end

(Figura 3) pentru un set reprezentativ de temperaturi ale sistemului, adică Tin/Tc =

{0.663,0.729,0.795,0.861}. In cazul cresterii bulelor in lichid metastabil am fa-
cut si comparatia cu limita Rayleigh-Plesset unde am obtinut rezultate aproape
perfecte pentru rata de creste a razei bulelor atunci cand presiunea lichidul se
apropie de presiunea de pe curba spinodala.

1.2 Modele Lattice Boltzmann bazate pe cuadraturi pentru cur-
geri de gaze dense[1]

1.2.1 Ecuatia Enskog simplificata

Ecuat,ia Enskog care descrie evolut,ia unui sistem compus din molecule sferice
rigide a fost propusă de autorul său ı̂n 1922. Spre deosebire de Boltzmann ı̂n
ecuat,ia sa, unde se presupune că moleculele sunt particule punctiforme s, i ciocni-
rile sunt locale, Enskog a luat ı̂n considerare volumul. a particulelor fluide (adică,
molecule) care reduce spat,iul liber de mis, care disponibil fiecărei particule, ceea
ce are ca rezultat un număr crescut de ciocniri. În plus, ciocnirile ı̂ntre particule
sunt nelocale, deoarece pozit,iile celor două molecule care se ciocnesc sunt la un
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Figura 2: (a) Curbe tipice de cres, tere a picăturilor la Tin/Tc = 0,729 pentru diferite
rapoarte de suprarăcire S, ı̂mpreună cu liniile de potrivire liniară corespunzătoare.
(b) Rata medie de cres, tere a picăturilor Ṙ ı̂n raport cu raportul de suprarăcire
S = p(T,nv)/peq(T ) pentru diferite temperaturi.
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Figura 3: (a) Curbe tipice de cres, tere a bulelor la Tin/Tc = 0,663 pentru diferite
presiuni ale lichidului pℓ, ı̂mpreună cu liniile de potrivire liniară corespunzătoare.
(b) Rata medie de cres, tere a bulelor Ṙ ı̂n raport cu presiunea lichidului ı̂nconjurător
normalizată la valoarea sa spinodală pℓs.
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Figura 4: Evolut,ia amplitudinii densităt,ii normalizate δρ(t)/δρ0 obt,inută nume-
ric cu Nx = 100 s, i Qx = 8, comparativ cu predict,ia analitică din Eq. (15), pentru
două valori ale densităt,ii reduse η .

diametru molecular unul de celălalt. Ecuat,ia Enskog poate fi scrisă ca[7]:

∂ f
∂ t

+
p

m
·∇x f +F ·∇p f = JE (2)

unde m este masa particulei, F este fort,a externă a corpului s, i f (x,p, t) este
funct,ia de distribut,ie a unei singure particule, dând la momentul t numărul de
particule de impuls p situate ı̂n volumul spat,iului de fază unitar centrat ı̂n punc-
tul al cărui vector de pozit,ie este x. Partea dreaptă este dată de operatorul de
coliziune Enskog JE care arată:

JE = σ
2
∫ {

χ

(
x+

σ

2
k
)

f (x,p∗) f (x+σk,p∗
1)

− χ

(
x− σ

2
k
)

f (x,p) f (x−σk,p1)
}
(pr ·k)dkdp1 (3)

unde σ este diametrul molecular. pr = p1 − p este impulsul relativ s, i k este
vectorul unitar care dă pozit,ia relativă a celor două particule care se ciocnesc. În
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Figura 5: Dependent,a modurilor αa acustice s, i termice αt fat,ă de densitatea redusă
η . Punctele denotă valorile numerice obt,inute folosind modelul de fat,ă s, i sunt
ajustate folosind Eq. (15) cu αa, αt s, i cs ca parametri liberi. Predict,iile analitice
din Eq. (14) pentru modurile αa s, i αt sunt reprezentate sub formă de linii continue,
ı̂n timp ce limita corespunzătoare a gazului diluat este afis, ată sub formă de linii
ı̂ntrerupte. Valorile αa s, i αt ı̂n limita gazului diluat sunt evaluate la o valoare a
vâscozităt,ii dată de pentru η corespunzătoare. Inset: aceleas, i valori, dar pe o scară
liniară. Se poate observa că eroarea relativă ı̂n cazul modului acustic αa urcă ı̂n
jur de 35% la cea mai mare valoare a densităt,ii reduse considerată (η ≈ 0.49).

ecuat,ia de mai sus, dependent,a funct,iei de distribut,ie de timpul t a fost eliminată
pentru concizie. Superscriptul ∗ se referă la impulsurile post-coliziune.

Valoarea de contact a funct,iei de corelare a perechii χ t,ine cont de efectul
diametrului molecular σ asupra frecvent,ei de coliziune. În teoria standard Enskog
(SET), χ este aproximat cu valoarea funct,iei de corelare a perechii la punctul
de contact a două particule care se ciocnesc ı̂ntr-un fluid care este ı̂n echilibru
uniform. O expresie aproximativă, dar exactă pentru χSET, s, i anume:

χSET[n] =
1
nb

(
Phs

nkBT
−1

)
=

1
2

2−η

(1−η)3 , (4)
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Figura 6: Propagarea undelor de s, oc. (a) Densitate, (b) viteză s, i (c) profile de tem-
peratură pentru densitate redusă constantăηi = 0.05 (El = 0.4825) dar cu diferite
valori ale diametrului molecular (implicit diverse valori ale timpului de relaxare τ)
obt,inut folosind modelul LB (linii continue) s, i metoda particulelor PM (puncte).
Linia ı̂ntreruptă reprezintă limita inviscida, ı̂n timp ce ı̂n cazul (a) linia ı̂ntreruptă
subt,ire arată s, i condit,ia init,ială. Un acord excelent poate fi observat pentru toate
regimurile de curgere.

se obt,ine din ecuat,ia de stare a fluidului sferei dure propusă de Carnahan s, i Star-
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ling:

Phs = nkBT
1+η +η2 −η3

(1−η)3 (5)

unde n este densitatea numărului de particule, η = bρ/4 este densitatea redusă de
particule, cu b = 2πσ3/3m, phs este presiunea unui sistem de sfere dure s, i kB este
constanta Boltzmann s, i T este temperatura. Parantezele pătrate din Eq. (4) indică
o dependent,ă funct,ională.

În teoria Enskog revizuită (modificată), χ este dat de valoarea funct,iei de core-
lare a perechii la punctul de contact al celor două particule care se ciocnesc ı̂ntr-un
fluid aflat ı̂n echilibru neuniform. O bună aproximare a funct,iei de distribut,ie ra-
dială se obt,ine ı̂n urma prescript,iei Fischer-Methfessel (FM). În această abordare,
valoarea reală a densităt,ii la punctul de contact este ı̂nlocuită cu n(x), care repre-
zintă valoarea câmpului de densitate mediat pe un volum sferic de rază σ centrat
ı̂n punctul x. În consecint,ă, valoarea de contact a funct,iei de corelare perechi este
dată de:

χRET-FM

(
n
(
x− σ

2
k̂
))

= χSET

(
n
(
x− σ

2
k̂
))

, (6a)

unde

n(x) =
3

4πσ3

∫
R3

n(x′)w(x,x′)dx′; w(x,x′) =

{
1, ∥x′−x∥< σ ,

0, ∥x′−x∥> σ .
(6b)

Operatorul de coliziune Enskog din Eq. (3) poate fi privit ca o generalizare a
operatorului de coliziune Boltzmann la particule care au ı̂ntindere spat,ială. Luând
limita diametrului molecular σ la zero, funct,ia de corelare a perechii trece la uni-
tate (χ → 1) s, i se obt,ine operatorul de coliziune Boltzmann deoarece termenul σ2

provine din ı̂mprăs, tiere. sect,iune transversală.
Presupunând că valoarea de contact a funct,iei de corelare a perechii χ (dependent,a

funct,ională a scăzut din motive de concizie) s, i a funct,iilor de distribut,ie { f ∗ ≡
f (x,p∗), f ∗1 ≡ f (x+σk,p∗

1), f ≡ f (x,p), f1 ≡ f (x−σk,p1)} sunt funct,ii ne-
tede, se pot aproxima aceste funct,ii ı̂n integrala de coliziune Enskog JE printr-o
serie Taylor aproape de punctul x. Termenii rezultat,i până la gradient,ii de ordinul
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ı̂ntâi JE ≈ J0 + J1 sunt[7]:

J0( f , f ) = χ

∫
( f ∗ f ∗1 − f f1)σ

2(pr ·k)dkdp1 (7)

J1( f , f ) = χσ

∫
k( f ∗∇ f ∗1 − f∇ f1)σ

2(pr ·k)dkdp1

+
σ

2

∫
k∇χ( f ∗ f ∗1 − f f1)σ

2(pr ·k)dkdp1 (8)

unde toate funct,iile f ∗, f ∗1 , f , f1 s, i χ sunt evaluate ı̂n punctul x.
Termenul de coliziune J0( f , f ) este termenul de coliziune obis, nuit al ecuat,iei

Boltzmann ı̂nmult,it cu χ s, i este tratat ca atare, prin aplicarea aproximării uzuale a
timpului de relaxare. În această lucrare vom folosi termenul de coliziune Shakhov.

Al doilea termen al lui JE , s, i anume J1( f , f ), poate fi aproximat prin ı̂nlocuirea
funct,iilor de distribut,ie ( f ∗, f ∗1 , f , f1) cu funct,iile de distribut,ie de echilibru cores-
punzătoare. Folosind f ∗MB f ∗MB,1 = fMB fMB,1 s, i integrând peste k s, i p1, se obt,ine[7]:

J1( f , f )≈ J1( fMB, fMB) =

−bρχ fMB

{
ξ

[
∇ ln(ρ2

χT )+
3
5

(
ζ

2 − 5
2

)
∇ lnT

]
+

2
5

[
2ζζ :∇u+

(
ζ

2 − 5
2

)
∇·u

]}
(9)

unde ζ = ξ/
√

2RT . Cu aproximările de mai sus s, i luând ı̂n considerare nicio fort,ă
externă, ecuat,ia Enskog Eq. (2) devine:

∂ f
∂ t

+
p

m
∇x f =−1

τ
( f − fS)+ J1( fMB, fMB) (10)

Mărimile macroscopice sunt evaluate ca momente ale funct,iei de distribut,ie:
n

ρu

3
2nkBT

=
∫

d3 p


1

p

ξ2

2m

 f (11)

unde ρ = mn.
Eq. (10) este rezolvata cu ajutorul modelelor cu diferent,e finite Lattice Bolt-
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Metoda→ LB PM
σ Qx Nx tLB tPM tPM/tLB

0.001 8 1600 62s 186h ≈ 1.1×104

0.01 8 800 32s 23h ≈ 2.5×103

0.1 20 640 71s 7.25h ≈ 370
1 200 160 176s 5.8h ≈ 120

Tabela 1: Comparat,ie de timp de calcul pentru simulările prezentate ı̂n Fig. 6.
După cum era de as, teptat, raportul tPM/tLB cres, te pentru un timp de relaxare
mai mic τ , deoarece la o densitate constantă redusă η timpul de relaxare este
proporţională cu diametrul molecular σ .

zmann. Scheme numerice folosite sunt: pentru evolutia ı̂n timp folosim schema
numerica Runge-Kutta de ordinul 3, pentru advectie folosim schema numerica de
tip WENO-5 de ordinul 5 s, i pentru derivatele part,iale ale marimilor macroscopice
care apar ı̂n Eq. (9) folosim schema centrala de ordinul 6.

1.2.2 Unde longitudinale

Studiul undelor longitudinale este un subiect important ı̂n mecanica fluidelor[6].
Propagarea undelor longitudinale induce fluctuat,ii ale proprietăt,ilor macroscopice
ale fluidului, ale căror amplitudini se diminuează din cauza disipării vâscoase s, i
termice. Unda sonoră se propagă ca undă longitudinală prin compresia s, i relaxa-
rea elementelor fluide ı̂nvecinate. Pentru simplitate, vom lua ı̂n considerare mici
perturbat,ii de densitate s, i presiune ı̂n jurul valorilor constante ρ0 s, i P0 ı̂ntr-un fluid
omogen de-a lungul axei y s, i z. Unda se propagă de-a lungul axei x cu o viteză
mică u(x, t):

ρ(x, t) = ρ0[1+δρ(x, t)], P(x, t) = P0[1+δP(x, t)] (12)

unde perturbat,iile δρ s, i δP sunt de acelas, i ordin de mărime ca u.
Expresia pentru viteza sunetului in fluid este dată de:

c2
s = ∂ρP+

P0

ρ2
0 cV

∂T P (13)

14



Fără a parcurge rezolvarea ecuatiilor, listam aici rezultatele finale pentru coeficient,ii
de amortizare αa,αs s, i αt :

αt =
γµk2

Prρ0c2
s

∂ρP, αs = kcs

αa =
k2µ

2ρ0

[
4
3
+

µV

µ
+

γc2
s

Pr
(
1−∂ρP

)]
(14)

Solutia completa pentru evolutia in timp a amplitudinii densitatii este:

δρ(t)≈ δρ0

[
eαtt +

(
e−αat cos(kcst)− e−αtt

) ∂ρP
c2

s

]
(15)

Aceasta solut,ie analitică este folosită pentru a valida modelul LB propus. În
Fig. 4 am reprezentat grafic evolutia ı̂n timp a amplitudinii densităt,ii s, i putem
observa o excelentă suprapunere ı̂ntre rezultatele numerice s, i cele analitice. Mai
mult, pentru fiecare valoare a densităt,ii reduse η considerată am evaluat valo-
rile coeficient,ilor de atenuare executand un fit al valorilor numerice cu Eq. 15 cu
coeficient,ii de atenuare ca parametri liberi. Rezultatele fitarii sunt prezentate ı̂n
Fig. 5 unde putem observa ca pe masura ce valoarea densităt,ii reduse cres, te, rezul-
tatele numerice deviază de cele analitice, acesta oferind un interval de acuratet,e al
metodei propuse.

1.2.3 Unde de soc

Problema tubului de s, oc 1D Sod a fost propusă de G. A. Sod ı̂n 1978. Considerăm
o membrană situată la x = x0 care separă două domenii semi-infinite. Proprietăt,ile
fluidului sunt omogene ı̂n fiecare domeniu, ı̂n timp ce viteza este zero peste tot.
La momentul init,ial, proprietăt,ile fluidului sunt:

ηL

TL

uL

=


ηi

1.0

0.0

 ,


ηR

TR

uR

=


ηi/8

1.0

0.0

 (16)

unde ηi este valoarea init,ială a densităt,ii reduse ı̂n domeniul stâng.
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(a) Densitatea redusa, la L = 4
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Figura 7: Densitatea redusa a unui gaz dens intre doi pereti plan paraleli, cu con-
ditii pe frontiera de tip reflexie speculara. (a) Sistem cu distanta dintre pereti egala
cu L = 4, (b) distanta dintre pereti egala cu L = 10. Diametru particulelor este de
σ = 1.

În regimul inviscid pot fi obtinute solut,ii numerice ale ecuatiilor Euler ı̂n tan-
dem cu condit,iile Rankine-Hugoniot pentru frontul s, ocului. În acest caz a fost
obtinuta o suprapunere aproape perfectă ı̂ntre rezultatele modelului propus s, i cele
obtinute analitic din ecuat,iile de conservare. Mai departe, pentru valori interme-
diare a vascozitatii s, i implicit ale timpului de relaxare am comparat rezultatele
obtinute cu modelul LB propus cu cele obt,inute folosind metoda cu particule PM,
rezultatele sunt regăsite ı̂n Fig. 6. Rezultatele obt,inute sunt ı̂n acord deplin cu
rezultatele metodei cu particule la valori relativ mici ale densităt,ii reduse, ı̂nsă cu
un timp de calcul mult mai mic, după cum poate fi observat ı̂n tabelul 1, unde am
comparat timpii de execut,ie ai celor doua metode.

1.3 Modele Lattice Boltzmann bazate pe cuadraturi pentru cur-
geri de gaze dense intre pereti plan paraleli[5]

Calculul profilului de densitate ı̂ntr-un gaz dens de sfere tari aflat ı̂n echilibru
lângă un perete specular a fost selectată ca problemă de testare pentru condit,iile
pe frontiera de tip reflexie difuză. Această problemă este una clasică ı̂n fizica
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Figura 8: Densitatea redusa a unui gaz dens intre doi pereti plan paraleli, cu con-
ditii pe frontiera de tip reflexie difuza. (a) Densitatea redusa si (b) temperatura,
intr-un sistem cu distanta dintre pereti egala cu L = 10 si diametru particulelor de
σ = 1.

statistica. Rezultate stat,ionare pentru un gaz dens ı̂ntre doi pereti plan paraleli
aflate la distant,a L ∈ {4,10} unul fata de celălalt sunt prezentate ı̂n Fig. 7, unde
diametrul molecular este egal cu unitatea σ = 1. Pentru valori mici ale densitatii
reduse am obtinute o suprapunere aproape perfectă ı̂ntre cele doua metode, pe
cand ı̂n cazul valorilor mari se poate vedea clar o diferenta intre metode, indicand
ca aproximat,ia pentru termenul de coliziune Enskog nu mai e buna la acele valori.

În cazul condit,iilor pe frontiera de tip reflexie difuză am ales pentru testare
transferul termic ı̂ntre doi pereti plan paraleli aflate la distant,a de L = 10 s, i diame-
trul molecular de σ = 1. Suprapunere excelentă poate fi observată ı̂ntre cele doua
metode, precum poate fi observat ı̂n Figura 8.
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2 Un sumar al progresului (livrabile realizate, indi-
catori de rezultat, diseminarea rezultatelor, justi-
ficare diferent,e, dacă e cazul)

Angajat Realizat Grad de ı̂ndeplinire

Model numeric Enskog lattice Bolt-
zmann.

Model numeric Enskog lattice Boltzmann. Îndeplinit.

Un articol ISI Două articole ISI ı̂n curs de evaluare[1, 2]. Rezultat livrat
part,ial.

O prezentare la o conferint,ă
internat,ională

Două prezentări la conferint,e internat,ionale[3, 4]. Rezultat livrat.
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3 Rezumat executiv - PN-III-P1-1.1-PD-2021-0216

În cadrul acestei etape se urmăres, te implementarea ı̂n cadrul modelelor de tip
lattice Boltzmann cu diferent,e finite a extensiei termenului de coliziune pentru a
putea trata gaze dense ı̂n coordonate Carteziene.

O aproximare a operatorului de coliziune Enskog, denumit operatorul de co-
liziune Enskog simplificat, este utilizată ı̂n această lucrare pentru a dezvolta un
model Lattice Boltzmann bazat pe cuadratură pentru gaze dense monoatomice nei-
deale. Termenul de coliziune Shakhov este implementat pentru a ajusta numărul
Prandtl. Acest model cinetic se dovedes, te a fi capabil să abordeze problemele de
curgere de neechilibru ale gazelor dense, s, i anume propagarea undelor sonore s, i
a undelor de s, oc. Rezultatele sunt comparate sistematic cu rezultatele metodei cu
particule de rezolvare a ecuat,iei Enskog care este mai precisă, dar intensiva din
punct de vedere computat,ional. Se arată că modelul propus are o precizie bună
pentru densitatea mică până la moderată a fluidului (definită ca raportul dintre dia-
metrul molecular s, i drumul liber mijlociu) s, i, datorită eficient,ei ı̂n ceea ce prives, te
timpul de calcul, este potrivite pentru aplicat,ii practice. Aceste rezultate sunt cu-
prinse ı̂ntr-o lucrare aflată ı̂n revizie s, i au fost prezentate ı̂n cadrul conferint,ei
internat,ionale TIM22 Physics Conference.

Au fost abordate s, i probleme marginite de peret,i, prin implementarea condit,iilor
pe frontiera de tip reflexie speculara s, i reflexie difuză, aceste rezultate fiind incluse
ı̂ntr-o lucrare care este ı̂n pregătire.

În acelas, i timp, ı̂n cadrul acestei etape a fost dezvoltat s, i un model pe baza
de particule pentru curgeri ı̂n coordonate sferice, ce va fi folosit ı̂n cadrul etapei
a doua pentru a valida modele Lattice Boltzmann dezvoltate ı̂n cadrul proiectului.
Aceste rezultate sunt cuprinse ı̂ntr-o lucrare aflată ı̂n revizie s, i au fost prezentat
la conferinta 32nd International Symposium on Rarefied Gas Dynamics, Seoul,
Coreea de Sud.

Director Proiect,
Busuioc Sergiu
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